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Sia f:R — R una funzione. Per n € N\ {0} poniamo

fule) = (L)

(la] € il massimo intero < a).

. Dimostrare che f,, € boreliana per ogni n.
. Supponiamo che f sia continua a sinistra in ogni punto. Dimostrare che f, — f puntual-

mente su tutto R per n — 4o00. Dedurne che pure f e boreliana.

. Supponiamo che f abbia limite finito da sinistra in ogni punto, ma che non sia necessa-

riamente continua a sinistra. Dimostrare che una sottosuccessione di n — f, converge
puntualmente a una funzione boreliana g: R — R, che differisce da f su un insieme al pit
numerabile, e dedurne che pure f e boreliana.

Una F:R — R si dice sviluppabile in serie di potenze attorno a xy € R se esiste un intorno
U di g e una successione di coefficienti C,, € R tali che
fl@)=>Y Cu(z—z0)" Vzel,
n>0
e la serie converge totalmente su U. Analogamente una funzione di due variabili f:R? — R

si dice sviluppabile in serie di potenze attorno a (xg,79) € R? se esiste un intorno V'
di (z9,yo) in R? e per ogni n,m € NU {0} esiste un coefficiente ¢, ,,, € R tali che

f(xry) = Z Cn,m(x - IO)n(y - yO)m V(.T,y) S V>
n,m>0

e la serie converge totalmente su V. Una funzione sviluppabile in serie di potenze attorno
ad ogni punto si dice “analitica reale”.

. Siano g, v0,a,b € R, p(x,y) := (x,ax+b), e sia f: R?> — R sviluppabile in serie di potenze

attorno a p(xo,yo), con convergenza totale su V. Dimostrare che la funzione g := fop &
sviluppabile in serie di potenze attorno a (zg, o) con convergenza totale su =1 (V).

. Sia f:R? — R analitica reale e poniamo F(z) := fol f(xz,t)dt. Dimostrare che F & ben

definita e che e analitica reale.
(Cominciare dal caso [xg — 0, xo + d] X [0,1] C V e integrare per serie, se lecito).

Punti: 5+10+15 ,7+15.
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1. a. Sia V un aperto di R. Dobbiamo dimostrare che f,,}(V) & un boreliano di R. Allora:

V) ={zeR : fn(x)eV}:{xeR : f(M)EV}:{xER : U;—xjef‘l(V)}:

n
= {x e€R : |nz| € nf_l(V)} = {a: ER : [nz] € (nf~'(V)) ﬂZ} =
:{xER : Im € (nf~'(V)) NZ tale che [nz] :m}: U {z : |nz] =m} =
me(nf-1(V))NZ
m m+1
= U {x:mgms<m+1}= U {x:—§x< }z
n n
mée(nf-(V))NZ me(nf~Y(V))NZ
_ U [m m+1 [
N n’ n L
me(nf-1(V))NZ
L’insieme (nf~(V))NZ & al pitt numerabile, / /
gli intervalli semiaperti sono boreliani, e unio- f /" ¢—<
ne numerabile di boreliani & boreliana. Quindi I fo
fn € boreliana. Notare che non si ¢ usata I'i- 4_( ‘_‘O._o
potesi che V sia aperto. /\ Ao h A
Un approccio un poco diverso: osservando di — L4
nuovo che per m € Z - f o
1 1 ‘ |
Inz] =m <= m<nr<m+1l <
m m _|_ 1 ] ] ,?
— — << , H ¥ / fs i
n n 13/ 4 /
34— / /
possiamo scrivere /' f"’ ,L
\ /._O \ '/-0 N ‘i
m g \_OHLO’I-G RSP
In(z) = Z f(g)x[m/n,(m+l)/n[(x)~ pres e P
me7Z /o'—< Yoo v’—’o._( Yoo ,'1_0 Moo
e £ A
La f risulta boreliana perché somma di una ‘ — — ‘ —
3 T 5

serie (convergente puntualmente) di funzioni
caratteristiche di intervalli. Qui accanto c’e
un grafico di una f e delle sue fi,..., fs. Il grafico di f,, & formato da segmenti orizzontali semiaperti di

lunghezza 1/n incernierati a sinistra sul grafico di f.

b. Posto m = |nz| si ha, come gia osservato

+1 - 1
m <z < m , cloe LijJ <z Lm:OJ + —,
n n n n n
cioe ancora )
o — — < LTLJUOJ <z
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Quindi

) [nxo] ) [nxo]
1 — = 1t < vn € N\ {0}.
Jim Zo, e inoltre < n € N\ {0}
Se f & continua a sinistra in zg € R deduciamo che
lim f,(xg) = lim f(—anOJ ) = f(xo).
n—-+oo n—-+oo n

Se f & continua a sinistra in ogni punto allora f,, — f puntualmente su tutto R, e pertanto f & boreliana, in
quanto limite puntuale di una successione di funzioni boreliane.

. Sia xg irrazionale. Allora la disuguaglianza gia osservata

¢ necessariamente stretta, perché il termine al centro ¢ razionale. Quindi

lim M:xo, e inoltre M<:E0 Yn € N\ {0}.
n

n—-+oo n

Supponiamo che f abbia limite a sinistra in ogni punto. Allora

lim f,(xg) = lim f(w): lim f(z)=: f(zq).

n—-+0o0o n—-+oo n Ty

Quando x¢ € Q non & detto che f,(x¢) abbia limite per n — +oco. Prendiamo per esempio f := x{1/2},
xg := 1/2. Allora f ha limite a sinistra in xy (anzi, in ogni punto), ma

n/ N .
fnlzo) = f(M) - f(TQ) ==t se n € parl,

" f(%):J%%f%):O se n & dispari,

che non ha limite. Pero la sottosuccessione k — for,(1/2) & costantemente uguale a f(1/2). Di pit: for
coincide con f su tutti i multipli interi di 1/2. Analogamente f3; coincide con f su tutti i multipli interi
di 1/3. Poi fer e f coincidono sia sui multipli di 1/2 che di 1/3. Un’idea per coprire tutti i razionali
(non contemporaneamente, ma ciascuno almeno definitivamente) ¢ di prendere la sottosuccessione k — fg.
Infatti, se 29 = p/q con p € Z, ¢ € N\ {0}, allora

fioleo) = (P 0y = (BRI p(RPI) ) = fag) vz,

perché quando k > ¢ fra i divisori di k! ¢’¢ anche ¢, per cui k! - p/q viene intero. Se quindi poniamo

_ Jfz7) perxzeR\Q,
9(w) = {f(m) per z € Q,

abbiamo che
lim fu(z) = g(x) Vz e R.
k—-+oo
In particolare, g & boreliana.
(Una scelta alternativa di sottosuccessione: posto o (k) il k-esimo numero primo, verificare che k — f,(x)(z)
converge a f(xz~) per ogni x € R).
Dobbiamo dimostrare ora che g(z) # f(z) su un insieme di z al pitt numerabile. Posto

Am::{xER\Q: |f(x)—f(a:7)‘>%} per m € N\ {0},

2
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abbiamo che

{zeR : fz)#g(x)} = U A

meN

Ci basta dimostrare che A,, ¢ al pit numerabile per ogni m fissato. Sia quindi zy € A,,. Per I'ipotesi su f
esiste § > 0 tale che

Ve eR zo—6<z<mo = |f(z)— flag)| <. (1)

Quindi per ogni 21 € Jzg — 9, zo[ possiamo passare al limite per x — z] nella disuguaglianza | f(x) — f(zo)] <
1/(2m) ottenendo

1
N N
[Fa) — F)] < 5
ossia, scrivendo z al posto di x1:
_ _ 1
Vz e R ro—0<z<m = ‘f(x)ff(xo)’<%. (2)
Usando le formule (1) e (2) e la disuguaglianza triangolare:
m-b<z<m = |f@) - f@)] < |f@) - fag)|+ | Fag) )| < gt g =
- “2m  2m m
= xz¢A,.
Insomma,
Ve € Ay, 36, >0 ]z —0z,2[NA,=9.
Ad ogni punto z € A,, associamo l'intervallo aperto non vuoto I, := |x — d,,z[. Gli intervalli associati a
punti distinti sono disgiunti: supponiamo infatti che z,y € A, x <y e |z — 6, 2[N]y — 0y, y[ # 2. Allora
necessariamente x € I, = |y — d,,y[, contro il fatto assodato che I, non interseca A,,. Per ogni z € A,,

scegliamo un razionale r(z) nell’intervallo I,. L’applicazione x € r(z) & iniettiva da A,, in Q perché gli
intervalli I, sono disgiunti. Possiamo concludere che A,, ha al piu la cardinalita di Q. Il ragionamento &
simile a quello usato per dimostrare che un insieme di punti isolati di R ¢ al pitt numerabile. (Non & detto
che i punti di A,, siano isolati, perd sono “isolati a sinistra”).

Infine, posto D := {z € R : f(z) # g(x)}, possiamo scrivere f come somma di due funzioni:

f=9xr\p + [XD-

Se dimostriamo che gxgr\p € fXxp sono entrambe boreliane, seguira che anche f ¢ boreliana. Poiché D &
boreliano (in quanto al pitt numerabile) e g € boreliana (perché limite puntuale di una successione di funzioni
boreliane), anche gxg\p € boreliano. Per finire, la funzione fxp € boreliana perché nulla al di fuori di un
insieme numerabile. Piu in dettaglio, dato V aperto di R abbiamo che

o W{SE b N0ty

L’insieme (fxp)~*(V) & boreliano perché sia gli insiemi al pitt numerabili che i loro complementi sono sempre
boreliani.

Approfondimenti. Supponiamo che f:R — R abbia limite a sinistra finito in ogni punto. Dimostrare che
allora 'insieme dei punti di discontinuita di f & al pitt numerabile. Suggerimento: dimostrare che per ogni n
I'insieme seguente ¢ al pitt numerabile:

B, = {mo €R : maxlim|f(z) — f(zg)| > l}

n
T—T)

Corollario: non appena una tale funzione ¢ limitata su un intervallo [a,b] € ivi anche integrabile secondo
Riemann.


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Ist. Analisi Sup. 1| Svolgimento 19 settembre 2000

Puo succedere che una f con limite a sinistra in ogni punto abbia un insieme denso di punti di discontinuita?
La risposta e si: la funzione
Fz) = 0 se x ¢ irrazionale,
"1 1/q sex=p/q, conpéeZ,qeN\{0}, con p,q primi fra loro,
ha limite (nullo) in ogni punto, ed ¢ discontinua su tutti e soli i punti razionali. Un grafico di f & tentato

qui sopra. Questa particolare funzione & di solito riportata nei libri di testo come ’esempio pit semplice di
una funzione integrabile secondo Riemann ma con infiniti punti di discontinuita.

. Siano x¢,v0,a,b € R, ¢(z,y) = (z,ax +b), e sia f:R? — R sviluppabile in serie di potenze attorno
a (70, Yo), con convergenza totale su V. Poniamo Siano x¢, %o, a,b € R e sia f: R? — R sviluppabile in serie
di potenze attorno a (xg, ayo + b). Poniamo

g(@,y) = f(e(z,y)) = f(z,ay +0).
Dobbiamo dimostrare che g & sviluppabile in serie di potenze attorno a (xg,yo). L’ipotesi su f significa che
esistono coefficienti ¢y, € un intorno V' di ¢(zg, yo) tali che

f(xay) = Z Cn,m(x_xO)n(y_ayO _b)m V(l‘,y) € Va
n,m>0

e la serie converge totalmente su V', cioe

sup
n,m>0 (z,y)eV

Cnm (T — 20)" (y — ayo — b)™| < +o0.

La funzione ¢ & continua. Quindi l'insieme V' := ¢~1(V) & un intorno di (xg,9o). Se (z,y) € V' allora
o(z,y) € V e quindi vale lo sviluppo in serie

g9(z.y) = f(e(@,y)) = f@,ay +0) = > cnmlz —20)" (ay + b — ayo — b)™ =

n,m>0

"y —y0)" =D @ —z0)" (Y — yo)™ -
n,m>0

n,m>0

a™epm(x — o
———
—.of

“Tn,m


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Ist. Analisi Sup. 1| Svolgimento 19 settembre 2000

Quest’ultima serie converge totalmente su V' perché

sup
n,m>0 (@y)eV’

> SuP{ a"™ cnm(z — 0)" (y — yo)m‘ D (zy) € V’} =

n,m>0

- nm>osup{ Cnm(z — 20)" (ay — ayo)m‘ . (z,y) € w_l(V)} _

(@ = 20)" (5 = 90)" | =

= sup

=
{

Coanlis = a0)" -+ b= —0)"| 5 o) €V} =
—— ——r

=y’ :(wlyyl)

= up

Cnm (@ — x0)" (v — ayo — b)m‘ (2 y) € V} < +00.
n, m>0

Quindi g ¢ sviluppabile in serie di potenze attorno a (zg, yo).

. Osserviamo per cominciare che una funzione analitica reale di una o due variabili ¢ automaticamente continua.
Infatti in un intorno di ogni punto fissato coincide con una serie totalmente (e quindi uniformemente)
convergente di funzioni continue (pitt precisamente polinomi). In particolare, data una f:R? — R analitica

reale, ha senso definire
1
= / f(z,y) dx
0

Sia g € R. Dobbiamo dimostrare che F' ¢ sviluppabile in serie di potenze attorno a xy. Per cominciare
rinforziamo le ipotesi supponendo che esista yy € R tale che I'intorno V' su cui la serie di potenze

f(x7y) = Z Cn,m(x - xO)n(y - yO)m

n,m>0

converge totalmente contenga il rettangolo U x [0,1], dove U = [zg — 8,29 + J], con § > 0. Facciamo una
fuga in avanti e supponiamo che i conti seguenti siano leciti:

F(x)

n,m>0

| tena= [ (Z cn,m@—a:o)"(y—yo)m)dyé

[~

> / Cnm (@ — 20)"(y —y0) " dy = > c"—’m((l —10)" T = (—yo)" ) (z — xo)" =

n,m>0 n,m>0 m+1 (3)
; Z <Z nin_]'_ml ((1 - yO)m+1 - (yo)ﬂ’L+1)> xr — ‘TO Z C SC — ZL'O
n>0 \m>0 n>0
=:C,

Con questa definizione del coefficiente C),, avremmo in effetti che

x):ZCn(x—O)” VeelU,

n>0

come richiesto. Dobbiamo giustificare tutti i passaggi della formula (3) e assicurarci della convergenza totale
inU.
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Poniamo
fn,m(xa y) = Cn,m(-r - IO)n<y - yO)m .

Dire che la serie ) . <. fn,m converge totalmente su V' significa che

+oo > Z s3p|fn7m|2 Z sup

(@ = 0)" (4 = 10)"|. (®)
n,m>0 n,m>0 (TYEV

Fissato z € U, la serie di funzioni y — > < fn,m(z,y) converge in L1([0,1]). Infatti

1 1
D Mm@ oy = 2 /O\fmm(x,y)ldyé > /0 (Sl‘ip’fn,m’)dyg > sgp!fn7m\<+00-
n,m>0

n,m>0 n,m>0 n,m>0

(In generale, una serie che converge totalmente su un insieme di misura finita converge anche in L'). Quindi
possiamo scambiare l'ordine fra serie e integrale in (3): se x € U

/Olf(x,y)dx:/ol( Z fn,m(x,y)>dy: Z /Olfn,m(x,y)dy:

n,m>0 n,m>0

F(z)

1
Z /0 Cnm (T — 20)" (y — yo)™ dy = i niﬁ—ml (1 =yo)™ ™ = (—yo)™ ") (x — 20)".

v

n,m>0 n,m

Infine possiamo riarrangiare l'ultima serie qui sopra e ottenere

F(z) = Z <Z nin_:Il (1 —yo)™tt = (—yo)mﬂ)) (x —xo)",

n>0 \m>0

perché la convergenza ¢ assoluta. Infatti, usando la (4) e il fatto che (xg,0) e (z9,1) € V,

Z ‘Cn—’m((l - Z/o)mle - (—yo)mﬂ)(ﬂi - 370)"’ <

n,m>0 m+1
1~ yol 10— yol
n m n m
< H;O\cn,m(:ﬂ—wo) (1= po)"| - £ +n§m>0 enml@ =20 (0= yo)"| - D <)

Cnom (T — 20)" (y — yo)m‘ < +00.

< 2max{|1 — yol, |vo|} Z Sup

n,m>0 (z,y)eV

Quindi, se poniamo, come anticipato,

Cn — Z Cn,m ((1 _ yo)m+1 _ (_y0)7n+1) ,

m+1

abbiamo che
F(x):ZCn(x—xo)" VeelU,
n>0

e la convergenza ¢ totale su U con un conto praticamente identico alla (5):

Cnm
sup |Cp(x — 20)"| < sup (1= yo)™ T = (—yo)™ ) (@ — 20)"| <
ngoer| | gmeUmZNJm‘i‘l( )
n m |1 7y0| n m |07y0|
< Z sup Cn,m(l"*zo) (1*90) ’T—l—l+ Z :1615 Cn,m(xfmo) (O*yo) ’T—i—l <

n,m>0 €U n,m>0

< 2max{|1 — yol, |yo| } Z sup

Cnm (T —x0)" (y — yo)m‘ < +00.
n,m>0 (z,y)eV

Quindi F' e sviluppabile in serie di potenze attorno a xg.

6


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

(Ist. Analisi Sup. 1| Svolgimento 19 settembre 2000

Passiamo al caso generale. L’idea & di spezzare l'integrale da 0 a 1 in una somma di un numero finito di
integrali su intervalli abbastanza piccoli da essere contenuti ciascuno in un insieme di convergenza delle serie
di potenze. A tale scopo si ¢ tentati di usare la compattezza del segmento {zo} x [0, 1]. Perd qui vogliamo
una suddivisione in un numero finito di intervalli non sovrapponentesi, non un semplice ricoprimento aperto.
Si puo procedere cosi: sia E l'insieme dei numeri y > 0 per i quali esiste una struttura come segue: una
suddivisione 0 = up < u1 < ... < ug, = y dell’intervallo [0, y], dei punti yo, ...yr € R tali che, se indichiamo
con V; l'insieme di convergenza totale della serie di potenze di f centrata in (zg,y;), si abbia che

{zo} X [uj,uip ) C Vi Vi=0,....k—1.

Se dimostriamo che E & non vuoto, aperto e chiuso nella topologia dell’insieme connesso ]0, +o00[ avremo che
E =]0,400[ e quindi in particolare che 1 € E.

E ¢ non vuoto. Infatti f & sviluppabile in serie di potenze attorno a (xo,0), con convergenza totale su V; se
y > 0 & tale che il segmento {zg} x [0,y] & contenuto in V', basta prendere la struttura con k = 1, u; =y,
y1 =0,V =V. Quindi y € F.

E ¢ aperto e chiuso. Sia infatti y,, € F una successione che converge a y € |0, +o0o[. Vogliamo dimostrare che
y & interno a E. La f & sviluppabile in serie di potenze attorno a (zg,y), con convergenza totale su V. Sia
g > 0 tale che {xg} x [y—¢,y+¢e] C V. Sia ng tale che |y, —y| < &, e sia u;, y;, V; per i = 0,.. ., k la struttura
associata a yp,. Associamo a y la seguente variante della struttura di y,,: se u;,, < y < uj,+1 poniamo

semplicemente k' := ig + 1, u;y4+1 := y, con gli stessi V;. Se invece ur = yn, < vy, poniamo k' := k + 1,
ugr =y, Vg := V. Si vede che in entrambi i casi risulta y € E.
Sapendo ora che 1 € F| sia u;,y;, V; per i = 1,..., k la struttura associa-
Yy ta. Sia 0 > 0 tale che [xg — d, 20 + d] X [u;, ui+1] C V; per ogni ¢ (vedi la
figura qui accanto, nella quale gli intorni V; sono rettangolari). Possia-
mo spezzare U'integrale su [0, 1] nella somma degli integrali sui segmenti
I [u;, uit1]: posto
Uit1
7 F@)i= [ fa)dy,
w;
Y- L abbiamo che
v :;%'I::Irf F=F+ -+ F,.
Ujp = = = = =A== =
: : Con un cambio di variabili affine y = u; + (w41 — u;)t ci riportiamo a un
! : integrale su [0, 1]:
I I
| |
| | 1
I I
: : Fy(z) = (ujr1 — ul)/ f(:z:,ul + (wig1 — u,;)t)dt.
0
I I
| |
us E E Poniamo
] ]
“% zo i x pi(x,t) = (x,ui + (W1 — uz)t) ) gi = fowpi.
Per il punto a, la g; € sviluppabile in serie di potenze attorno a 90;1 (zo,Yi)
con convergenza totale su

-1

v, (Vi) 2 cpi_l([xo — 0,20+ 0] X [U,i,U,iJ’_l]) = [xo — 6,20+ ] x [0,1].

Con la g; siamo precisamente nelle ipotesi del caso speciale che abbiamo dimostrato prima. Concludiamo
che per ogni i la F; e sviluppabile in serie di potenze attorno a xg, e quindi lo stesso succede per la F.
(Combinazione lineare di funzioni sviluppabili attorno a un punto & sviluppabile, con dimostrazione banale).
Approfondimento. Supponiamo che f:R? — R sia analitica reale e inoltre |0" f(z,y)/02"| < k,e™Y per
ogni y > 0. Ne segue che la funzione = — f0+oo f(z,y) dy & analitica reale? E se k,,/n! & limitato?
(Suggerimento: provare per esempio f tale che [ f(xz,t)dt = exp(—1/(2? + e7¥)) — exp(—1/(z* + 1))).
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