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1. a. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto in cui ogni aperto & o-
compatto. Sia p una misura positiva sui boreliani di X finita sui compatti. Sia f €
L'(p1) una funzione boreliana a valori reali tale che fV fdu >0 per ogni V aperto di X.
Dimostrare che f > 0 p-quasi ovunque.

(Nelle nostre ipotesi se E C X & boreliano esistono V,, aperti contenenti E tali che u(V;, \

b. Sia A, la misura di Lebesgue su R", e f € L'(R™) una funzione a valori reali, tale che
per ogni n-upla di intervalli Iy,...,I, C R si ha che f11><--~x1n fdA, > 0. Dimostrare che
f > 0 A\,-quasi ovunque.
(Ogni aperto di R™ ¢ unione disgiunta di una famiglia numerabile di “scatole” Iy x---x I,).

2. Sirammentano le definizioni delle funzioni Gamma di Eulero-Legendre e zeta di Riemann:
[(z) == [ t*te~tdt per x > 0, {(z) := Y ,~;n " per z > 1. Dimostrare che per

ogni x > 1 si ha
+oo tw—l
/0 ot =T()().

(Scrivere 1/(et —1) = e t(1+et+e 2t 4+...)).

Punti: 15+10, 15
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1. a. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto in cui ogni aperto & o-compatto. Sia u una
misura positiva sui boreliani di X finita sui compatti. Sia f € L'() una funzione boreliana a valori reali
tale che fv fdu >0 per ogni V aperto di X. Poniamo

N:={zeX : f(z) <0} = f"(]-00,0]) .

Ovviamente N & boreliano. Si tratta di dimostrare che u(N) = 0. Per le ipotesi fatte su X e su p sappiamo
che per ogni n > 0 esiste un aperto V,, tale che

1
NSV e pVu\E)< .

Eventualmente sostituendo V,, con V,, := ViNVanN---NV, (che & ancora aperto, N CV,, CV,,, e u(V,\N) <
#(Vi, \ N) < 1/n) possiamo supporre che la successione V,, sia decrescente. Per I'ipotesi fatta su f abbiamo

che
| sauzo.
Vi
Spezziamo l'integrale sui due sottinsiemi disgiunti N e V,, \ N:
/ fdu+ / fdu>0.
N V, \N

L’integrale su V,, \ N si puo riscrivere come

/ fdu=/f-><vn\1vdu.
Va\N X

La successione di funzioni n — f - xy,\n tende a 0 quasi ovunque: anzi, ¢ definitivamente zero su tutti i
punti di X esclusi quelli di
N Va\N,

neN

che & un insieme di misura nulla, in quanto contenuto in V,,\ N per ogni n. Inoltre la successione n +— f-xy, \n
¢ dominata da una funzione di L'(p):

|f-xvin| <Ifl €LY (u) VneN.

Quindi possiamo passare al limite sotto il segno di integrale:

0< lim / fdp= lim </ fd,u-l—/ fdu)z/ fdu+ lim fdu=
n—-+oo v, n—-+4oo N Vn\N N n—-+oo Vn\N

=/fdu+ lim /f-an\Ndu=/fdu+/ lim f-an\Ndu=/fdu+/0du=
N n—+oo Jx N x n—+too N X

= [ tan.

Sebbene f sia < 0 su NV, il suo integrale su N ¢ > 0. Questo puo succedere solo se N ha misura nulla.
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b. Sia A, la misura di Lebesgue su R", e f € L'(R") una funzione a valori reali, tale che per ogni n-upla di
intervalli I1,...,I, C R si ha che fhx,”xln fdA, > 0. Dobbiamo dimostrare che f > 0 quasi ovunque.
Per cominciare possiamo supporre che f sia boreliana, perché ogni funzione misurabile secondo Lebesgue &
quasi ovunque uguale a una funzione boreliana, per la quale valgono le stesse ipotesi. Possiamo applicare il
punto a se riusciamo a dimostrare che f ha integrale > 0 su ogni aperto V. Ma sappiamo che ogni aperto
di R™ ¢ unione di una famiglia numerabile di “scatole” (o parallelepipedi) a due a due disgiunti:

vV=_J s, dove Qp = Ip1 X Ipo X+ X Ipn,
keN

e gli Iy, ; sono intervalli, e Qx, N Qr, = & se k; # ka. Poiché i ), sono a due a due disgiunti abbiamo che
Xv = XUka = ;XQk :

Inoltre, scambiando integrale e somma perché i termini sono positivi:

Xk:Hf'XQkHLl:zk:/x|f'XQk|d.U:2k:/X|fXde,u:/sz:f|Xde,U:

=/lelzk:XdeMZ/XIfXUdeu=/X|f|><vdu§/X|f|du=|f||L1<+<>O-

Quindi si puo scambiare la somma con l'integrale anche nel calcolo seguente:

/Vfdﬁbz/Xf~xvdﬁb=/Xf%:XdeMZ%:/XfXdeu:zk:/Qkfdu>o,

Come desideravamo, f ha integrale > 0 su V.

2. Per ogni x € R la funzione t — t*71/(e? — 1) & continua e positiva
su ]0, +-00[. L’andamento per t — 400 & sempre del tipo o(e™(179)t)
per ogni € > 0, e quindi integrabile. L’andamento per ¢ — 07 &
asintotico a t*72, e quindi & integrabile per z > 1. Conosciamo la
formula della somma di una serie geometrica:

+oo 1

d rm=—— Wrel-11[.
1—r

n=0

Applichiamola con r = e~ per t > 0:

t.’r—l B trc—l _ tz—le—t . 1 _
et —1 et(l—et) 1—et
+oo —+o0

_ 7t$7167t Z(eft)n — Lt Z e~ —
n=0 n=0

+oo
=) e s,
n=0

La figura qui accanto mostra un grafico della funzione t +— t*~1 /(e —

1) assieme alle prime somme parziali della serie 72 t#~le~ (1t

per x = 2. Essendo la serie a termini positivi per ¢ > 0, possiamo scambiare la somma con U'integrale:

+o00 =1 400 +00 +00  atoo
/ p—l :/ Zt“le*("“” dt = Z/ Lo (Dt gy
0 €= 0 n=0 n=0"0

2



http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Ist. Analisi Sup, 1 Svolgimento 29 maggio 2000

Col cambio di variabile (n + 1)t = 7 ci riportiamo alla funzione Gamma:

—+oo —+oo r— +oo
/ pr=lo=(n+1)t gy _ / ( T ) le,f dr _ 1 / R
0 0 n+1 n+1 (n+1)* J,

Quindi
+oo yx— +oo
/ LdtzZ#F(l‘)Z(i—l—i—Fiﬁ-"')F(-f):
0

et —1 — (n+1)"
— ((@)T(x).

L’identita rimane vera anche per « < 1 se si interpreta ((z) = 400 per quegli . Di solito pero la funzione zeta
di Riemann & definita non piti come serie, ma per estensione olomorfa, fuori dal semipiano {z € C : Rz > 1},
ed ha valori finiti per z < 1.
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