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Sia f:R — R una funzione. Ci proponiamo di dire qualcosa sull’insieme dei punti di
derivabilita di f, con un minimo di ipotesi di regolarita su f.

. Dimostrare che se l'insieme dei punti di discontinuita di f ha misura nulla secondo Lebe-
sgue, allora f ¢ misurabile secondo Lebesgue.

. Dimostrare che se 'insieme dei punti di discontinuita di f e al piu numerabile, allora f e
boreliana.

. Poniamo

o1(z) := inf sup{’

>0

f(xl)_f<x)_f(x2)_f($) :max|ml—x|<6 xl#x#xg}.
r1 —x Tro — X 1=1,2

Senza ipotesi su f, dimostrare che f & derivabile in x se e solo se o1(x) = 0. Inoltre

se l'insieme dei punti di discontinuita di f e al piu numerabile, allora ¢y € una funzione

boreliana R — [0, +0o0], e I'insieme dei punti di derivabilita di f & boreliano.

. Poniamo

oo(z) = 1nf sup{

’f f(fﬂs)_f(flfz)—f(flfzx) max |$7, 2| <6 11317&9037}.

X1 — I3 Ty — T4 ’ i=1,...,4 33275.2134

Senza ipotesi su f, dimostrare che 0 < 07 < 09, che o5 € semicontinua superiormente, e
che o2(z) = 0 se e solo se esiste finito il limite

. f)—fz) =
(y,z}fiw) y—z bi(@)
y#£z

Dedurre che senza ipotesi su f l'insieme degli x € R per i quali esiste finito Df(x) &
boreliano. L’esistenza di D f(x) implica la derivabilita? E viceversa?

Calcolare
+oo 1

lim —— dz.
o %(1+_)
n

Per vedere se n+— (14 z/n)™ e crescente, prendere il logaritmo e derivare due volte. ..
g

Punti: 8+8+20+25, 18
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1. a. Sia F l'insieme dei punti di discontinuita di f, e supponiamo che E abbia misura nulla secondo Lebesgue.

Vogliamo dimostrare che f & misurabile secondo Lebesgue. Per definizione di misurabilita di una funzione,
dobbiamo dimostrare che preso un qualsiasi V aperto in R, la contrimmagine f~!(V') & un insieme misurabile
secondo Lebesgue. Scriviamo

V)= V)NE) U (VN E).

L’insieme f~1(V)N E ¢ misurabile perché & un sottinsieme di E, che ha misura nulla secondo Lebesgue. Per
quanto riguarda f~1(V) \ E, affermiamo che esiste un aperto W C R tale che f~*(V)\ E = W \ E. Infatti
siax € f~1(V)\ E. Poiché z ¢ E, f & continua in z. Poiché V & aperto, per definizione di continuita esiste
un intorno aperto U, di x in R tale che f(U,) C V. Sia W I'unione degli U, al variare di z € f~1(V)\ E.
Allora W & aperto in R perché unione di aperti. Poiché x € U,, abbiamo che f~*(V)\ E C W\ E. Viceversa,
dato xo € W\ E, abbiamo che f(x¢) € V perché f(U,) C V per ogni z, per cui zo € f~1(V) \ E. Essendo
W aperto, ¢ anche misurabile secondo Lebesgue. Quindi pure W\ E & misurabile, e abbiamo la conclusione.

. Il ragionamento ¢ identico al punto a, eccetto che qui E & un insieme al piti numerabile, e quindi boreliano,
in quanto unione di una famiglia al pit numerabile di singoletti, i quali sono boreliani perché chiusi.

. La f & derivabile in z se e solo se esiste finito il

o J@1) = f@)

T1—T 1 —x
Se definiamo

f@1) = f(2)

eR ,
pra— per \ {=}

gw(xl) =

possiamo dire che f ¢ derivabile in z se e solo se g, (x1) ha limite finito per 1 — z. Per il criterio di Cauchy
(in variabile reale), g, (x1) ha limite finito per 1 — = se e solo se

Ve>0 36>0 Vrp,ap€R (0<|z1—a|<de0<|zy—a[<d) = ‘gz(xl)—gw(xg)‘ <e.
Per definizione di estremo superiore, questo equivale a sua volta a
YVe>0 30>0 sup{‘gz(xl) - gi(x2)| t max o, — x| <6, = #x# .’132} <e.
cioe a
Ve >0 (isrgf(;sup{’gm(ml) —gm(x2)| : lnzl?)élxl —x| <0, w1 F£x# xg} <e,

e infine a

};ﬁ)sup{‘gz(ml) — ga(®2)] : max |z —z| <0, x1#x# ;vg} =0.
Questo dimostra che f & derivabile in z se e solo se o1 (z) = 0.
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Sia ora F l'insieme dei punti di discontinuita di f, e supponiamo che FE sia al piu numerabile. Vogliamo
dimostrare che o7 ¢ allora una funzione boreliana. Cominciamo col notare che la funzione

6 sup{|gs(1) — go(w2)| + max|oi ol <8, @1 A2

¢ debolmente crescente. Quindi ’estremo inferiore sui § reali > 0 coincide con ’estremo inferiore sui §
razionali > 0 (basterebbe su una qualunque successione d,, che tenda a 0 da destra):

o1(@) = inf sup{|gu(@1) = go(a2)] : max|a; —a] <8, @ £@Faa).
5€Q '
Per dimostrare che oy € boreliana basta dimostrare che per ogni § > 0 la funzione

x»—>sup{|gm(x1)—gx(x2)‘ : im:?>§|xi—x\ <9, xl#x;«éxg}

€ boreliana. L’estremo superiore € di una famiglia pitt che numerabile di parametri. Vorremmo riscriverlo
come un estremo superiore su una famiglia numerabile. L’idea ¢ che i valori di g,(x1) con x; reale sono
approssimabili con valori con z; nell’insieme numerabile Q U E. Piu precisamente

Ve >0 Vz; € R taleche 0 < |z; —2| < ¢
J2' € QUE taleche 0< |2/ —2|<d e |go(2)) —gala1)| <e.
Infatti, se 21 € F basta prendere banalmente 2’ = x;. Se invece 21 ¢ E e 21 # x, la funzione y — g¢,(y)

risulta continua in z1, e quindi il valore g, (x1) & approssimabile a piacere da valori g, (x’) con 2’ € Q vicino
a r1. Quindi

sup{’gz(;vl) —gz(x2)| : g?>§|xl—x| <d, I ;éx;éxg} =

= sup{|gz(x1) — gx(x2)| :x,10 €EQUE, ngzli)§|xl —x| <, x1£x# :132}
La funzione « — g, (x1) non ha per dominio tutto R, pero possiamo definire

N o B S gu(x1) se xy # 1/ —2x) sex#uxy,
i) i= (o) = F@)pn @)= { 900 N2 dove (o) = { ooz
Risulta che la funzione z +— g, (z1) & boreliana come funzione da R in R, perché ¢,, ed f sono boreliane.

Ora abbiamo che

sup{‘gI(xl)—gI(mg)’ s 11,12 €EQUE, galué\xi—ac|<6, $17é$7é$2}:

:SUP{|§z($1)—§m($2)| Cx,m € QUE, g?}§|xi_m|<5v $17éx7é$2}~

Poniamo

Ry a6 () = |Ga(21) = Gu(22) | x10,61(|21 — 2)x70,67 (|22 — 2]) -
Per ogni 1,z fissati, la funzione « +— hy, 4, 5(x) € boreliana perché combinazione di funzioni boreliane
tramite somme, prodotti e composizioni. Possiamo scrivere

sup{}gm(xl) fgz(x2)| :x1,19 €EQUE, gl&lué\xl —z| <0, x: #x#xg} = su% Ehrurzﬁ(x)’
=1, x1,r2€QU

e quindi
or() = il sup iy ays(e)
5;(8 z1,22€QUE
Pertanto o risulta boreliana, perché ottenibile tramite inviluppi di famiglie numerabili di funzioni boreliane.
In particolare I'insieme dei punti di derivabilita di f, che coincide con o7 *({0}), & boreliano. Il risultato vale
con ipotesi piu deboli su f? Non lo so.
Alternativa. L’insieme D dei punti di derivabilita di f si puo anche scrivere come l'insieme degli x tali che

— f(x — f(x

oo < mintim W =@ i W @)
y—x y—x y—x y—x

Dimostrare che questi minimo e massimo limite sono funzioni boreliane nell’ipotesi che f sia continua fuori

da un insieme al pitt numerabile, e dedurne che allora D ¢ boreliano.
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d. La funzione

oo(x) := inf sup{ ’

6>0

f(x1) = flxs)  flaa) — flaa) max |z — 3| < 0 961759037}.

T — T3 To — T4 L =14 To F# X4

& maggiore o uguale a o(x). Infatti estremo superiore che definisce o1 (z) si ottiene da quello di o3(z)
restringendo le variabili x3, x4 a coincidere con x, e sappiamo che l’estremo superiore di un insieme ¢ > a
quello di un sottinsieme. Entrambi o1(z) e o2(x) sono > 0 perché si tratta di estremi superiori o inferiori
di quantita tutte > 0. Per dimostrare che oy € semicontinua superiormente, prendiamo «,z € R tali che
o(Z) < a. Allora esiste dyp > 0 tale che

Sup{‘f(zl)—f(ifs)  flw2) — flaa) max [ — 2] < &, 931751?3,}<a.

T1 — T3 To — X4 .Zl ,4 LCQ#LU;;

Sia z € R tale che |v — Z| < dp/2. Allora per ogni z1,...24 € R

max |z —z| < — = 4max4|x,-—5c| < do,
=1,...

i=1,...,4 2
per cui
’f(lfl)*f(f?a)7f($2)*f(584)‘ . max |xl—x|<50,x17éz3’ c
1 — I3 To — .1‘4 i=1,. 2 To 7é T4
{)f f(l'g) _ f(l’g)—f(l‘4)‘ . max |$l_£‘ <50’ Z1 7é333,}
1 — T3 Lo — X4 i=1,...,4 To # T4
da cui, prendendo gli estremi superiori,
sup ‘f(l"l)—f(xs) _ f(xz)—f(»u)‘ . max |oi— | < do x1 # X3, <
Tr1 — X3 To — Iy i=1,...,4 2 T2 7é Xy
< sup{’f(xl) —flwg)  flwe) = fla )’ : max |z; — Z| < do, w7 xg,} <a
xr1 — I3 To — L4 i=1,...,4 To F# X4

e infine o9(z) < a. In particolare, se 02(Z) < « e |x — &| < dp/2 allora o2(z) < a. Questo mostra che
I'insieme {z € R : o9(z) < a} & aperto, cio¢ che o9 & semicontinua superiormente. Resta da dimostrare che
oa(x) = 0 se e solo se esiste finito il

- fly)—flz) =
(y7Z)1E»I%z,x) T =: Df(x).
y#z

Per il criterio di Cauchy sui limiti, dire che esiste D f(x) equivale a dire che

Ve>0 36>0 Vzy,x0,23,24 €R (_llllax4|l’ifl“<5 e w1 # T3, :c27éx4>:>

geoey

:>‘f f(333)_f(332)—f($4)‘

Tl — I3 T2 — T4

<e

Questo equivale successivamente a

YVe>0 30>0 sup{‘f —flws)  flwa) = f(m)‘ : max |gcZ x| < 4, s x?”} <eg,
Tr1 — I3 To — T4 i=1,. T2 7£ T4
ea
1nf bup{‘f M) _ fl@2) - f($4)’ ©omax |x; — x| <9, w7 x?”} =0,
xr1 — I3 XTo — T4 i=1,...,4 To # T4

cioe a ga(x) = 0. Dunque I'insieme degli z € R tali che esista finito D f(z) & boreliano giacché coincide con
o5 1({0}), che & la contrimmagine di un boreliano tramite una funzione boreliana (perché semicontinua). Pitt
precisamente, & l'intersezione di una famiglia numerabile di aperti:

L({o}) = ﬂ{zeR o2(x) <1/n}.

neN
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L’esistenza di D f(x) implica la derivabilita, perché oo(x)
= 0 implica o1(z) = 0. La derivabilitad di f in  non
implica I’esistenza di Df(x), come si vede per esempio
prendendo

1
fla) = { |2]3/% sen L e #0,
0 se z = 0.

Questa f e derivabile con derivata nulla in z = 0:

GRS ‘\xlw sen(l/2) 20| ¢ /a0

T — z—0

per z — 0, perd se prendiamo y,, := 1/(2nw + 7/2), 2z, := 1/(2nm) abbiamo che (y,, z,) — (0,0), yn # 2, €

Fyn) — flan) yg/z sen(2nmw + 7/2) — 22/2 sen2nm yfb/Q

Yn — Zn Yn — Zn Yn — Zn
3/2
_ 1/(2nm + 7/2) _ 2nm/+/2nm + /2 —o0 perfi— oo,
1/(2nm +7/2) — 1/(2nm) —m/2

per cui non esiste (finita, almeno) Df(0). Questa particolare funzione f & anche un esempio classico di una
funzione derivabile dappertutto ma non di classe C*.

Alternativa. Al posto del criterio di Cauchy, tentare un approccio con massimi e minimi limiti.
Approfondimenti. Se esiste D f(x) per un certo z, allora f'(x) = Df(x). Se esiste finita Df(z) per un
certo z, allora f & lipschitziana (quindi continua) in un intorno di x, ma non viceversa. Supponiamo che
r, — 7, che esista f’(z,) per ogni n, e che esista anche D f(z); allora f'(x,) — f'(z). Se f ha derivata in
tutto un intorno di z, allora esiste D f(z) se e solo se f’ & continua in x. Se f & convessa allora l’esistenza
di f/(x) e di Df(z) per un certo x si equivalgono.

Per n > 1 la funzione
1

{1/5(1+§)n

& continua (quindi misurabile secondo Lebesgue) e positiva per € |0, +o0o|. Pertanto I'integrale

/0 o fn(x)dz

ha senso. Inoltre I'integrale & finito quando n > 1, perché 'andamento di f,(z) & dell’ordine di x
z — 01, mentre ¢ dell’ordine di z="~'/" per & — +00. Per n — 400 l'integrando ha limite:

n |
expln(%(l—&— %) ) :exp(% —|—nln(1+ %)) =

exp(ln% + n(% + 0(1/n)>) = exp(lnTx +x+ o(l)) — expx.

+o0 ) +o0 1 1400
/0 (ngrfoofn(x)) dﬂc:/0 e—zdazz [—e }0 =1.

Ci chiediamo se si puo scambiare 'ordine fra integrale e limite:

+oo 2 400 )
lim ; fn(a:)da;:/o ( lim fn(x))da:

fu(z) =

—-1/n per

%(1+%)n

Quindi

n—-+oo n—-+oo
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Per z = 1 la successione o
n (1 + —)
n

¢ la famosa successione (14 1/n)™, che tende crescendo al numero di Nepero. Per vedere se la crescenza vale
anche per gli altri x, studiamo la funzione

g(n) = 1n<1+£> :nln(l—FE).
n n
Deriviamo due volte rispetto a n (considerato qui come variabile reale):
1 T T T
= m( ) g () =+ D) -
g'n) = +n +n1+x/n n? . +n n+x’

g (n) = 1 (_£>+ T _ = + T _ .z (_l+ 1 ):

1+x/n\ n? (n+x)? nn+z) (m4+2x)? n+z\ n n+z
22
S ol a)?

Per 2 > 0 e n > 0 si vede che ¢”'(n) > 0, per cui ¢’(n) & strettamente decrescente. D’altra parte ¢’'(n) — 0
per n — +o00. Quindi ¢’(n) > 0 per ogni n. Deduciamo che la quantita

p9(n) — (1 I E)
n

& crescente rispetto a n per ogni z > 0. In particolare ’estremo superiore per n > 2 & il valore per n = 2:

m(1e2) = (03 =25 e

1/n

Resta da minorare la radice ennesima, ma questa ¢ facile, perché n +— ¥z = x
e decrescente per z > 1:

¢ crescente per 0 <z < 1

II;J[; Yz = min{\/z,1}  Vz >0.
z = fu(z)

Quindi I'integranda puo essere maggiorata cosi:

1
sup | fn(2)] = sup ————— =

n>2 n>2 %(1+§>
n

4
= Ve >0.

(2 + z)? min{\/z, 1}
La funzione a secondo membro non dipende da n (ov-
viamente) ed & in L'(]0, +oc[) perché & continua e si
comporta come x~ Y 2

2 per z — 0 e come 72 per
x — 400. Possiamo applicare il teorema della conver-
genza dominata e ricavare che

+oo +oo
lim fn(z)de = / ( lim fn(x)> de=1.
n—+oo /g 0 n— 0o

Notare che il teorema della convergenza monotona non
si puo applicare, perché l'integrando ¢ si positivo ma
non ¢ monotono con n allo stesso modo per tutti gli x.
Per esempio ¢ strettamente decrescente rispetto a n
per x = 1, mentre per x = 2 cresce passando da n = 1
a n = 2, come si vede anche dalla figura in basso. Ho 1 2 T
il sospetto che sia decrescente rispetto a n per n > 2.
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