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Sia Y uno spazio topologico. Si rammenta che una funzione ¢:Y — [—o0,+0o0] si dice
semicontinua inferiormente se 'insieme ¢~!(]a, +oc]) & aperto per ogni a € R, e si dice
semicontinua inferiormente se ¢ =1 ([—o0, a[) & aperto per ogni a € R. Sia (X, M, 1) uno
spazio di misura positiva e f: X x Y — [0, 4oo[ una funzione tale che z — f(z,y) sia
misurabile per ogni y € Y. Poniamo F(y) := [ f(z,y) du(x) per y € Y.

. Supponiamo che per ogni z € X la funzione y — f(x,y) sia semicontinua inferiormente.
Dimostrare che anche F' ¢ semicontinua inferiormente.

(Lemma di Fatou).

. Mostrare che puod succedere che per ogni x € X la funzione y — f(z,y) sia semicontinua
superiormente senza che F' lo sia.

. Supponiamo che esista g € L' (1) tale che f(z,y) < g(x) per ogni z € X, y € Y e che per
ogni x € X la funzione y — f(z,y) sia semicontinua superiormente. Dimostrare che allora
pure F' ¢ semicontinua superiormente.

(Applicare il punto a a g(z) — f(zx,y)).

Per n € N\ {0} e a € R poniamo

1
nT senxr
F, = ——d
() / T+ (na)e

. Mostrare che F,(«) ¢ un numero reale ben definito e calcolarne il limite per n — +o0, in
dipendenza da .
. Dimostrare che per ogni N,n,x > 0, a € R vale I'identita
Ly G0 ()
( Y

1+ (nz)> na)e(k+1) 1+ (nx)>

Trovare poi, se c¢’¢, un reale 3, dipendente da «, tale che n”F,,(«) abbia limite finito non
nullo per n — 4o0.

Per a < 0 ¢é facile. Per a > 3 usare l'identita con N = 1. Per 3/2 < a < 3 prendere
N = 2... Per valutare il termine fuori dalla sommatoria si puo usare il cambio di variabile
Yy = nx).

Punti: 7+7+7, 10+30
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Svolgimento

1. a. Supponiamo per assurdo che F' non sia semicontinua inferiormente, cio¢ che esista a € R tale che I'insieme
F~1(Ja, +00]) non sia aperto. Questo vuol dire che esiste § € F~1(]a,+00]) e una successione y, € Y \
F~1(Ja, +0o0]) tale che y,, — ¢. In altre parole

F(yn) <a, Yn — T per n — 400, F(g) >a.

D’altra parte per ipotesi y — f(z,y) & semicontinua inferiormente per ogni x € X. Fissiamo ¢ > 0. Per
ogni x € X l'insieme

(f, )7 (£ 9) — e +oc] )

€ aperto e contiene y, per cui y, gli appartiene pure definitivamente;

flx,9) —e < f(x,y,) per ognin grande.

Quindi vale la relazione
flz,9) — e < minlim f(z,y,) Vre X Ve>0.

n—-+oo

Passando al limite per e — 07 si ottiene

f(z,9) < minlim f(z,y,) Ve e X.

n—-+o0o

Integriamo ambo i membri e applichiamo il lemma di Fatou:

P = [ i) < [ (mingin ) ane) S

n—-+oo

F%O" minlim [ f(z,y,)dp(z) = minlim F(y,) .
X

n—-+oo n—-+oo
che contraddice le nostre assunzioni, secondo le quali

a < F(g) e min lim F(y,) < a.

n—-+o0o

b. Prendiamo per esempio X =Y := [0,+o0] (X con la
misura di Lebesgue) e poniamo

f(z,y) ==ye ™.

—e04+e2=0 sey =0,
=—e®4+e=1 sey>0. i p) 3 1 5

+o0
F(y) = / ye ™ dy = [—e =] =
0
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La funzione F' ovviamente non € continua. Per il punto a deve essere semicontinua inferiormente. Pertanto
non puo essere semicontinua superiormente. Possiamo anche vederlo direttamente:

F7H([=00,1/2[) = {0},
non ¢ aperto in Y.
Prima variante: X; := [0, 400, Y1 :=R,
2

fi(z,y) = yPeV .

+oo . 0 0 _ 0 =0
Fl (y) = / er—zy2 dx = [—6_$y2]w:3_00 = { e te sey ’
0 = —et® +e0=1 sey>0.

Qui pure F; non e continua, pero & semicontinua inferiormente, per cui non puo essere semicontinua supe-
riormente.

Allora

Seconda variante, con X di misura finita: X, :=]0,1], Y5 :=
[0,1] e poniamo

1
—— sel0<y<l1,

_ 1 T,y) = r+y)ln
IHfQ(fE,y)—fm fa(z,9) 0( y)Iny wy—0
Si vede che y — fa(x,y) ¢ continua su Yy (basta passare al
limite per y — 07). Poi

Fy(0) =0,
1 -
In(z + y)12=1
R = [ gyde = [ B
0= [ rew) o
—In(1 1 In(1
_ 4y +lny _ Wllty)
Iny Iny
Chiaramente F»(y) — 1 # F5(0) per y — 0, per cui Fy non
. ¢ continua. Essendo pero semicontinua inferiormente, non puo
1 essere semicontinua superiormente.
Terza variante, con X intervallo compatto: X5 :=1[0,1], Y3:=R e

1
— sel0 <z <y,

f3 (J?, y) = |y|
0 altrimenti.

Per ogni z € [0, 1] la funzione y — f5(z,y) € semicontinua superiormente.
Infatti per « = 0 diventa f(0,y) = 0, mentre per x > 0

(fz, ) ([~o0,al) =

R sea>1/z,
=q ]—00,—1/a[U]-1,1[U]1/a,+0] sel0<a<1/x,
%] se a <0,

che & sempre un insieme aperto in ¥ = R. L’integrale di  — f3(x,y)

suX e
0 sey =0,

1 se 0 < |yl <1,
/1yl se |yl > 1.
F5 non ¢ semicontinua superiormente, perché per esempio

F;l([—oo, 1[) =]—o00,—1[U{0} U]1, +o0],

che non & aperto in R. Si da il caso che Fj sia semicontinua inferiormente,
ma questo non segue direttamente dal punto a, in quanto y — f3(x,y) non ¢ semicontinua inferiormente
quando 0 < z < 1.

F3(y) =/0 fs(wyy)dHU:{
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. Sia g € L'(u) tale che f(z,y) < g(z) per ogni z € X, y € Y e che per ogni 2 € X la funzione y — f(z,y) sia
semicontinua superiormente. Allora la funzione y — — f(x,y) ¢ semicontinua inferiormente. Aggiungendo la
costante (per x fissato) g(x) otteniamo che anche la funzione

y— flx,y) = g(z) - f(z,y)

¢ semicontinua inferiormente per ogni x € X. Inoltre f > 0 per ipotesi. Applicando il punto a a f si ottiene

che la funzione
~ [ Few) duta)
X

¢ semicontinua inferiormente. Ma per la linearitad dell'integrale (un addendo ¢ in L!(u), mentre l'altro &
semiintegrabile)

/frry ) du(z) = /( (z )—f(w,y))du(x)=/ngu—/xf(x,y)du(fv)Z/ngu—F(y)~

Per ricavare F(y) da questa relazione dobbiamo stare attenti che F(y) e F(y) potrebbero benissimo essere
infinite, quindi non possiamo impunemente aggiungerle e toglierle da ambo i membri. Perd [ g du ¢ finito
per ipotesi, per cui possiamo toglierlo da ambo i membri, e poi cambiare di segno, arrivando lo stesso a

Hw=—ﬂw+AQW~

—F' ¢ semicontinua superiormente, e lo rimane aggiungendo la costante finita f « gdu. Pertanto F' ¢ semi-
continua superiormente.

. Poniamo

nrsenx

Questa funzione ¢ definita certamente per n € N\ {0}, z € ]0,1] e a € R.
Per x = 0 non possiamo prendere a < 0, ma il valore x = 0 non influisce
sull’integrale. Poiché [0, 1] C [0, 7], la funzione f,, & non negativa sul dominio
che ci interessa. Inoltre & chiaramente continua rispetto a x per z € ]0, 1],
ed ha limite nullo per z — 07 in quanto

2

D=

nw
< <
0< fulz,a) < 150

Q) = /01 folz, ) dx .

esiste finito (anche nel senso di Riemann) per ogni n € N\ {0} e a« € R.
Calcoliamo il limite puntuale di f,(z, «) per n — +oo:

—0 per x — 07 .

Pertanto 'integrale

NG

0 se x =0,
im fu(z,0) = lim nwsenz +oo  sexz€]0,1]e a_< 1, |
n=-+oo n—+oo 1 + (nx)® senz sex €]0,1], a =1,
0 sez €]0,1], a > 1.

Per oo < 1 il limite di F,,() per n — 400 si puo ricavare dal lemma di Fatou:

1 1 tou
+oo < / (+00) dx :/ lim f,(z,«a)de —/ min lim f,(x, «) dz F<
0 0

n—-+oo n—-+4oo

1
Fatou
% minlim [ f,(z,@)dr = minlim F, («) sea <1,

n—-+4oo 0 n—-+o0o
da cui
lim F,(a) =400 sea<l.

n—-+4oo
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Puo convenire notare che n appare sempre moltiplicato
per x nella formula, per cui si pud porre

Yy
1 wa(y)1:1+yaa pery >0,
di modo che f,(z,a) = p,(nz)senx. Per y — 0 ogni
M(4) ¢o(y) tende a 0. Inoltre se o > 1 si vede che ¢, (y) ha
limite finito (1 se « = 1, 0 se & > 1) per y — +o0.
Quindi
i 1 3 3 sup v (y) = M(a) < +o00 se o > 1.
y=>0
La ricaduta su f,(z,a) & che se a« > 1
sup ‘fn(x,a)| = sup |cpa(n:r) senx| < M(a) e Ll([O, 1]) , 7
neN\{0} neN\{0} a i Fo(a)
e pertanto possiamo passare al limite per n — 400 sotto il segno 5
di integrale per la convergenza dominata:
1 COH?’.
lim F,(a)= lim / fo(z, @) do =" 5
n—-+4oo n—-+o0o 0
1 1
B folsenxdle—cosl se a =1,
folosenacdacz() se a > 1. K
Non sarebbe necessario, ma nemmeno guasta studiare la ¢, pit 2 1reost
attentamente. Calcoliamone la derivata: 2|
L-(14+y*)—y-ay* ' 1—(a—1)y" F
! = = 1
palt Qe (ETRE —
=1 1 2 3o

Se a < 11a ¢, ¢ strettamente crescente su tutto ]0, +00[, e quindi
anche n — ¢, (nx)senz = f,(x,«) & strettamente crescente per
ogni x > 0 e a < 1 fissati, e si puo usare la convergenza monotona invece del lemma di Fatou:

1 conv. 1
1. Fn _ 1. " , d mo&ot. 1. " , d —
Jim Fw) = i [ a)de = [t e )

fol(—l—oo) dz = 400 se a < 1,
folsenxdx: 1—cosl sea=1.

Per a > 1 si calcola esplicitamente la costante M («), perché la ¢, ha massimo globale nel punto y, :=
1/(a — 1)

1 )7 V(@=-1t*  (a—1t-e

M(Oz):@a(ya):@a((a_l)l/a *1_1_1/(0(_1)* «a

. Possiamo scrivere

F,(a) _/1 xsenx
0

n 1+ (nx)e

Per a < 0 la funzione integranda e positiva e crescente con n e quindi possiamo passare al limite per il
teorema della convergenza monotona (si puo anche usare la convergenza dominata):

P, 1 1 1
lim () ~ m gsenz / ( g _Lsen ) g — In xselim dx se a < 0,
n—+oo  nm n—+oo Jo 1+ (nx)® o \n—+ 1+ (nx)* (1/2) [y wsenzdr se = 0.
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N Calcoliamo
¢ A 1 1
5 . * / rsenx dr = [senx—xcosm]o:senl—coslz07301.
‘(\) ....... * 0
. % 3
Ox\ x Q \/\ Per a < 0 dunque la 3 cercata ¢ —1 e
d * - o
N N
& . o . Fy (o) senl —cos1 se a < 0,
PV fim = 1—cos1)/2 —0
ot : » notoo M (senl—cosl)/2 sea=
* :..‘-"' KQ\ _ O 1 . N ‘t t
. PR Fo (per a = 0 la successione & costante).
1 . » X/coeﬂ w Approfondimento. La figura fa pensare che esista una co-
: /:";;‘&%"’“ stante ¢ tale che F,(—1) = (senl — cos1)n + ¢ + o(1) per
: * - - 20” n — +o00. Che sia vero?
Tornando al problema principale per « > 0, facciamo il cambio

di variabile y = nx nell’integrale:

n n n 2
ma):/ w.@;/ &@//n)dy:i/ y' sen(y/n)
0 L+ y~ nonJjy 14y n? Jo 1+y*  y/n

1 [T g2 sen(y/n)

X[0,n(¥) dy -

La funzione x — (senx)/x ¢ continua e > 0 su ]0, 1] e tende a 1 per z — 0". Quindi esistono costanti c1, ¢z
tali che sen
0<g < — < <+ VxG]O,l]
x

Maggioriamo 'integrando dell’ultimo integrale:

Y2 sen(y/n)

su
nen\{o}' 1 +y* y/n

y
Xjo.n) ()| < 2 : PUTTEE LR
*

La funzione all’ultimo membro ¢ in L ([0, +-00[) quando 2—a < —1,
cioe quando o > 3. Per questi valori di @ dunque possiamo passare
al limite per convergenza dominata, e la 8 cercata risulta 2:

+o0 y2
lim n?F,(a) = / dy se a> 3.
n—+0o0 o 1+

Ad esempio per a = 4 I'integrale si puo calcolare elementarmente
e risulta che n?F,,(4) — mv/2/4 per n — +o0. Per a = 3 possiamo
valutare 'integrale dall’alto e dal basso:

n 2 n 2 n 2

Yy Yy sen(y/n) / Yy
c dy < . dy <ec —dy,
1/0 1+y3y_/0 1493 y/n vy=e 0 1+y3y

e anche calcolare esplicitamente

n 2
Y 1 3™ 1 3
/0 1+y Y [3 n( +y)}0 3 (1 +n7)

Possiamo pertanto scrivere
a1 +0®) < Fo(3) < ~2 In(1 +n?),
3n2 - ~ 3n?
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e questo esclude che esista alcun 8 € R tale che n”F,(3) abbia

’ T e limite finito per n — +oo. Infatti scriviamo
e A
* O

*
coln(1+n3) 4
n?F,.(3) = 2. 2Inn,

In(1+n3)

Bl

n — nP~2Inn ha sempre limite o 0 0 400 per qualunque 8 € R
(regola de L’Hopital).
Approfondimento. La successione n — n?F,(3)/In(1 + n3) ha
limite 1/3 per n — +o00?La formula
M o i o N )
L+ (no)e & (na)ot+0 1+ (na)e

si ricava prima raccogliendo (nz)* al denominatore

1 1 1

1+ (n2)*  (nz)® 1+ (nz)—©

)

e poi applicando la formula della somma della progressione geome-
trica:

con r = (nx)~ %

1+ (n2)*  (na)™

Applichiamo la formula al nostro integrando:

N-1
1 (CDF (DY) N
Fo () :/0 nx(Z ()a D + (o) ) senzdz .

k=0

Attenzione: prima di portare la sommatoria fuori dal segno di integrale dobbiamo assicurarci che i singoli
addendi siano o positivi (che non & il nostro caso) o siano in L*. Qui il possibile ostacolo all’integrabilita &
l’andamento per x — 0%. Ci conviene scrivere senz come z((senz)/x), in quanto (senz)/z ¢ limitato:

p (nxz)« x
1 N-1 k N —Na
-1 1 X
= / ’I’Ll‘( ( a(k+1) * ( ]_) nx)oc > e dr =
0 = (nz + (nz x
N-1 o
_ 1 /1(1”)2 (—1)F n (=1)N (nx)~ N\ senz d —
n Jo 2 Gyt T 1 (e )
1 (= senz  (—=1)N(nz)?> N senx
—— -1 k 2—a(k+1) )

Gli addendi della sommatoria sono tutti in L'([0,1]) se 2 —a(k+1) > —1 per ogni k =0, ..., N — 1, mentre
Pultimo addendo lo ¢ se 2 — Na > —1. Le condizioni sono tutte verificate quando o < 3/N, e quindi per

6
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tali valori di a possiamo scrivere, fattorizzando le potenze di n fuori dall’integrale:

N-1
' _1)F(pg)2—ek+) ST P (=DM (na)>Ne Jsenx ) =
(Z/O( 1)*(nz) ——d +/O d

= 1+ (nx)e x

F,(a) =

S|

1

_ 1 i(_l)kn%a(kﬂ) /1 p2alkt) ST g (=D~ /1 (nx)*~ N senz dr —
n 0 x n o 1+ (nzx)® =z
N-1 1 N 1 2-Na
_ pl-olktl) | (_1)k/ p2—a(kt1) SN T dx+(_1) / (nz)"" senz , _
P 0 x n o 1+ (nzx)® =z
=ak ()
N-1 1 —Na
= ap(a)nt—etk+) 4 D7 / na)” 22 senc dx =
n o 1+ (nx)> =
k=0
N1 N 1 2-Na
_ 1—« 1—a(k+1) (=1) (nz) _senxr
= ap(a)n "% + Z ag(a)n +— 1+ )z dx
k=1 0
=o(nt—e) =:Rn,n(c)

Ribadiamo che gli ax(c) sono numeri finiti non nulli (perché gli integrali sono di funzioni > 0), e che sono
indipendenti da n. Il nostro candidato (3 ¢ il valore 1 —« che ¢ a esponente nel primo addendo. Per dimostrare
che ¢ proprio lui bisogna vedere se 1'ultimo addendo Ry () & o(n'~®). Facciamo il cambio di variabile
Yy = nx:

RN,n(Oé) _ (—I)N /01 (nx)QfNa ' sen d (_1)N /On y27Na sen(y/n) ' dy B

n 1+ (nz)> =z n 1+y> y/n n o
_ (_1)N /Jroo y27Na Sen(y/n) ( )d
=2 ; 1+ o y/n Xo,n[\Y) QY
Valutiamo 1'ultimo integrando:
2—Na 2—Na
y sen(y/n) y
su O e " < cs .
ol L+ye y/m [(y)‘ Ly

Il secondo membro & in L!(]0, +00[) se 2— Na > —1e a—(2— Na) > 1, cioé quando 3/(N +1) < a < 3/N.
In tal caso

+oo , 2—Na

+oo 2—Na too g 2-Na
) Y sen(y/n . Y sen(y/n Y
lim p” MX]OJL[(YJ) dy = / ( lim - ( / )X]O,'rl[(y)> dy = / . dyv
n—too Jo  14y* y/n o \n—+eel+y® y/n o 1ty

che & un numero reale (finito). Se o = 3/(N + 1) 'integrale puo divergere, ma non troppo velocemente.
Infatti possiamo lo stesso valutarlo spezzandolo nella somma degli integrali su ]0,1] e su |1, +o0][:

[ sty
o 1+y* y/n

+00 1 2=3N/(N+1) “sen(y/n) Wil <
o 14y3/(N+D y/n Xjon[\Y) AY| =

X]O,n[(y) dy' =

Do n - 143/(N+1)
Scz/oy derCz/l Wdy:

! dy + /nld N+1+ |
=Cc— c —dy =c¢ colnn.
23/(N+1) Y 2 ) yy 2 3 2

Riassumendo, se 3/(N + 1) < o < 3/N abbiamo

—DN Y (pz)2Ne gena nn
ey = 0 [ 02 L _ Onn)

- L () = 2 per n — +00.

7
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Quindi, prendendo 0 = a — 1,
n® 1 F,(a) = ag(a) + o(1) + O(Inn)n®3 per n — +00.

Poiché o < 3 possiamo davvero prendere f = a — 1 per tutti gli « in
[3/(N +1),3/N|[. Essendo N > 1 arbitrario, abbiamo che

a+—  lim
n— H

B=a-1 Ya €10, 3],
e che

_oSenx 2

dx Ya €10, 3].

1
lim n 'F,(a) = ap(a) :/ z?
0

n—-+o0o

Concludendo: 1
-1 se a <0,
B=<Ca—-1 sel<a<?2, '
2 se a > 2, -2 -1
senl —cos1 se a < 0, :
5 (senl —cos1)/2 se a=0, . a— 3
i = 1 —_—
nkffoo” Fo(a) = Jo 2?7 REdr se 0 < o < 3,
2
0+OO Ty 4y se a> 3.
al(l):fol st de a0(2):f01 Senz g
ok
n—n(ap(1)—F, (1)) ********
* ********* **** n—nkFy,(2)
*
**
**
*
*

aop(l)=1-cos1

1/4

no—';.a,o(l)—i-al(l)/n

l 5 10 15 20 5 10 15 20
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