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Sia (X, M, p) uno spazio di misura positiva, ¥ uno spazio normato, f: X x ¥ — R una
funzione tale che per ogni ¢t € X la funzione y — f(¢,y) sia differenziabile con continuita,
e che per ogni y € Y la funzione t — f(t,y) sia M-misurabile e in L'(x). Poniamo
F(y) = [x f(t,y) du(t) pery € Y.

. Dimostrare che per ogni yo,h € Y la funzione t — 9, f(t,yo)[h] &€ M-misurabile.

(Scrivere 0y f(t,yo)[h] come limite di un rapporto incrementale).

. Supponiamo che per ogni y,h € Y la funzione t — 9, f(¢,y)[h] sia in L'(n). Dimostrare
che allora per ogni yg,h € Y si ha

Flyo + h) — Fly) = /X 9y £ (¢, yo) ] dyu(t) +

+ /X du(t) ( /M (ayf(t,y0+eh)[h]—ayf(t,yo)[h])de).

(Teorema fondamentale del calcolo e differenziale delle funzioni composte).

. Sia U un aperto convesso di ¥ e supponiamo che la funzione t — sup, ¢y (|9, f(t, y)|| sia
in L'(x) (la norma & quella operatoriale). Dimostrare che allora F' ¢ differenziabile con
continuita su U e 0, F(yo)[h] = [ Oy f(t,yo)[h] du(t) per ogni yo € U, h e Y.

Siano (X, M) uno spazio misurabile ed (Y, d) uno spazio metrico. Si dice che la funzione
f:X — Y & misurabile se f~}(V) € M per ogni V aperto in Y. Sia S l'insieme delle
funzioni s: X — Y semplici (nel senso che s(X) ¢ un insieme finito) e misurabili.

. Sia f,,: X — Y una successione di funzioni misurabili che converge puntualmente a una
funzione f: X — Y su tutto X. Dimostrare che allora anche f ¢ misurabile.

(Posto dist(y, F) := inf{d(y,y’) | ¥ € E} pery € Y e @ # E C Y, dimostrare che
|d(y1, E) — d(y2, E)| < d(y1,y2) per ogni y1,y2 € Y, e che y — d(y, E) ¢ continua. Poi
quando V' G Y & aperto esprimere la condizione f(x) € V in termini di dist(f(z),Y \ V)).
. Supponiamo che f: X — Y sia misurabile e che Y sia separabile, cioe che esista una
sottinsieme al pitt numerabile {y,, | n € N} denso in Y. Per ogni x € X e k € N poniamo
or(x) = min{i € N | d(f(x),y;) < d(f(x),y;) Vi =0,...,k}. Dimostrare che per ogni k
la funzione ¢y ¢ ben definita, che la funzione sp(x) := y,,(2) € in S, e che la successione
di funzioni s; converge puntualmente a f su tutto X.

Punti: 5+5+10, 10+10
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Svolgimento

1. Dire che per ogni t € X la funzione y — f(t,y) ¢ differenziabile significa che per ogni t € X e yg € Y esiste
un’applicazione lineare continua L; ,,:Y — Y tale che

lim f(tayO + h) - f(ta yO) — Lt7y0 (h)

=0.
h=0 il

Useremo la notazione Ly, (h) =: 0, f(t,yo)[h]. Dire che y — f(t,y) ¢ differenziabile “con continuita” significa
che per ogni ¢t € X D'applicazione yy — L, ¢ continua come funzione da Y nello spazio degli operatori
lineari continui Y — Y con la norma operatoriale. Nel caso particolare in cui Y = R"”, “differenziabile con
continuita” equivale a dire che per ogni t € X esistono le derivate parziali delle componenti di f

Afi
6_%(t7y1a . yn)

e che sono funzioni continue della n-upla (yi,...,y,) € R™.

a. Sappiamo che il differenziale di una funzione calcolato nell’incremento h coincide
con la derivata direzionale della funzione in quella direzione. Quindi per ogni
t € X, yo,h € Y abbiamo Yo + 6h

f(t7 Yo + eh) B f(ta yO) Yo
9 .

Yo+ h

Calcoliamo il limite lungo una qualsiasi successione 6,, che tenda a 0 senza mai Y
annullarsi, per esempio 6, := 1/n:

h _
Oy (tyo)lh] = Tim f(tyo + 1/72 F(t,90)

Poniamo
f(ta Yo + h/n) B f(tvyO)

9n (t» Yo, h) = 1/n .

Per ogni yo, h fissati, la funzione a valori reali ¢ — gy, (¢, y0, h) & M-misurabile perché combinazione lineare
delle funzioni misurabili per ipotesi t — f(¢,y0+h/n) et — f(t,yo). Dunque per ogni o, h fissati la funzione

n—-+o0o
¢ M-misurabile perché limite puntuale di una successione di funzioni misurabili.

b. Per ogni t € X, yo,h € Y la funzione di variabile reale
01— (0) := f(t,yo + Oh)

& composizione delle due funzioni § — yo + 6h e y — f(t,y), entrambe differenziabili per ipotesi. Per la
regola del differenziale delle funzioni composte la ¢ ¢ derivabile e

&) = 0,0+ 00) = 0, (¢, 0+ )1
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L’ultimo membro dell’'uguaglianza € una funzione continua di @, in quanto composizione delle funzioni con-
tinue 0 — yo + 0h e y — 0, f(t,y)[h]. Quindi la funzione § — f(t,yo + 6h) ha derivata continua, e possiamo
applicare il teorema fondamentale del calcolo:

Pt + 1) — £t o) = (1) — 9(0) = / S(6) do = / 0, £ (t yo + Oh)[h) do

Sotto il segno di integrale aggiungiamo e togliamo la quantita 0y, f (¢, yo)[h], che non dipende da 6:

f(tvy() + h) - f(ta yO) = /O (5yf(t’yo + Hh)[h] - ayf(tayO)[h]) df + /(; ayf(tvyO)[h] do =
1
= /0 (E)yf(t, yo + Oh)[h] — 0, f (2, yo)[h]> df + 0y f(t,yo)[h].

Per ipotesi per ogni yo, h € Y le tre funzioni t — f(t,yo + h), t — f(t,y0) e t — Oy f(t,yo)[h] sono in L*(p).
Quindi anche la funzione

t— /O ((%f(t,yo + 0h)[h] — Byf(t,yo)[h}) do = f(t,yo +h) — f(t,y0) — Oy f(t,v0)[R]

¢ in L' (). Integrandola su X si ottiene

S (] (@utan om0 = 0,50, 0000) 0 ) = Flan 4.0~ Flan) ~ | 050000 )
X 0 X

cioe la formula richiesta.
. L’applicazione

Ly (h) = /X 0, £(t, yo) (1] du(t)

& ovviamente lineare da Y in R. Vediamo se € continua: per yy € U possiamo scrivere

18y f (£, yo)[R]|| <[]0y f (o) - 10l < A Sggl!ayf(t,y)ﬂ,
y
da cui

2] = | [ austtutlanto) < [

0, (el o) < 1l - [ (supljo, )] Jaute)

<+oo

Dunque L,,: Y — R & davvero continua, ed ¢ una candidata ad essere il differenziale di y — F(y). Prendiamo
una successione h,, — 0 mai nulla e vediamo se la quantita

F(yO + hn) - F(yo) B Lyo(hn)
[[Fon |

¢ infinitesima. Per il punto precedente questa quantita coincide con

IIhln||/X</[0 1](3yf(t,y0+9hn)[hn}—ayf(t,yo)[hn])d0>d,u(t):

— A(/[Oyl](ayf(hyo-i-@hn)_ayf(t,yo)) [”Z—ZM de)du(t)_
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Poniamo

PYn(0,t) == (8, f(t, yo + Ohn) — By f(t, o)) {HZ ||}

F(yo 4 hy) — F(yo) — Ly, (hn)
||hnH o /X( [0,1] ﬂin(o,t) de)du(t)

di modo che

Vogliamo dimostrare che questa quantita e infinitesima usando la convergenza dominata. Purtroppo non
¢ chiarissimo se la funzione (0,t) — ,,(0,t) sia misurabile rispetto allo spazio prodotto fra i misurabili
secondo Lebesgue di [0,1] ed M (punto da indagare per ulteriore esercizio). Quindi ci rassegnamo a
lasciare l'integrale in forma iterata e applicare la convergenza dominata due volte. Per t € X fissato, per
ipotesi la funzione y — 9, f(¢,y) ¢ continua rispetto alla norma operatoriale. Poiché yo + 6h, — yo per
n — +oo per ogni 6 € [0,1],

|1/)n(07t)| — (6yf(t,y0+9h ) 0 f(t yO)){HZ ”H <

< [0y £ (t, yo + Ohn) = 3y f (£, 90)]|-

= |0y f(t,yo + Ohn) — Oy f(t,yo)|| — O per n — +oo VO €[0,1].

Dato che U & un intorno di yg, per n abbastanza grande yg + h, appartiene a U, e visto che U e anche
convesso, per ogni 0 € [0, 1] anche yo + 6h,, € U. Dunque per n grande e 6 € [0, 1] possiamo maggiorare

|¢n(05t)| < ||8yf(tay0 + th) - ayf(ta yO)H <2 SlelgHayf(tvy)H .
Yy

Per p-quasi ogni ¢t € X 'ultimo membro € un numero reale finito, indipendente da n. Per il teorema della
convergenza dominata applicato all’integrale di Lebesgue rispetto a 8 quindi

lim Vo (0,1)df = /

( lim 1, (6, t)>d9 =0 per quasi ogni t € X .
n—-+oo [0,1] [0,1] n—-+oo

Posto
&n(t) = U, (0,1)do,

[0,1]
abbiamo che &, & in L'(u) per quanto gia detto, &,(t) — 0 per n — oo per u-quasi ogni t € X, e inoltre

€ ()] </[ ]|wn(0,t>!d9 < 1-2s1€15\!8yf<t,y)||.
Yy

)

Quest’ultimo membro non dipende da n e per ipotesi & in L!(). Dunque, di nuovo per il teorema della
convergenza dominata, questa volta rispetto alla misura p,

i FWoF ) = Flyo) = Lyo(hn) _ -y, /éndu /( lim €n>du:07

nos oal nitos

come volevasi dimostrare. Manca solo da verificare che il differenziale di F' & continuo, cioé che la funzione
yo — Oy F(yo) € continua da U nello spazio degli operatori lineari ¥ — R. Sia y, € U una successione che
converge a § € U. Vogliamo dimostrare che la quantita

10y F (yn) = 0, F@)|| = sup |0y F(yn) k] = 0, F (5) 1]

[lRI<1
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¢ infinitesima per n — +oco. Esplicitiamo le 9, F:

sup |0, F(y) [l = 9, F(@)[k]| = sup
[lhlI<1 Ihli<1

[ austman - [ a,5¢.pikau| -

X

sup
hey
Irl<1

sup [ [(0,5(t.0) = 0,6.3)) ]| an(t) <

(B F () — By (2, )) 1] du(t)‘ <

X

IN

hey
Ihll<1

/XH@yf(t,yn) — 0, f(t,9)|| - 1du(t)

IN

Per ipotesi la funzione y — 9f(t,y) & continua, per cui
Hayf(t,yn)fayf(t,y)n —0 per n — +oo per ogni t € X .

D’altra parte

)

Hayf(tayn) - ayf(t7 Q)H <2 SU-pHayf(tvy)
yeU

e quest’ultima & una funzione di ¢ indipendente da n e in L' (u) per ipotesi. Pertanto

HayF(yn) - 3yF(§)|| = EIEIIYD
Il <1

[ 0,59 = 9,1 (.| du(t) — 0 per n— +oc.

0,F (yn )] = 0, F ()] <

IN

. Poniamo
dist(y, E) := inf{d(y,y) | v € E} perycYeao#AECY.

La quantita dist(y, F) & sempre finita e > 0 perché estremo inferiore di un insieme non vuoto di numeri

reali > 0. Dimostriamo che
|dist(y1, E) — dist(y2, E)| < d(y1,y2)  Vyr,p2 €Y.
Infatti per la disuguaglianza triangolare

d(y1,y') < d(y1,y2) +d(ye,y') VY €E,

!
Y2 da cui, passando all’estremo inferiore al variare di y’ € E si ottiene

dist(y1, F) < d(y1,y2) + dist(y2, E), cioe dist(y:, F) — dist(y2, E) < d(y1,y2) -

Scambiando ruolo fra y; e ys si ottiene

dist(y2, E) — dist(y1, ) < d(y2, 1),

che insieme alla disuguaglianza precedente dimostra quella col valore assoluto. Possiamo dedurre che la
funzione y — dist(y, E') & (uniformemente) continua su Y, in quanto per ogni £ > 0 esiste § = ¢ per il quale

Yyi,y2 €Y d(y1,y2) <6 = ’dist(yl,E) — dist(y27E)| <e.
Sia ora V aperto in Y e dimostriamo che
VyeY yeV <« dist(y,Y\V)>0.
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Infatti, se y € V allora esiste una palla di raggio € > 0 centrata in y tutta
contenuta in V. Ma allora

vy e Y\V dy,y)>e, per cui dist(y, Y\ V) >e>0.

Viceversa se dist(y,Y \ V) > 0 & chiaro che y ¢ Y \ V, per cui y € V (per
questo non c’¢ bisogno che V sia aperto).

Prendiamo adesso f,,: X — Y successione di funzioni misurabili che converge
puntualmente verso una f: X — Y. Vogliamo dimostrare che f & misurabile.
Sia V C Y aperto; dobbiamo vedere se f~1(V) € M. Il caso in cui V=Y ¢
banale: f~'(V) = f~1(Y) = X € M. Altrimenti, se VG Y,

') ={ze X |f(z) eV} = {z € X |dist(f(z),Y \ V) > 0}.

Poiché f,(x) — f(x) per ogni z € X, anche dist(f,(x),Y\V) — dist(f(z), Y\V). Quindi dist(f(z),Y\V) >
0 se e solo se dist(f,,(z),Y \ V) & maggiore di un qualche € > 0 definitivamente:

dist(f(2),Y\V)>0 <= F>03INeNvn>N dist(fo(2),Y\V)>e <—

1
< 3IN,M eNVn>N dist(fp(z),Y\V)> "

Quindi
1
NV = {x eX ‘ AN, M e NVn > N dist(fn(z), Y\ V) > M} =
U N {;z: e X ’ dist(f(2),Y \ V) > i}.
’ M
N,MeNn>N
Posto ¢(y) :=dist(y,Y \ V) per y € Y, questa ¢: Y — R & continua. Possiamo scrivere

U ﬂ{xGX‘wfn >—}:

N,MeNn>N

F7HV)
aperto in Y

U N ( (1/M, +oo[)).

N,MeNn>N

aperto in R

eM

Quindi f~1(V) € M, come volevasi dimostrare.

. Supponiamo che f: X — Y sia misurabile e che Y sia separabile, cioe che esista una sottinsieme al piu
numerabile {y,, | n € N} denso in Y. Per ogni z € X e k € N poniamo

or(@) = min{i € N| d(f(2),5:) < d(f(2),35) ¥ = 0,.... .k}
Questa funzione ¢ ben definita. Infatti consideriamo
my(z) == min{d(f(z),y;) | 0 <j <k}, di modo che ¢y (z) = min{i € N | d(f(2),y:) < mp(x)}.
Poiché esiste almeno un iy fra 0 e k tale che d(f(x),v:,) = mr(z), per quell’i, avremo in particolare

d(f(x),y,) < my(z), cioe
e {i €N [ d(f(2),0) <ma(a)} £ 2.

Ne concludiamo che non solo ¢y (x) & ben definito, ma anche che
or(z) € {0,1,2,....,k} VkeN VzeX.

5
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oy Se ora definiamo
’ Yoe
° 58(T) = Yop () VkeN VrelX,
Y2 Yoo
allora sy, & ben definito e a valori in {yo,y1,...,yx}. Pill precisamente, si(x)
s ¢ il punto di {yo, y1,- - ., yr} pilt vicino a f(z), o, quando ce ne sia pitt d’uno,
° quello dei piu vicini con I'indice minimo. Quindi sg: X — Y & una funzione
s va = s6() semplice. Per dimostrare che ¢ anche misurabile, partiamo da un indice g
° fra 0 e k e calcoliamo

o ({io}) = {w € X | d(f(@),yi0) i)} = {w € X | d(f(@),pi0) < d(F(@),95) ¥ = 0,0 b =

I
D»

{oeX|df@).p) < d(f@).)} = {xex\d )o9ia) — d(F(2), ;) <0} =

0

J

Il
-

X\{xeX‘d ym)—d(f(x),yj)>0}.

7=0

Se poniamo &;, ;(y) := d(y, vi,) — d(y,y,), la funzione &, ;:Y — R & continua perché differenza di funzioni
continue, e quindi possiamo scrivere

“1({ig)) = {x €X ’ d(f(x),ys,) — d(f(z),y;) > 0} -

k
fx
6 {33 €X ’ &io,i (f(2)) > 0} =

X\ (wﬂo +oo[>).

aperto in R

I
D?r

eM

Dunque ¢; ' ({ip}) & misurabile per ogni ig € {0,1,...,k}. Segue ora che s;: X — Y & pure misurabile: se
V CY e aperto

s,;l(V) = {a: eX | Yor(z) € V} = {x eX ‘ Yor(z) €V N {yo,yl,...,yk}} =

{xGX‘Elie{0,1,...,/<;}talechegok(x):ieyiEV}:
U #'di.

i€{0,...,k}
Yy, EV

Resta da dimostrare che sj converge puntualmente verso f, cioe che
lim d =0 Ve e X.
Jm (f(2),sk(x)) T €

Ma
0< d(f(x),sk(w)) = d(f(x)7ytpk(z)) = mk(x) = min{d(f(w)7yj) ’ 0<j< k} .

Viene il momento di sfruttare la densita di {y; | ¢ € N} in Y fissato € > 0 ed x € X esiste i. € N tale che
d(f(z),y;.) < e. Ma allora

VE>i.  0<d(f(x),sk(x)) =mr(z) <d(f(x),y:.) <e,

come volevasi dimostrare.
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