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Consideriamo R” con la misura di Lebesgue k-dimensionale A. Sia f:R* — [0, 4+oc] una
funzione misurabile, e sia T: R*¥ — R* una trasformazione lineare invertibile. Allora f o T
¢ pure misurabile, e [o, fd\ = |detT| [ox fo T dA.

(Cominciare col caso in cui f = y g e usare il comportamento noto della misura di Lebesgue
per trasformazioni lineari).

Sia Q un aperto di R?, f: Q) — R una funzione di classe C*, I un intervallodi R, o, 3: I — R
funzioni di classe C? tali che per ogni x € I il segmento di estremi (a(x),z) e (3(z), x) sia
contenuto in ). Dimostrare che allora la funzione

B(x)
F(x) ::/( | f(t,x)dt

¢ ben definita su I, derivabile, e che per ogni x € I

B(x) of

F(e) = £(8().2)0' (@) - fla(e).a)a' o)+ [ (e

a(x) 83}

(Si puo provare a dimostrare che la funzione di tre variabili (z,a,b) — fab flt,z)dt &
differenziabile, usando le derivate parziali, e poi applicare la regola del differenziale delle
funzioni composte; oppure con un cambio di variabile si puo riportare l'integrale a un
intervallo fisso).

Punti: 10, 20
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Svolgimento

1. Riassumiamo i fatti noti sulle trasformazioni lineari di insiemi misurabili: sia M la o-algebra dei misurabili
secondo Lebesgue in R, S:R™ — R™ una trasformazione lineare, ed E € M; si sa che allora S(E) € M e
che A(S(E)) = |det S| A\(E).

Dimostriamo che se f ¢ una funzione misurabile secondo Lebesgue su R™ (a valori in un qualsiasi spazio
topologico) e T:R™ — R™ ¢ lineare e invertibile, allora f o T & misurabile, cioé ogniqualvolta V' & un aperto
nel codominio di £, la contrimmagine (f o T)~!(V) & in M. Ma possiamo scrivere

(fo)TH (V) =T (f7(V)),

e questo insieme ¢ in effetti misurabile in quanto f~*(V) € M perché f & misurabile, e T~ manda misurabili
in misurabili perché lineare. Notare che non sapessimo che 7! & lineare, ma solo che T & continua, non
potremmo concludere che manda misurabili in misurabili, ma solo boreliani in boreliani.

Rimane da dimostrare la formula dell’integrale. Cominciamo col dimostrare che se E C R" ed f = x g allora

JoT =xgpoT = xr-1(g)-

Infatti per ogni z € R”

% (foT)(z) = f(T(x)) = (z)) =
R _ {1 seT(z) € E }
0 seT(x)¢FE

= [ et

area=1

= xr-1(B)(2) -
Quindi, usando le proprieta dei determinanti,
1
1
. foTd\= / Xr-1(5) A = A(T7HE)) = |det T~ | A(E ldetT|/\(E) =

1 1
= |det T /EXE‘M_ |det T /EfdA’

/fd)\:|detT| foTd\ quando f = xg con £ € M.
E R

cioe

Sia ora f:R"™ — [0, +o0[ una funzione semplice misurabile: f =", axxE,, con oy > 0 e E, € M. Allora
per la linearita dell’integrale sulle funzioni positive,

/fd)\: Zak/ XE, d)\:Zak<detT|/ XEkon)\> =
E k=1 R k=1 R
= |detT\/ <Zak(XEk oT))d)\ = |detT|/ <ZakXEk> oTd\=
R™ Np=1 R™ \p=1

= |detT| [ foTd.
R’V‘L
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Nel caso generale in cui f:R" — [0, +00] & misurabile secondo Lebesgue, esiste una successione di funzioni
semplici misurabili e positive f:R™ — [0, 400 tale che fr  f per k — +oo puntualmente su R"™. Allora
anche fy oT / foT puntualmente e per il teorema della convergenza monotona

fdA:/ < lim fk)dA_ lim [ fedh= lim |detT| [ fuoTd\—=
Rn n \ k——+oo k—-+o00 Rn k——4o00 R”

|det T'| ( lim (fkoT)>d)\=detT| foTdA\.
Rn \k—+00 R™

Si poteva anche saltare il passaggio intermedio delle funzioni semplici ricordando che se f:R™ — [0, +o0] &
misurabile allora esiste una successione di costanti oy, e di insiemi Ej) € M tali che

“+o0
f= Z QKX E, puntualmente.
k=0

Quindi grazie al teorema sull’integrazione delle serie positive e il risultato gia ottenuto sulle funzioni del tipo

f=xe
+o0 too
FdX = Zak/ XE, = D ap |detT|/ X5, o T d\ =
R k=0 /R" k=0 R

“+o00 +oo
|det T|/ (Z R XE, oT) dX\ = |det T|/ (Z oszEk> oTd\ =
R™ \k=0 R™ \k=0

ldetT| [ foTdh.
Rn

. Sia z € I. Allora il segmento compreso fra (a(x),x) e
(B(x),x) & tutto contenuto in ), e la funzione t +—
f(t,z) & definita e continua sull’intervallo chiuso di
estremi a(z) e B(z) (non diciamo “sull’intervallo [a(z),

B(x)]”, perché non sappiamo se a(x) < f(z)). Dunque ) PR

asse T

per tale x ha senso l'integrale (orientato) z /
B(x) Q
F(x) ::/ ft,x)dt
a(z) I
Primo modo. Esprimiamo la funzione F' come com- NS
posizione di due funzioni (@)
% =
‘<
F=¢po~vy, ES Q&)
definendo
b
o(x,a,b) = / f(t,x)dt,
a
z) = (z,a(z), B(x)),
@) i= (v a(2), A=) alz) t p(z) asse t

di modo che la sua derivata si possa decidere sulla dif-

ferenziabilita di ¢ e . Cominciamo col vedere dove sono definite ¢ e . La ¢ ¢ definita nell’insieme D delle
triple (z, a,b) per le quali il segmento chiuso di estremi (a,z) e (b,x) & contenuto interamente in 2. L’insie-
me D & aperto in R3. Infatti, sia (z, ag, bo) € D con a < b per esempio. Poiché ) & aperto e il segmento chiuso
di estremi (a, x) e (b, z) & compatto, esiste un € > 0 tale che il rettangolo aperto |xg —e, zo+¢[ X |ag—¢, bo+¢|
¢ contenuto in Q. Ma allora tutto il parallelepipedo aperto |xg — €, g + €[ X Jag — &,bp + €[ X Jag — &, by + €]
¢ contenuto in D e contiene (zg, ag,bp). La 7 & definita su I ed & chiaramente a valori in D.

2
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Dimostriamo che ¢ ha derivate parziali continue su D e calcoliamole. Le derivate parziali rispetto ad a e b
sono particolarmente facili per il teorema fondamentale del calcolo, in quanto t — f(t,x) & continua per
ogni z fissato:

0 13}
(,;g(xab C%/ftx = f(b,x), afxab /ftx —f(a,z),

e Op/0a e Op/0b risultano continue perché f & continua. La derivata parziale di ¢ rispetto a z esiste ed &
continua per i teoremi sulla derivazione sotto il segno di integrale:

0 0
aizab /f / ai(tm)dt

Per il teorema del differenziale totale, avendo tutte le derivate parziali continue la funzione ¢ e differenziabile
su D. La derivata di v ¢ ovvia: v/(z) = (1,d/(z), 5'(z)). La F & dunque composizione di ¢ con v, entrambe
differenziabili. Per la formula del differenziale della funzione composta possiamo scrivere:

F/(x) = 50/ (")/($)) "yl(x) = (VQD) (xaa(x)vﬂ(x)) ' (Lal(aj)aﬂ/(z)) =

_ Oy Oy dp N
= %(x,a(x),ﬂ(x)) + %(I,a(x),ﬂ(x)) o (x) + %(x a(z), B(z)) - f'(x) =

B(x) of / /
= A(x) %(t,l‘) dt + f(oz(z),x) (—Oz (:E)) + f(ﬂ($),56)ﬁ (z) =

B(x) 8f

= 3@)f (B(x),x) — o' (@) (a(x),x) + / o

a(z)

== (t,z)dt.

Secondo modo. Possiamo ricondurre l'integrale all’intervallo fisso [0, 1] quando a(x) # B(x) con un cambio

di variabile affine: la nuova variabile 7 verifica
/B(tx;a(oﬂj()m) = 71-:8 =7, coe t=ax)+ (Bz)—a)r, dt=(8(z)—ax))dr.

Sostituendo nell’integrale:

F(x) = /1 f(a(x) + (B(z) — a(z))T, x) (B(z) — a(z))dr =
’ 1
= (8le) ~a(@)) [ £(a() + (3@) - ala)ra)dr s ala) £ A).

0

La formula & vera banalmente anche quando 5(z) = a(z) in quanto in tal caso i tre membri dell’uguaglianza
sono nulli. Poniamo

g(r,z) = f(a(m) + (B(z) — a(z))r, (E) per (r,z) € [0,1] x I,
di modo che

F(z) = (B(z) — a(z)) /0 g(r,z)dr Ve el.

La funzione g & di classe C! su tutto [0,1] x I in quanto composizione di funzioni di classe C*. Quindi
valgono i teoremi di derivazione sotto il segno di integrale (caso compatto): F & di classe C! e

F'(z) = (f'(z) — o/ (z)) /0 g(t,2)dr + (B(z) — a(z)) /0 g—z(ﬂ r)dr =
o (z !
—a()F(x) + (B(z) — a(z)) / gi (r,z)dr se a(zr) # B(z),

0
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Calcoliamo la derivata parziale di g rispetto a x, grazie ai teoremi sul differenziale delle funzioni composte

2 (r,0) = = (F(al@) + (3(a) — a(e))r,2)) =
= (@) + (# (@)~ a'@))7) L (a(e) + (B) — al))r.2) + 2 (ala) + (B) — ale))r,).

Integriamo il primo addendo, ritornando alla variabile iniziale ¢ se a(z) # 5(z),
Blz) g f dt

/01 (a’(x) () - a'(x))T> of (a(x) + (B(x) — a(z))T, x) dr = o/ (z) /a(w) a(t,x)m +

ot

o)y [ ) o7 w
+ (F@) — (@) /am 3 —al@) ot " B —ale)
) x) B(=) of

_0/733 @ 9 f " M of ., . -
= 5 Ly 5D G e for

o A@—d@ g

) {5 —ato))? /am oy () dt =
(Y@ B@=d@ ) (" or
(ﬁ(m — (@) ()(ﬁ(w)—a(fc>)2>/(> o bodt

teor. fond. calcolo

per parti

) Z 0 (15 0), ) — Slata).o) +

(el - [ ) -

i (mx)f(ﬂ(x),:c) ~afe)f(ala),x) - F<x>) -

_ﬁ’( () - flal@)2)  A@) o)
- ) <> ) = et @

Integriamo il secondo addendo di dg/dx, ritornando alla variabile iniziale ¢ se a(z) # 5(z)
/ 8f( () + (B(x) — afx))T Jc) dr = /ﬁ(m 8f( x)L -
0 ’ a(x) Ox ﬂ(l’) - Oé(CC)

ox
1 B(x) af
O _a(x)/ Ot wyat.

=t

a(z)

Sostituendo nella formula per F'(z) abbiamo, sempre quando a(x) # f(z):
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=8(x)
= B'(2)f(B(z),2) — (@) f(a(z),z) =
/ : @ of
= [G'(x z),x) —a(z)flalx —(t,x)d
F@I(.) o @ (e a) + [ e
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