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1. Data l’equazione differenziale

y′(x) =
2y(x)2

x
(
y(x)− x

)
a. Discutere esistenza e unicità locale per i problemi di Cauchy associati. Trovare eventuali

soluzioni della forma y(x) = mx, con m costante.

b. Mostrare che tutte le soluzioni massimali che passano per {(x, y) | −x < y < x} sono
debolmente decrescenti e sono definite globalmente nel futuro.

c. Mostrare che le funzioni della forma x 7→ mx sono sottosoluzioni per x 6= 0 e m > 1.
Mostrare poi che le funzioni della forma x 7→ cx3 per c > 0 sono soprasoluzioni dove
x > 3/

√
c. Inoltre, dato un punto (x0, y0) tale che y0 > x0 > 0, esiste c > 0 tale che

x0 > 3/
√

c e cx3
0 > y0. Dedurre che le soluzioni massimali dell’equazione differenziale che

passano per {(x, y) | y > x > 0} sono definite globalmente nel futuro e con crescenza al
più cubica.

d. Risolvere esplicitamente l’equazione.

e. Disegnare un grafico qualitativo delle soluzioni nel piano (x, y).

f. Mostrare che F (x, y) := (x + y)2/(x2y) è una costante del moto, nel senso che x 7→
F (x, y(x)) è costante su ciascuna soluzione.

2. Sia ϕ: RN → RN una funzione lipschitziana di costante L > 0, cioè ‖ϕ(x)−ϕ(y)‖ ≤ L‖x−
y‖ per ogni x, y ∈ R. Sia E ⊂ R un insieme trascurabile secondo Lebesgue. Dimostrare
che ϕ(E) è pure trascurabile.
(Si può partire con N = 1 e un ricoprimento di E con intervalli In e vederne l’immagine
tramite ϕ).

Punti: 5+12+15+10+10+5, 15.


