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1. Data l’equazione differenziale

y′(x) =
3y(x)2 − 6y(x)− x2 + 2x + 2

2
(
y(x)− 1

)
(x− 1)

a. Discutere esistenza e unicità locale per i problemi di Cauchy associati.

b. Risolvere esplicitamente l’equazione.
(Il cambio di variabili t = x − 1, u = y − 1 conduce a un’equazione omogenea. . . Si può
prendere come nuova funzione incognita per esempio z(x) = (y(x)− 1)/(x− 1)).

c. Disegnare un grafico qualitativo delle soluzioni nel piano (x, y).

d. Mostrare che F (x, y) := ((y − 1)2 − (x− 1)2)/(x− 1)3 è una costante del moto, nel senso
che x 7→ F (x, y(x)) è costante su ciascuna soluzione.

2. Sia ϕ: RN → RN una funzione lipschitziana di costante L > 0, cioè ‖ϕ(x)−ϕ(y)‖ ≤ L‖x−
y‖ per ogni x, y ∈ R. Sia E ⊂ R un insieme trascurabile secondo Lebesgue. Dimostrare
che ϕ(E) è pure trascurabile.
(Si può partire con N = 1 e un ricoprimento di E con intervalli In e vederne l’immagine
tramite ϕ).

Punti: 5+12+10+6, 15.


