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1. Poniamo f(t, y) :=


2(t2 − y)

t
se 0 < y < t2,

2t se y ≤ 0,
0 per i rimanenti (t, y) ∈ R2.

a. Dimostrare che f è continua R2 → R.
(Il punto delicato è l’origine, dove la funzione (t, y) 7→ 2(t2 − y)/t non ha limite se consi-
derata su R2 \ {(0, y) : y ∈ R}; mostrare per es. che |f(t, y)| ≤ |2t| per ogni t, y).

b. Per u(t) continua R → R poniamo (Tu)(t) :=
∫ t

0
f(s, u(s))ds. Mostrare che T è una mappa

ben definita da C(R) in se stesso.
c. Definiamo la successione iterativa ϕ0(t) ≡ 0 e ϕn+1 := Tϕn. Dimostrare che ϕn(t) = 0

se n è pari, e ϕn(t) = t2 se n è dispari. Dedurne che la successione di funzioni ϕn non
converge puntualmente in nessun punto diverso dallo 0.

d. Verificare direttamente che f(t, y) non è localmente lipschitziana rispetto a y.
e. Mostrare che y(t) := t2/2 è l’unica soluzione massimale del problema di Cauchy y′(t) =

f(t, y(t)), y(0) = 0. (Risolvere separatamente nelle tre regioni e poi agganciare).

2. Consideriamo l’equazione differenziale y′(x) =
1

3y2 + (y3 − x)2
, (x variabile indipendente).

a. Il problema di Cauchy con y(x0) = y0 ha esistenza e unicità locale se (x0, y0) 6= (0, 0).
b. Mostrare che se ϕ: ]α, β[ → R è soluzione, allora anche ψ: ]−β,−α[ → R definita da ψ(x) :=

−ϕ(−x) è soluzione.
c. Mostrare che se x0 > 0 la soluzione massimale del problema di Cauchy con y(x0) = y0 è

definita almeno su ]0,+∞[. (Maggiorare il secondo membro sulle striscie. . . ).
d. La soluzione massimale del problema di Cauchy con y(0) = y0 6= 0 è definita su tutto R.
e. Verificare che la funzione ϕ(x) := 3

√
x è soluzione per x > 0 e per x < 0.

f. Sia ϕn la soluzione massimale con ϕn(0) = 1/n. Allora ϕn(x) > ϕn+1(x) > 3
√
x. La

successione ϕn converge? Il limite è una soluzione per x 6= 0?
g. La funzione (x, y) 7→ (y4 − xy − 1)/(y3 − x) è un integrale primo.
h. Trovare e risolvere l’equazione differenziale soddisfatta dalle inverse y−1 delle soluzioni.

Punti: 8+5+5+8+10, 5+5+8+8+5+10+8+8.


