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1. Partiamo dall’equazione differenziale

y′′(t) = −
(
ty′(t)

)4 + 14
15t2

.

a. Dimostrare che se ϕ è una soluzione, allora anche t 7→ ϕ(at) + b è soluzione, comunque si
scelgano le costanti a ∈ R \ {0}, b ∈ R.

b. Verificare che se t 7→ y(t) è soluzione dell’equazione iniziale, allora la funzione u(s) :=
y(log s) è soluzione dell’equazione 15u′′(s) = g(u′(s)), dove g(z) := −z4 + 15z − 14.

c. Trovare le soluzioni dell’equazione 15u′′(s) = g(u′(s)) che hanno la forma u(s) = λs con λ
costante. Trovare di conseguenza delle famiglie a un parametro di soluzioni dell’equazione
di partenza.

d. Se u è soluzione di 15u′′(s) = g(u′(s)), verificare che l’equazione differenziale verificata da
p = u′ ◦ u−1, negli intervalli in cui u è invertibile, è 15pp′ = g ◦ p.

e. Sia G una primitiva di q 7→ 15q/g(q). Mostrare che G(u′)− u è una costante del moto per
l’equazione 15u′′ = g(u′). Mostrare infine che t 7→ G(ty′(t))− y(t) è costante se y(t) è una
soluzione dell’equazione originaria.

2. Sia f : [0, 1] × R → R una funzione continua. Per ogni y: [0, 1] → R continua e y0, ẏ0 ∈ R
costanti fissate, definiamo Ty: [0, 1]→ R come

(Ty)(t) := y0 + ẏ0t+
∫ t

0

(t− s)f
(
s, y(s)

)
ds per t ∈ [0, 1] .

a. Mostrare che Ty è continua, e che y è un punto fisso di T se e solo se y è di classe C2 ed
è una soluzione del problema di Cauchy y′′(t) = f(t, y(t)), y(0) = y0, y′(0) = ẏ0.

b. Indichiamo con Xa,M lo spazio delle funzioni continue da [0, a] in [−M,M ] con la norma
del sup. Mostrare che esiste M > 0 tale che per ogni a ∈ [0, 1] abbastanza piccolo la T
manda Xa,M in sé.

c. Supponiamo che f(t, y) sia lipschitziana (globalmente) rispetto alla variabile y, uniforme-
mente in t. Mostrare che se a > 0 è abbastanza piccolo, allora T è una contrazione da
Xa,M in sé.

Punti: 5+8+5+5+8, 8+8+8.
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