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1. Sia δ: [a, b]→ ]0,+∞[ un calibro e sia x̄ ∈ [a, b].

a. Supponiamo che δ(x) < |x − x̄| per ogni x ∈ [a, b] \ {x̄}. Prendiamo una suddivisione
marcata di [a, b] adattata a δ. Dimostrare che necessariamente uno dei punti marcanti xi
della suddivisione coincide con x̄.

b. Viceversa, supponiamo che per ogni suddivisione marcata di [a, b] uno dei punti marcanti xi
coincida necessariamente con x̄. Dimostrare che allora δ(x) < |x−x̄| per ogni x ∈ [a, b]\{x̄}.

c. Dire se δ può o no avere la seguente proprietà: per ogni suddivisione marcata di [a, b]
adattata a δ tutti i punti marcanti xi sono numeri razionali.
(Che conseguenze avrebbe un tale calibro sulla funzione di Dirichlet, che vale 1 sui razionali
e 0 altrove?).

2. Per x ∈ R poniamo

F (x) :=
∫ 1

0

1√
z − z2(2 + x− x√z)2

dt .

a. Per quali x la F (x) è ben definita e finita?
b. Dimostrare che la F (x) è continua e derivabile per x > −1.

Punti: 15+15, 15+15.
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