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1. Data la funzione di due variabili reali
[l y) =ylz+ |z —yl|,

. tracciare la linea di livello 0 di f;

T oo

. trovare il massimo e il minimo assoluti di f ristretta all’insieme

E::{(ﬂc',y)e]R2 cy<0, z—-1<y<2z}.

2. Risolvere esplicitamente il problema di Cauchy

{y’ +ytant = el cos?t
y(0) =1.

3. Calcolare I'area della regione di piano

D= {(x,y) € R?

R 2, .2 2}
— <y<ztan—-, z°+y°<R
V2 Y Y

dove R > 0 ¢ una costante.

Punti: 6+7, 10, 10.
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1. a. L’insieme di livello 0 di f & per definizione I'insieme dei punti (x,y) di R? in cui si annulla f, cioe tali che
y’x—|—|x—y|| =0.

Un prodotto si annulla se e solo se si annulla almeno uno dei fattori. Il fattore y si annulla sull’asse x. 1l
fattore |x 4 |x — y|| & un valore assoluto, e quindi si annulla se e solo se si annulla I’argomento:

|l +]z—yl|=0 <= z+|z—yl=0.
Distinguiamo due casi a seconda che x — y sia > 0 o < O:

O=z+4+(x—y)=22—y sex—y>0,

r+lr—yl=0 <= {ozm—(w—y)zy sex —y <0,

Il primo caso si sviluppa in
Y
20—y =20 y=2x {y:2w
{ >y { T > 2x z <0
{(z,y) : f(z,y) =0} e da la parte della retta y = 2x che sta nel terzo quadrante. Il secondo
0 caso equivale a
y=0 ; {y=0
/}"& { z—y<0 x<0
che ¢ un sottinsieme dell’asse z, che avevamo gia. Conclusione: l'in-
o z sieme di livello 0 di f &
{(x,y)e]R2 : yzO}U{(:v,y)eR2 t <0, y=2z}.
Non e richiesto dal problema, ma non & male studiare meglio Y
la funzione. Togliamo i valori assoluti, cominciando da quello
interno:

f@y) =ylz+ |z —yl| =
_ fyler@—y|=yl2e—yl sex=y,
ylz — (@ —y)| =yly| se <y, |

per poi passare a quello esterno:

yr —y) sex>ye2ax>y

—y(2x —y) sex>yex <y,
fley) =19 ,

y sex<yey>0,

—y sex<yey<O0.
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La figura seguente mostra gli insiemi di livello di f e un suo grafico in tre dimensioni.

SNl /IS

Problema. La f e differenziabile nell’origine?

. La funzione f ¢ continua su tutto R? perché composizione di
polinomi (che sono funzioni continue) col valore assoluto (che

¢ continuo). Studiamo l'insieme r—1<y
E::{(x,y)€R2:y§0, x71§y§2x}. DR 0 °//g.

N

. ¥<0 g

E & l'intersezione dei tre semipiani y < 0,z —1 < yey <
2z. Le tre rette y = 0, x — 1 = y e y = 2z si intersecano
a due a due nei tre punti P, := (0,0), P> := (1,0), P3 :=
(=1, —2). Dal modo in cui sono disposti i tre semipiani si vede o
che l'intersezione ¢ il triangolo di vertici P, Py, P3, compreso S
Iinterno e il bordo. In particolare E € un insieme chiuso e y 0 PPy
limitato. Per il teorema di Weierstrass la funzione continua f

assume certamente massimo e minimo assoluti su E. y < 2z

Quando (z,y) € E in particolare y < 0, per cui f(z,y), che &
il prodotto di y per un valore assoluto, ¢ < 0. Il triangolo F
ha in comune con 'insieme di livello 0 di f i segmenti P, P e
P, P;. Quindi il massimo assoluto di f su E ¢ 0 e viene assunto sui segmenti P, P e P Ps.

Se (z,y) € E allora sommando membro a membro le disuguaglianze y < 0 e y < 2z otteniamo 2y < 2z, cioe
y < z. Quindi

P3

<z e ySQz) =

(z,y) e E = (y
= flzy) =yle+lz—yl|=ylz+(@—y)|=y2z -yl =y2z—y).

Su FE la nostra f coincide colla funzione

g(z,y) ==y(2z —y) =20y —

che & un polinomio. A g possiamo applicare la teoria dei massimi e minimi per le funzioni regolari, mentre
f non e chiaro se sia differenziabile, a causa dei valori assoluti. Cerchiamo i punti critici di g:

9:=2y=10 z=0
{gy:2m—2y:O = {yzO
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L’unico punto critico di g ¢ Py, che si trova sul bordi di F, e sappiamo gia essere un punto di massimo
assoluto per g su FE. Non ci sono quindi punti di massimo o minimo locale per g interni a E. Sarebbe
superfluo ai nostri scopi, comunque calcoliamo la matrice hessiana di g:

Gyz Gy 2 -2)°
L’origine € un punto di sella per g, perché la matrice hessiana ha determinante —4. Quindi l'origine & non e né
un massimo né un minimo locale per g considerata su R?. Attenzione: questo fatto da solo non permette di
decidere se I'origine sia o0 no di massimo o minimo per g
sul triangolo E. In effetti abbiamo gia osservato che

rispetto a E l'origine & di massimo assoluto. Cerchiamo
i massimi o minimi sulla frontiera. Dei segmenti P; P> e

Yy P, P5 sappiamo gia tutto. Il segmento P, P3 € descritto
Py m daz—1=ye—1<zx<1. Siamo ricondotti a studiare
ax . . . .
ok P, la funzione di una variabile
@ h(z) = f(z,x —1) =
=g(z,x—1) =
2
/ =2z —1)— (z—1)* =
N =2% -2 —2? - 1+22=
. =z2-1
b 7 i ¥, sull’intervallo —1 < 2 < 1. Si vede ad occhio che h ha
in assoluto min assoluto minimo assoluto in x = 0 (corrispondente a (0, —1)) e

massimo assoluto in ¢ = £1 (corrispondenti a P5 e Ps),
e nessun altro punto di estremo locale. Concludiamo
che il minimo assoluto di g (e quindi di f) su F ¢
assunto in (0, —1).

E un problema di Cauchy relativo a un’equazione differenziale del primo ordine in forma normale lineare.
La tangente di ¢ non & definita per ¢ = kr + 7/2, k € Z; data la condizione iniziale, ci interessano solo i
t €]—m/2,7/2[, y € R. 1l fattore integrante dell’equazione &

1 1

t
¢ :efo taanT:e_10g|Cost‘ S
uit) |cost|  cost

T
perte]—§,§[.
Moltiplicando I’equazione per u(t) risulta

Y sent .

!/
y =e' cost cioe (L) =elcost.
cost

cost  cos?t

Integrando ambo i membri si ha
t t ¢
_y( ) _y( 0) :/ e’ cosTdr.
to

cost  costy

Per trovare una primitiva di 7 — €7 cos T si puo per esempio integrare per parti due volte, prendendo sempre
e” come fattore finito:

/eTCOSTdTZ /ersenT:eTsenT—/seaneT :eTsenT—/eTseanT:

=e"sent — /eT d(—cosT) =¢€"senT — (eT COST — /(f COST) d67> =

= eTsenT-i-eTCOST—/eTCOSTdT.

In questo modo I'ultimo membro contiene di nuovo I'integrale di partenza, ma questa volta con il segno meno
davanti. Portandolo al primo membro si ha

. e’
2 | e costdr =e"senT +e" cosT da cui e" cosTdr = —(senT + cosT
b 2 b)
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dove abbiamo trascurato di inserire la costante arbitra-

v
N T A (7 N S B A 1 ... . . .
' ria di integrazione. Tornando all’equazione, ricordando
— 0\ \ | | [ A I U U [ PR
] che tg = 0, y(tg) = 1, si ricava
N T e L A N S S S A :
t 1 e’ t
N T A A N S R /: v _ = |—(senT +cosT)| =
cost cos0 2 0
PN e T R A N U T B R A |
] et el
N Y A I A | :g(sent—i—cost)—3(sen0—|—cosO):

et (sent + cost) 1
= —(sent 4+ cost) — =
2 2’
da cui infine abbiamo la soluzione del problema

t
- y(t) = %(et(cost +sent) +1).

Questa formula per y(t) ha senso per ogni ¢t € R. Cio-
nonostante come soluzione della nostra equazione dif-
ferenziale va accettata solo per ¢ € |—m/2, 7/2[, perché
O R S A B per ¢t = +m/2 I'equazione differenziale non ha senso.

’
/
’

3. Troviamo dove il cerchio x24y? = R? e la retta R/\/i =y R/\/ﬁ’ﬁ'g}"“y\

si incontrano:
{$2+y2—R2 PN {I2+(R/\/§)2R2
R/IV2 =y R/N2=y

2? + R?/2 = R? x? = R?/2
= {R/ﬁy = {R/ﬁy

r=+R/V2
- {R/\/ﬁzy '

Ci sono due punti di intersezione: (+R/v/2, R//2), che
sono anche le intersezioni del cerchio con le semirette bi-
settrici del primo e del secondo quadrante. Troviamo dove
il cerchio 2 + y? = R? e la retta y = xtan(r/3) = 2/3
si intersecano:

{x2+y2=R2 PN {x2+(m\/§)2:R2 — {x2+3m2:R2 PN {4x2=R2 — {x:iR/Z.

y=av3 y=av3 y=azV3 y=zV3 y=2zV3

Ci sono ancora due punti di intersezione: +(R/2, Rv/3/2). Infine troviamo dove si incontrano le due rette

R/V2=yey=xtan(r/3) = 2v3:

R/V2 = R/V2=y y=R/V2
{pesy = {Wnts = {1Zh%

L’intersezione ¢ il punto (R/v6, R/v/2). Dalla figura si vede che la regione D ¢ delimitata dai segmen-
ti che uniscono (R/v2,R/V6) a (R/V2,R/V2) e a (R/2,R\V3/2), e dall’arco di cerchio che congiunge
(R/V2,R/v/?2) a (R/2, R\/3/2). Ci sono diversi modi di calcolare 1'area di D.

Primo modo. La retta verticale z = 1/2 decompone D in due regioni normali (in particolare misurabili
secondo Peano-Jordan):

INA
53
A
vo| 5

D, = {(x,y) :

Sl

Syéx\/ﬁ},
R2_x2

<y<y/ I

(N R=v

Dy = {(J;,y) :

IN
8
IN

=L
Sl Sl =
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D; & un triangolo di base R/2 — R/\/6 e altezza R\/3/2— R/\/2,

Yy N e quindi
i
v area D — L (E,E (ﬂ,ﬂ _
s sl T\ B/ 2 e
’ > R*V6-2 V6-2 _
2 = — .
g e TGN
V2 / \\ N\ 2 1 4
, 3 ~ B (oop ol Ve
. R 8V12 16v/3
\ D
/ \ 5-26 5v/3 — 6v/2
’ \ = R? = R? ~ 0,00729R.
)/ Y 83 24
4 \
/// \ Si puo anche usare l'integrazione:
/ \
/ | R/2 zV/3
/ 1l 1 l‘l\ area D1 = // dxdy = / dx/ dy =
/ e 2 s ‘ D, R/\V2
/ ! R/2 R
= / (x\/g — —)dx =
R/\V6 V2
_ [ 22V/3 Rx}Rﬂ (R/2*V3 R/2  (R/V6)*V3 N R*/V6 R2<§ B V3
2 V2IRr/v6 2 V2 2 V2 8 22 12
(Y3 VI B VA Vi GV SV
B 8 4 12 24 24

L’area di D5 ¢

area Dy = // drdy =
Do

R/V2

R/2

:_RQ/

R/\V?2
I

/41 — cos?2
cos edﬁ

/3

VR 2

d:c/
R/\/_

vV R? — 22dx —/

R/2

/4
—RQ/ \/1—(:0529861&06[9—(

/3
2—2

dy

R?/V2
V2

R2

2
sen(m/2)

/3

4

N
4
_ TR?

——RQ[

sen(27/3)

R/V2
/m

/ V R? — R? cos? 6(—Rsen 6)df — [

R?/2
V2

(m_%)m:

) = —R2/7:/r:4sen29d9—R2(1

/4

2o

Q_ sen20}
2 4
2—-V2

4

)_

R? =

4
4

R2_

/3 4

R? =

=

2

R/\/_

R/2

V2

4

)

2-12

—R? (71'3 _

3—2
%

24

8>_4

VB-244-2V2

24322

8

T4+6vV2—6—3V3

24

8

24

(in uno degli integrali abbiamo sostituito © = Rcos ). Quindi

area D = area D; + area Dy =

T+ 23 —

24

6

5v/3 —

61/2
\/_R2+

R? ~ 0,01795R?

24

R? ~ 0,02524R? .

24

R =

7r+6\/§—6—3\/§R2
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Secondo modo. L’insieme D e normale rispetto all’asse x:

Y ‘b//'
N R RV3 gy
7 D={(y : <y L e VR
—~_ } f/ \/5 2 3
R5/§ ~ 2y
423 Quindi
Vi K ryE V=
J/ N area D = // dxdy:/ dy/ dr =
// \\\ D % y/\/§
/// \\ :/ ( /R27y2,i)dy:
)/ \\ % 3
/ ! RV3 RV3
/ \ 2 2 y
// \‘ = 1/R2—y2dy—/ —dy:
// | % v \/g
X
/ ! /3 y2 %
/ : = / V R2 — R2sen2 §(Rcos0)dd — [—} =
/4 2\/g %
/3 2)2 2)2 /39 20 1
:32/ cos20d0—<(R\/§/ ! _(EVY) ):32/ —ress d0—R2(—3 -—) =
x/4 23 23 /4 2 8v/3 43
_RQ{QJF sen29r/3_ R? _RQ(E V3 om 1) _R*VB _R247r+3\/§—37r—6—\/§ _
N 2 4 lxpm 83 6 8 8 4 24 24 N
_ T+ 2¢/3 — 6 e
24
(in un integrale si & sostituito y = Rsenf).
Terzo modo. L’insieme D ha un’espressione semplice anche in ,
coordinate polari. Il cerchio ovviamente ha equazione r = R, la Yy )/
retta y = /3 diventa § = 7/3, mentre la retta y = R/v/2 @& )/
rsenf = R/\/i Quindi D & un insieme normale in coordinate I N )/ //'
polari: T~ 7
R r=—2= e
D= {(rcos@,rsenQ) lcp< I _<r< R}~ -- ----@SE“-Q--A( ------
4 3" V2senf J/ LN
oy 7/ 7 N
normale rispetto a . Usando quindi la formula di integrazione ///v\:)’ ,; AN
in coordinate polari, si ottiene g/ ///’4\ \
/ N \
// // \\
areaD:// dxdy:// rdfdr = S \
D / // // \
/3 R s \‘
= / d9/ rdr = Pl |
w/4 R/(+/2sen ) x :
/3 7“2 R !
- /7r/4 |:Ej|R/(\/§sen0) N
/3 / p2 2 2 /3 1 2 g 17/3
Lt [ o S ]
x4 \ 2 4sen?f 2 Jas 2sen? 6 2 2senf |,
R_2<z 1/2 _5_1/\/§>R_2 4 +2v3 — 31— 6 7r+2\/§—6R2
S 2\3 " 2v32 4 2/V2) 2 12 24 '
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Quarto modo. Possiamo ottenere D togliendo dallo spicchio y )/
circolare /

S:{(rcosﬂ,rsenﬁ) : gg&g%,OgrgR} ‘\\\\\\ /// ,’/
il triangolo T di vertici (0,0), (R/v2, R/v2), (R/V6, R/v/2). Lo N Y A S
spicchio ha ampiezza /3 — w/4 = 7 /12, per cui ha area uguale a AN
1/12 dell’area del semicerchio: S \\\
1 7R? =R? \
areadS = — ——=——. \
12 2 24 & \
(‘\ \
Se del triangolo prendiamo come base il lato orizzontale, di estre- |
mi (R/v2,R/V?2), (R/V6, R/\/2), la sua altezza risulta R/\/2, e |
quindi l'area ¢ L |
I
wear = LRy R
Vi i) y
R v2 @) _ Y
2v2\2 6/ B R ,’
R* 326 S
2\/2 6 SN
_ 3— \/§R2 % \\\
12 AN
T AN
Dunque \
areaD = area S — areaT = N
7TR2_3—\/§R2: \\\
24 12 !
T+2V3-6 | | z |
24 Ve Vs |
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