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Nella rappresentazione decimale di un numero irrazionale non c’¢ nessun blocco di 5
cifre che si ripeta infinite volte. O si? E per un numero razionale?

Chiamiamo zx il numero decimale infinito ottenuto giustapponendo le rappresentazioni
in base dieci dei numeri naturali in questo modo: x = 0,12345678910111213141516. ..
Dimostrare che z non & periodico. Questo numero ha persino un nome: costante di
Champernowne.

Chiamiamo «x il numero decimale infinito ottenuto facendo sequenze crescenti di zeri e di
uni in questo modo: x = 0,10110011100011110000 . .. Dimostrare che x non ¢ periodico.

Interpretare i puntini nelle seguenti espressioni:
{1,3,5,7,9,...,19}, {1,3,5,7,9,...}, {...,—3,-2,-1,0},
111 1 1234
STETETREE S C b R
{12,22,32 4%, ... n?}, {21,22,23 2 |}, {11,22,33 44 ... n"},
{11,22,3%. 4% ... n" ..}, (%, (n+ 12, (n+2)%,...,(2n)%}.

Trovare il quadrato successivo della sequenza seguente:

1 2 3 4
1 1 2 ; g i 2 3 4 5
2 3 3 4 5 3 4 5 6
4 5 6 7
e poi rappresentare il generico n-esimo quadrato.
Vero, falso, senza senso?
1+v2 —1+42 log(l—l—x)_log(l—i—:z:)
2 2 B z

2
3+x +\/§:3+x_2+\/5’
2—Vzr 2+ 44—z

V2r+ 12z +1= \V/V2z +1,

1ogx(x) ~ log %7 sen(l — z)(1 + z) = sen(1 — 22),
—b b
cos(a —b)(a + b) — cos(a — b), cos1 =0,
a-+b
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log(l—l—m) —1—1—\/57 —1+2
z 2 2

1+v2  —14+2 1+v2  -1-V2
2 2 2 2

a
b+1 b ab
a+b+3 b+1 a+b+3’
(a+b—c)a—b+c)=a®>—b*—c?, (a+b—c)a+b+c)=a®+b*—c?

(a —b)(a+b) =a® —b?,

7. Discutere I’eventuale corrispondenza di queste formule scritte a mano

[’e—_“ 2
+ Z\( - xl-z,, hi > - .- \( ~d'
Qe(\‘ L >

U T2y,

I - se 1o X 2= - o C -
2>< - /<< /1!
Do = K A

con quest’altra:

log(1+ Z=v2-2 1) (2 Va? )

2z—Vx2—2x — 2
2x—+/x2+2x 1 2z ze+ 2

8. Nelle formule seguenti scritte a mano, si estraggono le radici quadrate di cosa?
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9. Dimostrare che I'insieme dei numeri positivi dispari ¢ numerabile.
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10. Dimostrare che I'insieme delle potenze di 2 ¢ numerabile.
11. Dimostrare che I'insieme N x N & numerabile.

I connettivi logici che useremo sono — la negazione (not), V la disgiunzione (or), A la
congiunzione (and), = I'implicazione (if...then...), < I'implicazione inversa, <= la
doppia implicazione o equivalenza (iff). Si rammenta la tabella di verita:

p q —p pANg  pVqg  p=q pEq  p =g
vero Vero falso Vero Vero vero Vero Vero
Vero falso falso falso Vero falso Vero falso
falso Vero vero falso Vero vero falso falso
falso falso vero falso falso vero Vero Vero

12. Di ciascuna delle seguenti espressioni dire innanzitutto se hanno senso, poi se hanno o
no un valore di verita (vero o falso), e, se si, quale:

4 1 5

1+1=2, 4-1=3, —+-==, 3-7, 5—4=4-05,
+ 5t177
11
51 51 17 =
3-2-1)=B-2)-1, m=—=-13, =2 "3,
B P
1 3 5 1/2 3 3/2 27 3/2 37
rT=3ty a8 theap th=ap 122h
5+3 / / /
7
7>4+43, (-1’ < (-1 -1<3-2<2 14+2+3+4, =T 1>+v3
1+41=2Vv24+2=3, 1-1=2AN242=3, 3>27V3<m 3>2mA3<Zm,

1€eQ, 1cCQ, ; e {R}, {-1}e{z}, {1,-1/2} CQ.

13. Di ciascuna delle seguenti espressioni discutere innanzitutto se hanno senso, poi se
hanno o no un valore di verita (vero o falso) per valori reali generici delle variabili, e,
se s1, quale:

a+b=>b+a, a—b=0b-—a, a—b=-b+a,

-9 2 _ b —bh— — 2_b2_ 2
(a —2x)°, vt (a+b+c)a c)=a c
1 1 1 2 b 2
==+, T =7 cd+e),
a+b a b p a d+e Tre
¢ g dee 1 b d L _ b, d
Tt b ¢’ g—Sa ¢ e
1 2b
x4—2x+1:m<x4_1—2+5), r—2b= §j4b2'
14. Un quiz apparso in rete:
1
g =
3
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15. Discutere la gestione dell’ordine delle operazioni in questo calcolatore:

CASIO fx-9860GI SD

USB POWER GRAPHIC

16. Supponiamo di sapere che vagono le implicazioni seguenti

pP1r = P2 < P3 <= P4
f N2 1 N2
Ps <= D¢ pr s

Se py € vero, quali altri sono necessariamente veri? Se py € vero, quali altri sono veri?
Se p4 € vero, quali altri lo sono? E per pg? E se ps € falso, quali altri sono falsi?

17. Di ciascuna delle seguenti espressioni dire innanzitutto se hanno senso, poi se hanno o
no un valore di verita (vero o falso), e, se si, quale (la variabile z si intende reale):

7v8—1, =(-1), —=(1>3), 4<2Vvero, veroA3 >4, vero+ 1,
falso=1—-1, 1+243=1+2+3+4, vero<«falso, falso=1+2=4.,
2<3 <= 4=2+4+2, 2<2 <« 2=2, falso <= falso,
-3e{-3,-2}, {1,-1}=0, z+l=2—-1 <<= x€g,

1?2 <0 = {2}, @-12>0+= R, (z<0Az>1) <= 2=0
(0<z<1V1i<z<3) < 0<z<1<z<3

18. Di ciascuna delle seguenti espressioni discutere innanzitutto se hanno senso, poi se
hanno o no un valore di verita (vero o falso) per valori reali generici delle variabili, e,
se si, quale:

3r+1l<y=3rx+3<y+2, 3Jx+l<y<dr+3<y+2,
3r<2 <= 1<2/3, -3r<2«-1<2/3, (z<2Vz<-1) < z+1<0,
r>3 < 3xr>09, (ac>—2\/x<1)<:>vero, (m<1/\$22)(:>falso
>0 = 22>0, z>-1=2>(-1)7? z>1<2?>1,
1
r>2Ve< (=12, 22>-—z x<+£V2, z=45, iﬁ<x§:|:\/§,

(r<0Vzr>1) < 0<zx>1
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19. Vero, falso, malformato, senza senso?

a=b=—-b=—a, 2°4+2x—-3=2 <= 22-3=2-2z
r=2Vzx=1 = (z—-2)(zx—1)=0,

{a+b:c = a=c, {a+b:c = a=c,
a—b=c a—b=c

{a—i—b:c — a—c

a—b=c

20. Ai tempi delle trasvolate oceaniche, attorno al 1930, fu coniato un motto di cui ho
trovato in rete tre versioni. Una e “Chi vola vale, chi non vale non vola, chi vale e non
vola € un vile”. Un’altra ¢ “Chi vola vale, chi non vola non vale, chi vale e non vola
¢ un vile”. La terza ¢ “Chi vale vola. Chi vola vale. Chi vale e non vola e un vile!”.
Farne I'analisi logica.

21. Formalizzare la frase inglese “I have also never had an exam where all of the students
failed to correctly answer any one question”. Ci saranno per esempio insiemi e variabili
per esami, studenti, domande, e il predicato “x risponde correttamente a y”, e quantifi-
catori V, 4.

22. La frase “P(n) non & vera per ogni n” ¢ equivalente a “P(n) ¢ falsa per ogni n”?
23. Discutere la validita delle implicazioni di questa catena:

a=b = ada*=ab = -V =ab-b = (a+b(a—b)=bla—-b) =
= (a+0b) = = at+a=a = 2a=a = 2=1.

24. Nelle espressioni seguenti, si possono cancellare delle coppie di parentesi in modo che
rimanga inalterato il valore?

—(a+0b), 2(a-2z), ELCEZ)—‘:—&’ (1++2),

-2
x2 n 3(50 —3), (logz)y, (cosz?)2x, (tanz)— (tany), sen2(z +7),
T

207 30N (@ +2)7, 1/(20), @/(z—2), 20N/,

25. Al posto dei punti interrogativi inserire il pilt appropriato fra =, =, <, <=, o niente:

r=2>—-1 7 z+1=2?
2 —1 ? (z—1)(z+1),
20 —1=+v2 ? (2z-1)?=2,
>vV2 7 z4+1>V2,
2r—1<v2 7 (2z-12<2,
r<3NhNa<l 7 z+a<d4,
{$<1 7T x>y
1>y ’
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r>2Vr<4 7 x>4,
r>x 7 (—1)%=—1,
d<ax>4 ? 2<z<A4,
2<x >4 7 x>4,
2> <4 7 x<2,
2>x<4 7 x<d4,

(23 =20 +5)322 —1)=0 ? (2 —22+5)=0V (322 —1)=0
n2<0 ? n?-1<0
zy<ab 7 x<aAy<hb,
xy<ab 7 x<aVy<hb,

0<a=0b 7 a2:b2,
0<a<b ? a%<?b?
0<a>b ? a*>0b°

1
nez 7 n<§\/n21,

neZ ? n*el.
24y2<4 7 224y <12i4+yi<e ? y? <,
4yt <0 7 2?4yt < 1.

26. Al posto dei punti interrogativi inserire il pitt appropriato fra =, <, <=, o niente:

r#y T y#Fua,
rFyFz 1 x#z,
rFY N z#+w T rz+zFy+w
rFYy Nz=w 7 zH+z#Fy+w
x#0 7 x>0
r#0 7 <0

xr#0 7 x>0V <0
r#0V x#1 7 vero
xr#0 N x#1 7 falso
r#0ANz#1 7 O<z<l1
r#0ANx#1 7 z<0VOi<z<lVzz>l1

27. Cerchiamo regole di trasformazione per le disuguaglianze del tipo = # y. Si puo
aggiungere la stessa quantita ad ambo i membri? Si puo moltiplicare per la stessa
quantita ambo i membri? Si possono sommare membro a membro? In altre parole, da
x#yNz#tsegue xr + z # y+t?7 Si possono moltiplicare membro a membro?

28. Devo esprimere in formule 'idea che i quattro numeri x1, z2, x3, 4 sono distinti. Va
bene se scrivo x1 # o # x3 # 147

Esercizi del 12 novembre 2021
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Di seguito diamo degli esempi di come rappresentare graficamente semplici insiemi di
numeri reali. Il grafico ha in alto i valori cardine della variabile. In basso i pallini
pieni significano punti che appartengono all’insieme, i pallini vuoti sono per punti che
non appartengono all’insieme, le linee continue indicano che tutti i loro punti (esclusi
forse gli estremi) appartengono all’insieme. Le linee continue che proseguono come
tratteggiate si intende che si estendono fino all’infinito.

Un modo per indicare un insieme e la forma compatta che non contiene variabili, come
per esempio [0, 1[:

valore di x 0 1

insieme [0,1[ e———O

Un’altra notazione ¢ l'insieme degli x reali che verificano certe condizioni, come per
esempio {r e R| 0 <z < 1}:

valore di x 0 1

insieme {xeR :0<x< 1} ®e—O

Un altro modo ancora e l'insieme delle soluzioni di una disequazione, per esempio
0<x<l:

valore di x 0 1
soluzionidi0 < x < 1 e ——O
Altri esempi:
valore di x 1
insieme {xeR :x<1} --------- O
valore di x 0 1 2
insieme {xeR :0<x<1Vx=2} e —O [ ]
valore di x 0 1 2
insieme {xeR :0<x<2Ax+1} o O O
valore di x 0
insieme {xeR :0<=x<2Vx+1} ------- o ------
valore di x 1
insieme {xeR :x+1} -------- o———------
3
valore di x -2 -1 1 ; 2
3
insieme{xe[R:x<—2\/—1<x51\/,\>2\/x:;} ~~~~~ —F—F0 o—e [ ] o— -

Nel grafico precedente non sono state rispettate le proporzioni delle distanze fra i valori
di x. Se serve si possono anche rispettare:

N
(S}

valore di x -2 -1 1

insieme{xe[R:x<—2\/—l<xs1\/x>2\/x:2} —F— 0 o— e [ ] oO—



29.

30.

31.

32.

33.
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valore di x -1 2 3

insieme {—1,2,3} ) @ [ ]

Quando l'insieme e formato da infiniti punti discreti e si rispettano le proporzioni i

punti si possono accavallare:
i1

valore di x 43 2 1
1

insieme{—| neN} @0 o o
Dare una rappresentazione grafica dei seguenti insiemi di numeri reali:
{1,—-4}, {-1,1}u{0}, {z|z<0}, {z|z<0Vaze=2}
{z|z<-2n22>9}, {2*|z<1}, {z—-1|z<0},

1
{5‘716{L2,&4}}
Vero, falso, malformato?
Ve e {0,1,2,3} 22> 1; 3z € {0,1,2,3} tale che 2 > 1;
Iz € {0,1,2, 3} tale che 2% > 1; VneN n?+2n—1;
VeeR z>1=x>2; dr € Rtaleche z > 1= 2 > 2;
VreR x>1=z2>0; VreR xz>1)= (VzeR z>0).

Delle seguenti espressioni dire quali hanno senso compiuto, e in tal caso se sono vere o

false o altro:
Vx € R tale che z < 0,
Jz € R tale che 2% < 0,
Ve eR: (x—1)*>0,
Vo <1,
{Va < 1},

{Vz e R |z >0},
{z? —1|Vz € R},
{3z [ 22},

{ Az € R},

{z eR[[0,1]U[3,5]},
Vr>0VVneN,
Vr e RAVn € Z.

Vogliamo formalizzare ’affermazione “tutti gli uomini hanno gli stessi diritti”
I'insieme di tutti gli uomini. Quale delle formulazioni seguenti e corretta?

YU U ha gli stessi diritti,
Vx € U z ha gli stessi diritti,
Ve € U x ha gli stessi diritti di U,
Vx,y € U x ha gli stessi diritti di y.

Ho trovato su un libro la frase “c’e¢ qualcuno che vince la lotteria ogni settimana”
si potrebbe formalizzare con predicati e quantificatori?

8
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34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.
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Vogliamo formalizzare ’affermazione “gli esseri umani sono tutti diversi”. Sia U 'insie-
me di tutti gli esseri umani. Qualcuna delle formulazioni seguenti e corretta?

Ve e U x e diverso,
Vee U x e diverso da U,
Ve,yeU x#y.

Dare una rappresentazione grafica degli insiemi di numeri reali x che verificano le
condizioni seguenti:

r<lvze>3, zxz<lAz>3, -(r<0), z<2Az=-1,
r<l=2r<2 <l <<= 2<0, z2>2=2">4, zecR\{-21}.

Sia A l'insieme che comprende i numeri reali > 2 e quelli < —1, e nessun altro. Dire
quali dei seguenti insiemi coincidono con A:

{reR|z>2Nx< -1}, {reR|z>2Vae< -1},
{r eR|(z—2)(z+1) > 0}, {(z=2)(z+1) |z eR,(x—2)(x+1) >0},
|—o0, —1[U ]2, +0o0], |—o00, —1[ N ]2, +00]

Usando le regole di base delle disuguaglianze, dimostrare che se a,b,c > 0 allora a/(b+
¢) < a/b < (a+c)/b. Cioe se si parte da una frazione positiva, questa aumenta se si
aumenta il numeratore, ma cala se si aumenta il denominatore.

Dimostrare che x/(1 + z?) < x quando = > 0, usando i principi base dei numeri reali.

La sottrazione & commutativa? E associativa? La divisione & commutativa? E associa-
tiva? L’elevamento a potenza & comn}lutativo? E associativo? Come vanno interpretate
espressioni come 1 —2 — 3, 1/2/3, 23" a/bc?

Risolvere le seguenti disequazioni:

max{z,2} <2z, max{r,2r} >1—2, min{z—-1,1—-2}>0,
x
min{z, —2z} < max{1+ 2z,-1}, min{z, 3|z 1|} < 5
(Jz| + |z — 1| = 1) (2* — 22) > 0.

Vero o falso? (Per ogni valore reale delle variabili che renda sensata 1’espressione).

|—x+1l=2+1, |-z+1]=lz+1|, |-z+1|=]z-1|,
2max{z,y} = max{2z,y}, 3max{x,y} = max{3z,3y},
max{z,y} = $+y+2|x_y|, min{z, y} = x+y_2|x_y|7
min{z,y, 2} = — max{z,max{y,z}}, max{z, —y} = —min{-=z,y},
min{—z, —y} = — max{z,y}, max{z+ 22 y+ 22} = 2? + max{z,y},
1 1 1
maX{P, ?} = 2] r < min{z,y}, = >max{z—1,z+ 1},

max{z, 2y} = max{2z,y}, min{z,2y} =2min{z,y},
max{z,y} + max{z,t} = max{x + z,y + t} .,
max{l/z,1/y} =1/ min{z,y}, max{z,1/z}>1.

9
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Disegnare il grafico delle funzioni seguenti:

f(z) :=max{z — 1,2 -z}, f(z):=min{2z,3z + 1},
f(z) :=max{l —z,3+ 2,2}, f(r):=min{z? 1,2 — 227},
f(z) == 2 + max{z, min{2z,3z}}, f(z):=|z* -3z +1],
f(z) :=max{2z* — 1,5 — 2}, f(x):=min{22® — 1,5 — 2}

Quando si chiede di studiare graficamente il segno di un’espressione, bisogna indicare in
forma grafica per quali valori della variabile I’espressione ¢ > 0, quando & = 0, quando
e < 0, ed eventualmente quando non ha senso. La convenzione grafica in questo corso
e che i tratti continui indicano zone in cui I'espressione e > 0, tratti tratteggiati zone
in cui ¢ < 0, pallini sono punti in cui ¢ = 0, e quadratini vuoti e linee a zigzag punti in
cui I’espressione non esiste. Sono ammissibili convenzioni diverse, in particolare quella
con segni + e — invece di tratti continui o tratteggiati, ma comunque bisogna che ci
sia un modo chiaro di indicare quando I’espressione vale 0 o non esiste, cosa che molti
studenti non hanno imparato a fare bene alle superiori.

I casi base dello studio del segno sono quando l’espressione ¢ un polinomio di primo
o secondo grado. Prima di tutto raccomando di trovare dove il polinomio si annulla,
segnando il punto sulla retta, e poi di assegnare linea continua o tratteggiata in cui
viene divisa la retta, aiutandosi con un disegnino della funzione polinomio. Quando
il grado e 1, cioe quando l’espressione e del tipo mx + ¢, il tratteggio € a sinistra se
m < 0 e a destra se m > 0. Quando il grado ¢ 2, cioe az? + bx + ¢, bisogna vedere se
la parabola incontra o no 'asse x, e in quanti punti.

valore di x 1

segnodix—1 @ ——— -~ ®

valore di x 3

segnodi2 -3x ® - ———————————————

valore di x -1 1

segno di x* - 1 B — e . T *—
S1-V5 S14VE
valore di x 2 2
A
segno di x” +x— 1 —_— @®-----—-—-—-~— ®
1-vV5 1445
valore di x 2 2
segnodi - +x+1 ————————-— - @ --——————

valore di x =1

segno di x* +2x+ 1 L 4

valore di x 0

segno di x* +2x+2

10
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valore di x 2
segnodi —4x* —4x—1  —-------------- ®--———-—-—-—-—-—----—-
Quando l’espressione e il reciproco di un polinomio di primo o secondo grado, gli zeri
del polinomio sono punti di non esistenza dell’espressione. Questi punti si segnalano

vistosamente nel grafico con un quadratino vuoto e una linea a zigzag verticale. Per il
resto il reciproco ha lo stesso segno del polinomio.

valore di x -1

1
segnodi —— -~ - - - - - - - - —-——-———-
x+1

valore di x 2 2
1
segnodf — @ —m—m—m8m——]-- - - - - - --
¥4+x—1

43. Tracciare lo schema grafico del segno delle espressioni seguenti:

r+2, 3r—1, 33—z 22°-3z, (Bz—-1)?% 2°-2-2, (z—1)x
1 1
22 4+2x—-1" 222 —2x-1"

202 +1, 1+2rx—2% 1/(x—2),

Quando si chiede di studiare il segno di un’espressione che ¢ il prodotto di fattori di
primo o secondo grado (o loro reciproci), si applica la regola dei segni. Lo schema
grafico riporta il segno dei singoli fattori, e poi il segno risultante.

valore di x -1 1 - \/7 1+ \/7
segnodix+1 ——-—-—-—-—-— Q
segno di x> —2x -1 Q —————— .7
segno di (x + l)(,\'2 —-2x- 1) ———————  ——— o - - -—-——- ®

44. TFare lo schema grafico del segno delle espressioni seguenti:

(2 =20 —1)(222 +1), (z+3)(1—-3z+2%), (—22°+1)(z* +2+1),
— — 972 —
1 -2 7 2z +17 x+2.x 1.

142z —22" 22+4+2-—2 x+1

45. Risolvere le disequazioni razionali seguenti:

<1 6+ 3x 3 -0 T >5—|—6x

3+ 4x ’ 6r+1 x+5 ’ 3r+4 " 3xr+4+4’
rx—1 6 2 +2x—3 2 —3x 1+
— <0 — <0 < )
2—m+x_ ’ 2 +1 ’ 142 — 5—=x

11
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46. Risolvere le disequazioni con valori assoluti seguenti:

|5+ 3z| <1, |2 —x| >4, 1+ 4x| —x <0, lt—=3|>x+1,
1 |5 + 3| |62 + 1|
—Z|—92p — i tied | = -
2| x—6/<0, 5716 <0, yr—— >0,

|52 + 3| Sx + 2
2z +5 = |1+ 22|

|—1—3z| —4-|z| <2z, 5lz] > —1— 2z,

47. Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

5+ 6x < 3x + 2

{1+x>0 {6x2+m—1<0 22 4+1 = 6z 46
2—-3x<0 2 <4 x <1
r+1
(4dx — 3)|5x + 6| <0 5(x—4)<0
{3;52]4334641—6 Ly 3z + 3] > 6+ 5z
T —x > $+2> |x2—{—m—1|<1

48. Da a? < b? segue che a < b? Segue che |a| < |b|?
49. Vero o falso:

VnENSihachen2—5n+620,

1-3
Vn € Z si ha che s ,
dn 41
2 _
3n 2>1‘

2n2 +1 —

dn € N tale che

50. Riscrivere le formule seguenti usando connettivi logici (V,A...) e disuguaglianze <, >
..., ma senza usare simboli di insiemi o intervalli, presupponendo sempre che la variabile
x sia ambientata in R (esempio: x € [0, 1] diventa 0 < x < 1):

z e R\ {-1,0}, x € ]2, 400, x € ]2,400[\ {5},
x € |—o0,—1[U]-1,1], z e R.

51. Per ognuna dei predicati seguenti, scrivere 'insieme degli x € R che lo rendono vero,
usando le notazioni degli intervalli, e senza usare la variabile z (esempio: x > 1 diventa
1, +00]):

T <3, r<0Vzx>2, x # 2, x#1Va# -1, x# 1Nz #—1,
(Vy > 0 si ha che z < y), (Vy > 0 si ha che z < y), (Jy € Z tale che x > y).

52. Studiare il segno delle espressioni seguenti, cioe dire per quali x sono positive, negative,
nulle, non esistenti:

1 3 11 dx? + Tz — 2
1—2)(22% +2 -3 - - i
(I=2)@"+2=3), 545776 " 2@ —9)’ G-z)?
3z +1| 4x+4

r+4 6+ x|’

1—|z =3[,  1+4][z+3[-3[zl, et a2 -1

12



53.

54.

55.

56.

57.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

Supponiamo di dover risolvere una disequazione algebrica del tipo f(z)/g(x) < 0 e di
aver stabilito che f(z) > 0 <= 2 < —2,che g(z) >0 <= 2z <0Vax > 1, eche
g(x) =0 < z €{0,1}. Quali sono le soluzioni della disequazione iniziale?

Esercizi del 30 novembre 2021

I tipi di equazioni irrazionali che abbiamo trattato:

A< B?
2 >~
\/ZEB@{AZB V{B<O VA<B < {B>0
B>0 A>0,
- A>0,
A < B?
2
VA> B e | A4>5°, ] B<0 VA<B < { B>0

Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:
2r+1<Vr+2, x+4<vVrx+1l, xz+4<V22x+7, 1-2x>Vr+1,
T4+3<V222420, 4—z>Va2-1, (2-z)(Va2-1-1)<0,
— 2 _
x3_2<x {96—1—12 /72— 8 2r —1>+/3x2° -1

2¢ + 1
r—1 20 < 7 o >0

Studiare il segno delle funzioni irrazionali seguenti, usando la regola dei segni:

Vo —1, (x+2)vV1—x,

(x —1)vVa2 -z’
-2
Vr+2, L, ‘\/9024—2:5’(334-1)

r—1

Risolvere le disequazioni irrazionali seguenti, usando la regola dei segni:

+2
Vi—1>0, 2+ 2V -2 <0, * <0,
( ) N (r—1)va? —x

<0, )M’(xﬂ)

(Avanzato) Mostrare che la disuguaglianza VA + /B > C ¢ equivalente alla seguente
espressione in cui non compaiono radici quadrate:

—2
33/1-_'_2207 |:I;—1|

€XT —

A>0
A>0 gig B >0
{BZO Vv c>0 V C>0
el 2 _ >
C<0 C2_A_B<0 C-—A-B>0

4AB > (C? — A — B)2,

Si puo omettere una delle disuguaglianze del sistema? Come va modificato il sistema
se la disuguaglianza di partenza ¢ VA + VB > C?

13



58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

(Avanzato) Mostrare che la disuguaglianza VA + VB < C & equivalente al seguente
sistema in cui non compaiono radici quadrate:

A>0

B>0

C>0
C?-—A—-B>0

4AB < (C? — A— B)?

Si puo omettere una delle disuguaglianze del sistema? Come va modificato il sistema
se la disuguaglianza & VA + VB < C?

(Avanzato) In analogia con gli esercizi precedenti, “eliminare” le radici quadrate dalle

disuguaglianze AVB < C, AVB > C, A/YB>C,vVA-+v/B>C,VA-/B<C.
Fra le soluzioni della disequazione xv/x —1 < 1 c¢’¢ anche z = 07

(Avanzato) Dimostrare che le seguenti uguaglianze sono vere per ogni x € R, disegnando
anche un grafico dei due membri:

1—jz—1

max{z, —r} = [z, max{m,o}:xzm, min{x,l}:x+ 2|x |’
31,1 24+ x4 |z - |z -2+
max{m—l,Q—x}:‘x_§‘+§7 min{max{z,0},1} = 2] 4‘ | H

max{:z:— 1,—z — 1, min{1 —:1:,1—}—1’}} = [|z] - 1].

(Avanzato) Stabilire se le disuguaglianze seguenti sono vere o false per via simbolica
(elevando al quadrato o al cubo ambo i membri e rimaneggiando, quando lecito, senza
calcoli approssimati in virgola mobile):

VB <1+V2, V24+V4<2V3, V3>V2,
V1+vV2< V2, 1-vV3<v5—v2

Discutere la validita della formula

\/x—i-l_ lx+1
z—1 Vaz-1

Per ognuno dei seguenti grafici decidere se si tratta di una funzione, e, qualora lo sia,
se ¢ iniettiva o no:
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/\

4& /J/ ﬁL

\_

D =~

NN —

65. Per ognuno dei seguenti grafici di funzioni trovarne un altro, se c’¢, che sia il grafico

della funzione inversa:

\

\_
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66. Disegnare il grafico cartesiano della seguente funzione, e quello della funzione inversa:

67. Trovare la formula della funzione inversa delle seguenti funzioni:

_2$—|—1

=5—2"t
— @

f(l‘):3l'—1, f(x)

68. Supponendo che f,g siano invertibili, trovare la formula della funzione inversa della
funzione h definita come h(z) := g(1/f(z?)).

Ripasso su esponenziali e logaritmi

Per le disuguaglianze, usare il fatto che quando a > 1 valgono le equivalenze z < y <=
a® < a¥ < log,z <log,y.

A volte viene comoda la notazione alternativa per gli esponenziali: exp, x = a”, che si
coordina bene con la notazione usuale per i logaritmi.

069. Vero o falso? O senza senso?
glog23 — 3 3logd — 9 og 4 =12, logy(—3)%=-3, 3V2<+27, [27| =2
V2E =92%/2 \er? =7, a® —a " =a® (1 -

1 1
) . (logz)log — = log =,
X xr

a®*
log 22 = 3log 2z, log?z =2logz, 27 = (\/ﬁ)x, log, V2 =

1
3’
1 2
610g2a — CL?’logZa, 31/1 =, Q=T =, ongm _ 671—|—m7
37 T

2 1 1
log, # > 510g2 6, loga(\/é—k \/§) = §loga2+loga(1 + \/3/2),

log, (%) = (log, ©)?, log, b* = 1'%, log, (log, z) = log,, =,

| 1
logp 7 = o, /logz = (log2)!/2 = logz, log_,(~1)" =,

510g2 3 < 5log2 5

Y

1+1log, b’
1
_ 2 _ _ _
logo0=1, log;1°=2, log_,x= oz 2’ log /z(z) = 2log, =,
1
log 4=y () = 98a :1:’ log, () = 2log, =, log,(log, ) = (log, )2,
x
1
% =logz —log(1+x), (1+2)"/" =(1+2)"/")", (-a)” =—a",
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log(a + b) log(a — b) = log(a®? — b?), (log(e + z))/* = é log(e + z),
log, (%) = 2log,le], logz =y <= = exp,y,
log, 7 <y <= T <exXP,Y, €XP(ge)Y = EXP(qu) T = eXP,(2Y),
exXp, (eXpy T) = eXPgy T,  (exp, ) (exp, z) = expyy z,  4%a? = (4x)*F2,
exp, (exp, 7) = expy(exp, #), a” =a, Var=nV", Var = (Va)".

70. Mostrare che log, = ha lo stesso segno di # — 1, quando = > 0, a > 1. Analogamente
a” — 1 ha lo stesso segno di x, v/ — 2 ha lo stesso segno di. ..

71. Risolvere le disequazioni seguenti:

27 > 4172 3o+l < 9771 og,x <3, y/log, x < 4,
log, v > V2, logs(1—x) <logs(1l+x).

72. Studiare il segno delle espressioni seguenti:

log, x — log, 72

27 (2% —2z), 3" — 9%, (z—2)logs(x+ 1), 3
x_

73. Trovare l'insieme di definizione delle formule seguenti (quando per i logaritmi non &
indicata la base, fate conto che qui non abbia importanza):

o1/ log|z|, log(x+\/ac—1), logx —log(l —z), log

11—z’
1 1
log(2 — 3% —_—
2— 3%’ og( ) log(2 — 3%)’
log((logy z)* — 1), log(1 —2z+ V1 +z), \/x+2—\/1‘+1,
1 1

log(min{z — 1,2 — z}),

1— 22 -1 min{-3,—-n—1}

74. Quali delle seguenti funzioni sono esponenziali di = o di n? Quali sono potenze di x o
di n? Quali sono polinomi in x o in n?

2
4 1 x

¥ Tra ™
3n/5", 2%l gt (n4x)”, 2"43", 1"42"+.. 40,
1
=

n! n
27”7

? + 323, 22° + 2%, (n—1)(n—2),

75. Dire se questo conto ¢ giusto: 27 = (27)2 = 212 = 227 — (22)n = 4",
76. (Avanzato) Dimostrare che log, 3 ¢ irrazionale.

77. (Avanzato, per chi conosce i numeri complessi) Partiamo dall’uguaglianza vera e?™* =
1 = €%, eleviamo primo e ultimo membro alla i e ricaviamo (e2™)? = (e%)*. Cosa succede
applicando la nota regola delle potenze (a®)¥ = a™¥? Possiamo fidarci di questa regola
quando gli esponenti sono complessi?
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78. Vero, falso o senza senso?

sen®z +cos®’r =1, sen’z >0, sen(z?) >0,

1 1
cos(x <y), cosa=— << a= , tanz 4 tany = tan(x + y),
T cosx

cosrtanx =senx, sen "I = , arctan” ! x = tan x,
sen”™ x

arcsen = arcseny <— senx = senvy, arcsenx = arcseny = senx = senvy,

arcsenx = arcseny <= r =y,

arc(senr) =y <= senz = (arc) 'y, arcsenT = COsy <= SeNnT = arccosy
arcsen r = arccosy <= Senx = Cosy,
arcsen r senw
arctanr = ———, arctan — = ,
arccos x Yy  cosy

_ 1
r=1, arctan lx= ..
tanx

2

arcsen2 X 4+ arccos

79. Cosa ne pensate di questo calcolo:

arcsen(0) = arc(sen(0)) = arc(0) = arc(cos(m/2)) = arccos(m/2) = cos™ " (m/2) =
1

= — = — = 00.

cos(m/2) 0

80. Dire quali delle seguenti espressioni sono predicati, nel senso che diventano vere o false
a seconda del valore numerico che diamo alla variabile n:

(n+1)2>n+5, max{n,n—2,n>—4n}, |n®—4n+1]|,
(n+4>n*)=n<3, (n—-1)/3€Z, min{l—n,2n—4} >3, n!—n?

81. Titolo di giornale: “in tre settimane i contagi si sono triplicati”. Quindiin due settimane
si sono raddoppiati? In una settimana si sono. ..

82. Quanti sono i numeri interi da n +2 a 2n + 17

83. Come proseguireste questa sequenza?

142

2+3+4
3+4+5+6
4+5+6+7+8
5+6+7+8+9+10

13 b

Come esprimereste il termine generico n-esimo usando la notazione con i puntini “...”,
oppure con la notazione di sommatoria?

18
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84. Come proseguireste questa sequenza?

1
1% + 22

1° +2° + 3

144+ 2% 4+ 31 44

1° 4 2° + 3% +4° + 5°

Come esprimereste il termine generico n-esimo usando la notazione con i puntini “...”,
oppure con la notazione di sommatoria?

85. Interpretare (quando sensate) le seguenti espressioni contenenti i puntini di sospensione,
dire quanti addendi o fattori ci sono, calcolare quanto valgono per n = 1,2, 3, 4, tradurli
nella notazione della sommatoria (o produttoria):

L4243 tn, s idapt L2y,
DR n —_— —_— —_— PR —_— —_— —_— —_— ... —
17273 n 2 3 4 n+1’
1+2+3+---+g, 12 +22 4324+ 42", 28422428 4. 4",
n+(n—1)+n-2)+ -, 1"4+2"4+3" 4.+ k",

14+2+43+4++n% 14+2+3+4+-+(n—-1)""1+n",
1-2:3--n®>>n, 1424344+ +4+3+2+1,
1+1+1+---43, 2n+3n+4n+---+n?
14+243+--+n+n° 14243+ -+ (n+n?),
1-2.3.-4...n%

(1+2+3+-+n)+n? N =1-2-3-n,

=2n(2n—-1)2n—2)---

(2n)(2n —1)(2n — 2) - - - }!
!

86. Vero o falso?

2n+1 2n 2n-—1 n n—-1_ (2n+1)!
3 3 3 3 3  (n-—2).37+3
2n addendi
(3n)2 =3n+3n+3n+---+3n,
n fattori 4n fattori 3n fattori
—— n ——— ~ % -~
37 =9.9.9...0, 22" =%.2.2...2, " =g".g".a"...q".

87. Poniamo f(z):=z "+ 2z " + ... + 271 + 2" Quanto vale f(1)?

88. Per ciascuna delle seguenti definizioni calcolare esplicitamente ag, a1, as, a3, quando si
riesce a dare un senso:

an:=C2n+1)+2n+2)+ 2n+3) +--- + (4n — 3),
p :==n+n+n+---+n,
n+1;(;dendi
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89.

90.

91.

92.

93.

94.
95.
96.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

ap = 1+\/1+\/1+---+\/1+\/I,

n radici

13 7

Riscrivere le seguenti espressioni (quando sensate) usando i puntini invece della

sommatoria, e calcolare quanto valgono per n = 1,2, 3, 4:

n 1/8 n 2n n? k
Zﬁa Z 27 227 Z k27 Zka Z(n_k)27
k=0 2 k=1/2 k=1 n k=n+1 k=1 k=n
n cosn 4 n
Z (n—k), Z arcsen k, Z n*, Z(—k)”
k=—n k=senn k=1 k=2

Esercizi del 13 dicembre 2021

Cautela: ci possono essere esercizi sull’induzione che sornionamente chiedono di dimo-
strare cose false.

Un predicato P(n) si dice induttivo, o ereditario, se vale 'implicazione P(n) = P(n+1)
per ogni n.

Dimostrare che per n > 1

1 2
13+23+33+---+n3:<@) :

Dimostrare che per ogni n > 1
1-242-2243-224 ... 402" =2+ (n—1)2""".

Dimostrare che la disuguaglianza n! > 3"~2 ¢ induttiva (cio¢ implica la disuguaglianza
che si ottiene sostituendo n con n + 1) almeno per n > 2. Per quali n & vera?

Dimostrare che 4-5™ > 5-4™ per n > 1. Verificato poi che 2" +4-5" > 4-5" > 5-4™ >
2-3" +3-4", dimostrare che

2" 4+ 5" > 3" 44" Vn > 1.
(Per il passo induttivo sommare membro a membro con 2™ +4 -5 > 2-3" 43 - 4").
Dimostrare che (2n)! > 4" 1In!(n — 1)! per n > 1.
Dimostrare che 1 +24+3+4 4 ---+n" < n"t! per n > 1.
Dimostrare per induzione che 1 +2+3+4+---+n# (n+2)(n—1)/2 per n > 1.
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97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

Dimostrare per induzione che 1 —2+3—4+5—---+(=1)"n = ((2n+1)(-1)" —1) /4
per n > 1.

Dimostrare che 5" > 2"n? per n > 1.
(Moltiplicare membro a membro per 5 > 2(n + 1)?/n?, che ¢ vera per...).

Dimostrare che se n € N e x > 0 allora

-1
(1+x)”21+nm+%x2.

(Se si conosce la formula del binomio di Newton ¢’¢ una scorciatoia rispetto all’induzio-
ne). La disuguaglianza & vera anche per gli x fra —1 e 07

Dimostrare per induzione su n che se n € Ne z > —1 allora

-1 -1 -2
(14+2)" >1+nx+ —n(n2 )x2 + n(n é(n ):1;3.

(Le espressioni algebriche vengono lunghe e una macchina puo giovare).

Dimostrare per induzione su n > 1 che

27!

27(27 — 1)(27 — 2)(27 — 3) -+ - (27 —n + 1)(27 — n) = Pyt

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢ (che possono dipen-
dere da  ma non da n) in modo che la formula P(n) seguente

1z +22° 4+ 3%+ +nz" = a+ (bn+ c)z" !
sia induttiva rispetto a n (cioe P(n) = P(n + 1)) per n > 1. Trovare per quali

coefficienti P(n) ¢ vera per ogni n > 1. (Scrivere la formula di P(n + 1), rimpiazzarne
una parte usando P(n), semplificare e imporre che il risultato valga per ogni n,z...)

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢, d (indipendenti da n)
in modo tale che la formula P(n) seguente

12.20 422.22 1 32.23 4 ... 4 n?2" = 4 + (bn? + cn + d)2" !
sia ereditaria rispetto a n (cioe P(n) = P(n + 1)) per n > 1. Trovare per quali

coefficienti P(n) e vera per ogni n > 1. (Scrivere la formula di P(n + 1), rimpiazzarne
una parte usando P(n), semplificare e imporre che il risultato valga per ogni n...)
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104.

105.
106.

107.

108.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

Trovare una formula per la somma degli elementi delle matrici seguenti:

1 2 3 4
1 1 2 ; g Z 2 3 4 5
2 3 3 4 5 3 4 5 6
4 5 6 7
1 2 3 4 5 n
2 3 4 5 6 n+1
3 4 5 6 7 n+2
4 5 6 7 8 10
5 6 7 8 9 11
n n+l1 n+2 n+3 n+4 ... 2n—1

sapendo che ¢ un polinomio di terzo grado in n. Dare una dimostrazione per induzione
della formula trovata.

Esiste una funzione f:N — R tale che f(1) + f(2) + -+ f(n) = n3 per ogni n > 17

Esiste una funzione f:N — R\ {0} tale che f(1) + f(2) + - + f(n) = f(n)? per
ogni n > 17

Dimostriamo per induzione che n! &€ un polinomio di grado n nella variabile n. Per
n = 0 abbiamo 0! = 1, che ¢ una costante, e quindi un polinomio in n di grado 0.
Supponendo che la tesi sia vera per n, abbiamo che (n 4+ 1)! & di grado n+ 1, in quanto
e il prodotto di (n+ 1), che ha grado 1, con n! che per ipotesi ha grado n. Si puo anche
dimostrare senza induzione: cominciando a moltiplicare i fattori n(n —1)(n —2)---2-1
da sinistra a destra si ottengono successivamente n, n(n—1), n(n—1)(n—2), che hanno
gradi 1, 2, 3 e cosi via; quando saremo arrivati all’'ultimo fattore avremo il grado n.
Tutto chiaro? Il ragionamento fila? Nessuna perplessita?

Vogliamo dimostrare per induzione che (1 — 7)™ > 1 — nw per ogni n > 1. Sia P(n) il
predicato (1 — )" > 1 —nm. Per n =1 viene (1 —m)! > 1 — 7, che & vero. Per il passo
induttivo supponiamo che sia vero P(n) per un n > 1, e scriviamo P(n + 1):

(1-m)"">1—(n+1)x,
che si puo riscrivere come
1-m)"-(1=m)>1—(n+1)m.
Sostituiamo (1 — 7)™ con 1 — n7 usando la P(n) supposta vera, ottenendo
l1—-nm)(l—-m)>1—(n+1)m,

che diventa
l—-7m—nn+nr?>1—(n+1)x,

che si semplifica in
nm? >0,

che & vero. Quindi P(n) ¢ vera per ogni n. O no?

22



109.
110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22
Dimostrare per induzione sun > 2 che (1-2)(1-3)(1—4)--- (1-n) > 1—(n+2)(n—1)/2.

Dimostrare che il predicato P(n) := (n+10 > 2") ha la proprieta che P(n) = P(n—1)
per ogni n € N. Per quali n e vero?

Definiamo per ricorrenza ag := 5, an+1 := 2,/a,. Dimostrare per induzione che a1 <
an per ogni n > 1.

Definiamo per ricorrenza ag := 1, ap+1 = 1 — a,/2. Dimostrare per induzione che
Q42 — Qp+1 ha sempre segno opposto a a1 — ap.

Sia data la successione ricorsiva ag = a1 = 1, ap42 = 2a, + any1. Trovare un numero
¢ > 0 tale che a,, < ¢" per ogni n > 0. (Imporre che scatti I'induzione).

Consideriamo la successione di Fibonacci Fy = 0, I} = 1, Fy4o = F, + F41.
Dimostrare che F,, # n? per n > 2.

Dimostriamo che per ogni n > 1 vale 'uguaglianza 1(n — 1) +2(n — 1) +3(n — 1) +

o4 nn—1)=(n+2)(n? —2n+1)/2. Nel caso base n = 1 viene 0 = 0, che & vero.

Supponiamo vera ’'uguaglianza per n e raccogliamo n — 1 al primo membro
(n+2)(n? —2n+1)

(n—1)(1+2+3---+n) = 5 :

Ricaviamo 14243 -+n = (n+2)(n?—2n+1)/(2(n—1)) e sostituiamo nell'uguaglianza
per n + 1:

(n+1+2)(n+1)?=2(n+1)+1)
5 :

(n+1-1)(1+2+3--+n+(n+1)) =

_ (n+2)(n2—2n+1)
= 2(n—1)

Si ottiene

(n+1_1)<(n+2§((7;_—£n+1) (+1)) (n—i—1+2)((n—|—12) —2nt++1)

che e identicamente vera, come si verifica facilmente.

Dimostriamo per induzione che vale il seguente predicato P(n):
1+243+---+n=n.

11 caso base P(1) & evidentemente vero. Dimostriamo il passo induttivo. Supponiamo
che P(n) sia vero per un certo n e aggiungiamo 1 ad ambo i membri, ottenendo

(14+24+3+--+n)+1=n+1.
Per la proprieta associativa della somma possiamo riscrivere la formula precedente come
142434+ n+1)=n+1,

che ¢ esattamente P(n + 1). Il passo induttivo ¢ quindi dimostrato. Corollario:
sottraendo n da ambo i membri di P(n) si ottiene che 1 +2+43+--- = 0.
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Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

Comunque prendiamo un insieme di n cavalli, questi cavalli hanno tutti lo stesso colore.
Dimostriamolo per induzione. Il caso base € n = 1: preso un insieme formato da
un cavallo, il colore e palesemente lo stesso. Supponiamo che la proprieta sia vera
per un qualche n, e prendiamo un insieme di n 4+ 1 cavalli, che indicheremo con
€1,C2,...,Cn,Cnt+1. Consideriamo il sottinsieme formato togliendo 1'ultimo elemento,
cioé c1,ca, ..., cy: questo comprende n cavalli, e quindi per ipotesi hanno tutti lo stesso
colore, in particolare ¢, ha lo stesso colore di tutti i precedenti. Ora consideriamo
quest’altro sottinsieme ca,...,cy,Ccht1: anche questo ha n elementi, e dunque per
ipotesi induttiva il colore e lo stesso, in particolare, c¢,11 ha lo stesso colore di ¢,.
Ma avevamo gia stabilito che ¢, ha lo stesso colore dei precedenti. Concludiamo che
tutti gli n + 1 cavalli hanno lo stesso colore. Corollario: i cavalli non esistono?

Esercizi del 21 dicembre 2021

(Avanzato) Scrivere un programma con cui studiare “sperimentalmente” la stabilizza-
zione delle cifre decimali della successione a,, := (n + 1)2/(2n? + 1).

(Avanzato) Scrivere un programma con cui studiare “sperimentalmente” la stabilizza-
zione (o meno) delle cifre decimali della successione r,, := a,41/ay, dove a,, & definito
da ay :=1, ag := 2, any2 := 3an4+1 — ap.

Tradurre le espressioni seguenti nella notazione lim,_, ., f(z) = ¢:

n? — 400 per n — +00,
il limite di (senx)/x per x che tende a 0 ¢ 1,
g(z) tende a ¢ quando z si avvicina a —oo

per n che tende a +00, n? — 2n — +o0.

(Teorico) Verificare che la definizione di limite Ve > 03N e RVx e dom f: z > N =
|f(x) — L| < e resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di N:

1
lim — =0 con N =1/e,

z—+oo T

IEIEOO a:2—i£—U1 :% con N =1/(2¢),

xggloo :1:2230—21 :% con N =1/v/2e,
:EEI—EOOQ_m =0 con N = —log,e.

(Teorico) Verificare che la definizione di limite Ye > 0 30 > 0 Vo € dom f : 0 <
|z —zo| < d = |f(x) — L| < € resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di ¢:

lim(z —1)=1 coné =¢,
T—2

lim 2z 4+1)=—-1 cond =c¢/2,
rz——1

222 — 2
lim =2~ 9 cong= £/2,
z—=1 x—1
. logy(1+¢) see>1,
lim2* =1 cond = )
20 min{logy(1+¢), —logy(1 —¢)} seO0<e<1.
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123. (Teorico) Verificare che la definizione di lim,_,,, f(x) = +o0, cioe VM € R 3§ > 0 Vx €
domf: 0 < |z —xo| <= f(xr) > M resta soddisfatta nei seguenti casi con le date

scelte di d:
. 2 n 5— positivo, non importa quanto, se M < 0,
o0 22 o0 ONO=AN L 2/M se M >0
lim 1 _ too cond— positivo, non importa quanto, se M < 0,
;1;4)2(1*—2)2_ o 1/\/M SeM>O
) _ _ | positivo, non importa quanto, se M <0,
m1_1>n_11|x+1|—+oo COmé_{l/M se M >0

124. (Teorico) Verificare che la definizione di lim,_, . f(x) = 400, cioe VM € R 3N €
RVYzr €edomf: x> N = f(x) > M, resta soddisfatta nei seguenti casi con le date

scelte di N:
wgrfoox =400 con N=M
xﬁrfoo 22— 400 con N = {r\l})%importa quanto, :2 % ; 8,
Jim 9" =00 con N = {ic;;r; ;\I;lporta quanto, :Z % § 8,

lim i =+oco con N = ~1/2 se M'<0,
z—4oo 20 + 1 M+ vVM+ M2 seM >0

125. (Teorico) Trovare 6 o N appropriati per la definizione di limite nei seguenti casi:

) . 1 . 2

lim — = +o0, lim = —00, lim z° = +o0,
z—0t T z—1- T — 1 T——00
lim |z 4+ 1] = 3, lim ¢z =0, lim max{z,1 —z} = 2.
T—2 z—0 z——1

126. Analizzare la seguente cartolina di San Valentino:

h 4

| Ve > 0,30 > €, where ¢
represents my love for you.

WV Evil Mad FROM:
Scientist TO:

- Valentines -

Esercizi del 10 gennaio 2022
127. Vero, falso, ambiguo, malformato, senza senso?
V2T < V2, 17 <0, 3-(-2)"=-(3-27), (1 )2=1*
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@)= (o)t 1 - @) = (1)
O P =0f, (- P =4,
(1=VD P -21-VD —1=0°,  ((=)") = 1" = (<), (o) =a*,
1" —1T=1"+(-1)" =0, at —b~ =(a—b)".
per £ — —2 si ha che 22 4+ 2z =47 —47 =0T,
per z — 07 si ha che 22 — 2z =0T — 0" =07,
per x — 07 si hache 22 — 23 =07 — 0" =07,

i (-07) = (im0t eos((-1)") = cos( tim (-1)"),

n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-+00o
. sen x .
lim =0, lim senx = sen2x.
r=400 € r—2x

128. Supponiamo di sapere che f(x) — 0 per x — xg, e che non ¢ vero che f(x) — 0T per
x — x. Possiamo concludere che f(z) — 0~ per x — z(?

129. Supponiamo di sapere che non esiste né lim,_,,, f(z) né lim,_,,, g(x). Che dire di
lim, o, (f(z) + g(z)) e di lim, ., f(x)g(x)?

130. Sapendo che le funzioni costanti sono continue, e che la funzione x — x & continua (cio¢
tende a xg per x — z), tende a +oo per x — 400 e tende a —oco per x — —o0, €
usando le regole su somma, prodotto e quoziente dei limiti, calcolare i limiti seguenti

lim 2z, lim(z—1), lim (z*-1), lim —z, lim
z—0 z—1 z——2 x—~+00 z——11x —1
1 2
lim 3, lim (2z —4), lim , im ,
T——00 T——00 x—+oo x + 1 z—+oo 2 +x
1 1
lim x2(1 — —>, lim (2% — ), lim «® (1 + —), lim (2° + 2?),
r—+0o0 €T r— 400 T— — 00 X T— —00
r(1+1 1 2?2(1-1+42% 2 42
lim M, lim T lim ( . m2), lim w,
T—4o00 €T r—+oo z—+o00 x(; — 1) r— 400 1—2x2
) x(2+%) . 2rv + 1 ) 22 —1 . 22—z 23+22+1
lim ———%, ——, lim <x— ), lim ( ),
r——00 (; + 3)372 x——o00 24 + 3.@2 T— 400 T z——oco\ x + 2 1 — 22
.3 . z(1+x) .z +a? . 2%(x+3) . @3+ 3x?
lim —, lim —————, lim ——, — lim ———,
z—0 22" 220 2x(1 —2z)" 202z — 422’ 250 x(1 —x) r—0 1 — 12
. -z _ z(x —1) . 2t —x , x(x+1)
lim , lim , lim ——, lim ,
e=1 142" 21 (1—2)(1+2) 2=11—22" a5-1(z+1)(22—2+1)
. 2+ , (x —2)? . 2t —dx+4 . ox+1
lim , lim , lim —, lim ,
a——123 41" z=2(x+1)(z—2) 292 22—2—-2" 250+t =
. or+1 o +1 o —1 . x ) T
lim , lim , lim , lim , lim ,
z—0- X =0 T z—0 12 e—1-x—1" a1t x—1
1 )(x—2 2_x—-2
lim ———  lim + lim (z+ (@ —2) im 2

e—lx—1" 2-2(x—2)2" zo2t (z—2)2

131. Sapendo che la radice quadrata ¢ continua e che \/x tende a +oo per z — +o00, calcolare

i limiti seguenti:
-1
lim /3 — 3z, m Vz2+ 2z,  lim ”x , limx—'—ﬁ,
T+ 1 rx—1 1 — 1

li
r—4 T— —00 r—+00

26



Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

lim (\/w+1—\/x—|—2), lim (\/x—Z—\/x+1), xli)rfoo(\/2w—2—\/x+1),

r—+00 r—-+00

z(2+ 3 27 + 1 z(1+-L

lim M7 lim L, lim ( \/15)7 lim T+ x

m—H—oo\/E 9 _ 1 x—4o00 /20 — 1 T—+00 $(1—5> z—+too 1 — 1
x

Y

lim < , lim v ,

lim (\/x2—2az+1—\/x2—2x), lim (\/x2—2x+1—\/x2+x),

T—~+00 T—+00
x x
lim (V22— 22+ 1+ /222 — 32), lim ——, lim ——,
x—)—oo( ) x—)—l—oox /1_|_3%2 T — 400 ‘/£U2—|—1
x x

lim ——, lim ——.
T——00 |£C’ 1_’_% r——00 .’1)2—1—1

132. 1l seguente conto & corretto?

i Viazt — 323 +1 — v/8x6 + a5 — 1

im =

z—+o00 vVt + 223 — 2

Vit — 323 +1— /288421 —276)

_ 4 3 2\ _
-t VI (e ) -
4t — 33 1— 238 -1 _ -6
= lim Vi Pl atVS ’ (Vat(l+2z71) +2%) =
r—+00 21133
4rd — 3 1 — 23/ _
gy VA 12t VS D 0( 24(1+0) +2%) =
xr——+00 2:133
. Vart —3x3 + 1 — 222 9
= lim 2z° =
Tr—+00 2.5(33
. dp* — 323 +1 — 42
= lim =
z>+o0 g(Vaat — 323 + 1+ 22?)
_ —3x3 +1
= lim =
ztoo g(\/at(4 — 3x~ 1 + 2—4) + 222)
. r3(=3 +273)
= lim =
T—+00 a:(ac2\/4 — 3z 14+ 44+ a:2)
20 _
i z*(—=3+0) 3 _§

z—to00 22./4 — 0 + 0 + 222 - 242 -y

133. Ricordando che seno e coseno sono sempre compresi fra —1 e 1, e usando il teorema del
confronto, calcolare i limiti seguenti:

lim (2% — cosz), lim (x + senz — cosx), lim 2% lim —\/5 + sena:’
peo T z—4oo I T =400 T
— 1 ’ —1 1 1
- cos(x2 ), oy E At cos(@ )’ - (_ . _),
T——+00 X T—>—00 x4t +1 z—0\ 12 T
2
lim <1’ + +cos(x3_2w)>, lim (z+1)(2+sen /a2 —1).
x—+oo\ 1 — 2 PN
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134. Ricordando la continuita e i limiti agli estremi delle funzioni esponenziali e logaritmiche,
e i limiti di /2™ e (In, x)/x per  — 400, oltre alle regole gia viste prima, calcolare
i seguenti limiti:

|
lim (3% —z), lim 27!, lim (5° —24%), lim ——22%
r—-+o00 Tr——00 r—-+o00 r—+00 3z
i sen 2% i 22 -3 41 i 222 + 37 — 1
lim , lim —r, im ————,
z——00 3% z—4oo 23 — 21 + 2%’ z—-—oc0 32+ — 37
lm 3% lim 2%%,  lim 273771, lim 200D/
z—0t ’ z—0— ’ —+00 ’ z—0 ’
log, x
. 2 . T oz : 2
mggloo 10g2 (I 1)7 xllf_’l:loo 10g3 (3 2 )7 mli)rélJr T ’
lim log Ltz lim (logy(z + 1) — log, z) lim 2 loga
T—r+00 2 xr — 1’ T—r+00 2 2 ’ r—0t ’
lim log, \/5, lim log, \/57 lim (logy ) :
Tr—+00 10g2 €T Tr—+00 €T r— 400 X
1 2y —1 |
i [082(77) Zlogpw o T  (5e —9m),
x—+o0 log, e—0t 1/x z—Foo

135. Ricordando che seno e coseno sono continui, che (senz)/z — 1 e (1 — cosz)/z? — 1/2
per z — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scomposizioni in
fattori. .. ), calcolare i seguenti limiti:

. sen(x?) . 1P —z . sen(2x — z?) , r— 22
lim , lim ,  lim ——, lim ———,
z—0 z—0 senw z—0 x z—1 sen(x — 1)
tanx . senx ) 1 ) z—1
lim , lim , lim zsen —, lim zsen ,
z—=0 T z—or g — 1 z—~+00 €T T—+00 2
. 2?42 1 . (cos2x)—1 . l—coszx . l—cosz
lim sen —, lim ——,  lim ———, lim ———,
z——oco x — 1 2’ 10 2 z—0+ x3 =0 13
. 1—cosx ) sen? x ) rsenw . cos’x+cosw — 2
lim ————, lim——, lim ————, lim 3
a—0t  z(x —2) 2501 —cosx’ a—01—cosdx’ a0 x3 —2x

136. (Semplificazioni nei limiti: regole e pseudoregole) E vero che se f(z) — £ allora vale
anche I'uguaglianza lim(f(x)+ g(x)) = lim(£+ g(x)), nel senso che qualora uno dei due
membri esista, esiste anche l'altro e sono uguali? Se f(z) — ¢ allora lim f(z)g(x) =
lim 4g(x)? Se f(x) — ¢ allora lim(f(z)g(x) + h(x)) = lim(Lg(x) + h(x))? Se f(x) —
¢ allora lim(f(x) + g(x))h(z) = Uim(¢ + g(x))h(z)? Se f(x) — £ allora lim(f(x) +
g(x))/h(z) =lm(l+g(z))/h(x)? Se f(x) — ¢ allora limexp(f(x)+g(x)) = limexp({+
9(2))?

137. Consideriamo il lim,_, 1 (—1)?". Facendo il cambio di variabile 2n = m otteniamo
lim, 1 00(—1)%" = lim,, .1 00(—1)™. Sappiamo che il lim,, ;. (—1)™ non esiste,
perché funzione oscillante. Quindi anche il limite iniziale lim,,_, ;o (—1)%" non esiste.
Sicuro?

138. Vogliamo calcolare il
) 1
Jim (G =)
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Il limite si presenta nella forma indeterminata +oo — co. Ispirandoci al limite notevole
(e® —1)/z — 1 per x — 0, procediamo cosi:

i () = (e ) = () =
n—l>r—|r—100 el/n 1 )= n—l>1}—100 et/n—-1 1 " _n—1>I—|I—loo 1% )=
n

1/n

= nll)riloo(n —n)=0.

Giusto?

Nel seguito i logaritmi in cui non viene indicata la base si devono assumere in base e,
ossia logx =log, z = Inx.

139. Ricordando che esponenziale e logaritmo sono continui, che (In(1+=x))/z — 1, (e — 1)
/x — 1 per x — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scompo-
sizioni in fattori, limiti notevoli precedenti. .. ), calcolare i seguenti limiti:

1—¢" e 1 . log(1 — 2?) . x— a2
lim ,  lim ,  lim ———=, lim ,
z—0 T z—0 2 z—0 x2 + 223 z—1 logx
1 1
lim —2% , i oglz| , lim xlog s , lim z(1-— el/m),
z—01 —e® z——122 —1 x—+00 x T—+00
2 2
2x) — 1 -1 -1 log(1 —
g 0820) =L et — L oy, s = V)
z—0 zlog(x +1)" z—mo+ a3 z—0 3 e—0t  x(z — 2)
i sen?  lim log(1 + x) — log(1 — x)  lim e® — log(e + x) .
z—0 (1 —e®)(1—e2*)”  2-0 2 £—0 3 — 2%
140. Esercizi di ricapitolazione:
21/m
lim (V2 +2—v2F —x), lim2YCD im0
r—+o00 z—1 z—0 921/z
lim (2® —logyz+2°7"), lim 3°(1—cos3™"), lim 2"T%"%
r——+00 T——00 r——+00
, 2 sen(sen x) .1 —cos(senx)
lim ———  lim ——— T
z——o00 2+ sen?x’ -0 x =0 1 —cosx
2 — 122
lim x_senx} lim T x, lim (z* — 2% + cosz),
=0 12— 21 -0 sen? x z—+o0
1 2z — 1 3% =27
lim <2x — z°% sen —), lim 22 SR T Co8 x’ lim 083 +2) ,
z—+00 x =0 1—cosx &— 00 logy
lim x+1—cos\/§, lim cos(:cz)z—cosx, lim (1—senx)(1—cosx)‘
z—0+ senx z—0 sen? x z—0 sen

Dare per noti la continuita di esponenziale e logaritmo, nonché i limiti di (1 + 1/z)*
per x — 4o0; di (14 2)Y/*, (In(1 4 x))/z, (e* — 1)/x per z — 0.

29



Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

141. Calcolare i seguenti limiti, usando per esempio la formula a® = e®!™@:

1 n—1 1 n
lim (1 +senz)Y®,  lim <1+ ) , lim <l—|— nt > )

z—0 n—-+o0 n-+2 n——+oo 2n2 +1
2n + 3\ /2 _ 2n2 + 3\ /2 _ n? + 3\ n/2
lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) ,
n—+oo\n2 + 1 n—+oo\ n2 + 1 n—+oo\n? 4+ 1
1/x . 1/ . on\1/x
ig%(ln(e—l—x)) , ilg%ln((e—l—x) ) ilg%(l—l—x—i—x ),
lim (cos x) 1/1:, lim (cos x) Le , lim (cos T — sen 33) 1/96,
z—0 z—0 z—0
lim (ew + 2% — l)l/senm, lim (2“ + 3" — l)l/ln(HI), lim (em + sen x)l/z.
z—0 z—0 z—0

142. (Avanzato: semplificazioni nei limiti con esponenziali, regole e pseudoregole) E vero
che se f(x) — ¢ allora lim f(2)9®) = 1lim £9(*)? Se f(zx) — £ allora lim f(x)9®) h(zx) =
lim 9@ h(z)? Se f(x) — £ allora lim f(x)9®) /h(x) = lim 9 /h(z)? Se f(z) — ¢
allora lim f(x)9®) = 1im£9() /h(x)? Se f(x) — £ allora lim f(2)9®) /h(z) = lim ¢9(=)/
h(z)? Tutti vanno intesi in questo senso: quando esiste il limite al secondo membro
allora esiste anche il limite al primo membro e sono uguali. Possono aiutare ipotesi
supplementari su ¢ come che 0 < £ < 400 Al # 17

143. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim :c(x—l—\/acQ—Zx), lim (ac— :UQ—Zac)m.

r——+00 r— 400

144. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim x(—1+\/x2+3x—\/x2+m), hm (\/x2—|—3x—\/x2+x) .

r——+00

Esercizi del 21 marzo 2022

145. Rappresentare graficamente gli insiemi seguenti:

{0,v2, 7}, {x2 cx e {-1,2}}, {mGR:xQ € {-1,2}},
{v/n:n e N}, {(=1)":n € Z}, {neZ:(-1)" € N},
{12,22,32, ..., 7%}, {12,223, ... ,n?,..., 7%}, {12,22,32, ..},
{1222, 3%, ..., n?}, {12,22,3%,...,n%,...}.

146. Gli insiemi seguenti coincidono?

{n211 ”GN}’ {"GN’MHZO} {”GN‘anEN}

14'7. Vero, falso o senza senso? Rappresentare graficamente i vari insiemi.

2
géun elemento di { :neN},

n-+1
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n
eN},
n+1
[0,1] C{z €R:2*+ 2z —4 <0},
[0,1] C{z?+22 —4: 2 € R,z <0},

;e{nGN:

[07 1] :>[_172]
n?—1 n?—1

- Z}
n? + 1 _{n2—|—1 nelfy

r—1<{zeR|(x—1)(z+1) >0}

148. Trovare massimo e minimo dei seguenti insiemi finiti di numeri reali:

2 14 1 16 13 51 1 1
{1_77_571_3737_§7_171}7 {Za\/i_la 7_7T}7

,7T,\3/§—1,\/§}.

1
{ Vi+V2+1
149. Dire se le seguenti affermazioni sono vere, false o senza senso:
max{—1,0,2} = {2}, il minimo € minore del minorante,
il maggiorante ¢ maggiore del massimo

il maggiorante € maggiore o uguale del massimo,
il minimo e maggiore o uguale a ogni minorante,
0 ¢ minorante di {1,4, Z},

1 ¢ maggiorante di {n € Z : 3n — 4 < 0},

n+95
2 ¢ i te di { :neN },
¢ maggiorante di | o~ T8 n
n? + 1 & maggiorante di {n®: n € Z},

un maggiorante ¢ sempre maggiore di un minorante,
{—1,-2,0} & minorante di 0,
max AU B = max{max A, max B},

max A N B = min{max A, max B}.

150. (Avanzato) Trovare almeno un maggiorante e almeno un minorante dell’insieme {z €
R\ {0} | 42° 4+ z + sen L = 0}.

151. Dimostrare che se T ¢ un maggiorante dell’insieme {z € R | f(z) < 0} e se f(z) < g(x)
per ogni z, allora Z & maggiorante anche di {x € R | g(x) < 0}.

152. Tradurre nelle notazioni tipo max{...} o inf,c_. ... le espressioni seguenti e trovarne il

valore:

il massimo dell’insieme degli z tali che 2% — 3 < 0;
I’estremo inferiore degli 2 — 3 al variare di x € R;
il minimo dei numeri naturali il cui quadrato € minore del fattoriale;

I'estremo superiore degli z € R per i quali esiste un y € R tale che 22 + 32 < 1..
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153. Dimostrare la disuguaglianza |senz| < |z| confrontando le aree del settore circolare e

del triangolo in figura:

154. Definiamo la funzione f(x) cosi:

f(z) =l !
xXr) = 11m —.
z—+00 /1 +£E2

Calcolando f(x) per = 1 — /2 viene

. 1
f(l a \/5) B 1—\/%2—1-00 \/1 + (1 _ \/5)2

O no?
155. Ci proponiamo di calcolare il
. 2 o
i1_>ml sgn(z® — 2z + 1),

dove sgn ¢ la famosa funzione segno (sgn(zx) =1 se z > 0, sgn(0) = 0, sgn(zx) = —1 se
x < 0). Ragioniamo cosi: se facciamo il cambio di variabile y = 22 — 22 + 1 abbiamo
y — 0, e quindi

li 22z +1)=1li :

lim sgn(a” — 2z +1) = lim sgn(y)
Ora dovrebbe essere noto che lim,_,o sgn(y) non esiste (i limiti da sinistra e da destra
sono diversi). Concludiamo che anche il limite di partenza lim,_,; sgn(z? — 2z + 1) non
esiste. O si? C’e¢ un baco nel ragionamento? Dove?

156. Vero, falso, o senza senso?

. xr 2z . 2 9
ﬂclggwm—{—l_Zx—l—l’ xgg-lﬁ-l(x_FS) = (@+4)7%
1 2
lim — 2 v lim  f(~2) = ~f(@).

z+1—2x2 1—|—(ZI3—|—1)2 - 1—|—ZIJ‘4’ z—f(z

lim xr) =g(—x), lim z= f"1(0),
Jimg@)=g=a), lim oz =770

lmy=a fme=y lm ya= /T o,
) Vazt — 323 +1— /823 + 22 — 1
im —

x—+00 2x

r— 1.

157. Calcolare il

1—-¢ t
lim an(arcsen z) tan(arccos x) .

x—0 Vi—z? 1

T tan(arcsen x)
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158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.
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Dire che la successione reale a,, ¢ strettamente crescente equivale a quali delle seguenti
formule?

ap < Gy Vn,m € N|
Vn,meN n<m=a, <apn,
Yn,meN n<m= a, < apn,
VneN a, <apt1,
VneN a, <ap_1
YneN a, <a,_1
VneN a,-1 <apt1
VneN a, 1<ap,

a
Vn € N LI
Qn+1

Sapendo che a,, — +00 per n — +oo e che b,, > a,, per tutti gli n pari, si puo concludere
qualcosa sul limite di b,,7

(Avanzato) Dando per noto che la successione a,, := (1 + 1/n)™ & crescente e tende
ad e, dimostrare che anche ¢, := (1 + %)” e crescente e trovarne il limite (osservare
che ¢, = \/az2,). Similmente per d,, := (1 + %)2”.

(Avanzato) Adattando la dimostrazione fatta a lezione della crescenza di (1 + 1)",

dimostrare che a,, := (1 + £)™ ¢ crescente rispetto a n per gli n > max{1,1 —c}. 1l

risultato ¢ valido anche se ¢ < 07

n—+1 N ,
§) non € ne

(Avanzato, ma non difficile) Mostrare che la successione a, = (1 + 2
crescente né decrescente sugli n € N'\ {0}.

Dimostrare per induzione che 12 +2% 4+ 3%+ ... +n?" < 17n2" /16. Si possono sfruttare
le proprieta note della successione (1 + %)”

(Avanzato) Usando la disuguaglianza

-1
(1+x)"21+nx+%x2,

valida per n € N e x > 0, al posto della disuguaglianza di Bernoulli, dimostrare che la

successione
C n+1
by, := (1 + —)
n

¢ decrescente se 0 < a < 2.

(Avanzato) Usando la disuguaglianza

-1 -1 -2
1+2)">1+nx+ —n(n2 )x2 + n{n é(n ):1;3,

valida per n € N e x > —1, al posto della disuguaglianza di Bernoulli, dimostrare che
la successione
C TL+1
b, = <1 + —)
n

e crescente se ¢ > 2 sugli n sufficientemente grandi. (Ci si pud aiutare con una
macchina).
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166. (Avanzato). Ricalcando la dimostrazione che la successione a,, := (1+1/n)™ & crescente,

dimostrare che anche ¢, := (1 +2/n)" & crescente. Dimostrare poi che ¢, tende a 2.

(Per il calcolo del limite osservare che cg, = a?).

167. 1l teorema del confronto, detto anche dei carabinieri (in inglese “Squeeze Theorem”),
si puo riformulare dicendo che se f(z) < g(z) < h(x) per ogni x, allora

lim f(z) < lim g(z) < lim h(z)?

Tr—rTo Tr—rTo Tr—To

168. Dimostrare che

n n 2 n
lim S 400, lim L 0, lim (2n)

=0.
n—+o0 (n + 1)! n—+o0 (Qn)! n—+o00 (Qn)!

n
169. Dimostrare che n_' > 2(n=1/2 " Che limiti si possono dedurre dalla disuguaglianza?
n!

170. Calcolare

n" , 205" , (2n)! , n"
im —, lim ——, lim ——, lim —.
n—+00 (n + 2)! n—+00 (2n —+ 3)! n—+oo NN n—-+oo 3(n?)
171. Calcolare
. n" . n!+Inn . 2" + e . n"
lim —————, lim ——, lim , lim .
n—+oo n? + 2n + 2 n—+o00 nn" n—+oo ! n——+oo (n!)2

172. Sipuo scrivere
n fattori, tutti >1

<1+l>n:7n/+1.n+1...n+1
n n n n

Quindi il limite € +00. O no?

173. Sipuo scrivere

tutti i fattori tendono a 1

I\ n+1 n+4+1 n+1
<1_|__> = . .
n n n n
Quindi il limitee 1-1-1---1=1. O no?

174. Vero o falso? (Per ogni valore ragionevole delle variabili che renda sensati primo e
secondo membro)

I 4 !
(m+Dl=nln+1), (+2)=nl+{n+1), @m+m)= n.;m_,

(= )=

n+D"=mn+D"n+D" Y n+1)"2 .. (n+1)>%(n+1)%
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176.
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178.

179.

180.
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Sappiamo bene che /n — 1 per n — +o00. Ci proponiamo di calcolare a cosa tende
Vvn!. Possiamo scrivere

lim Vn!l= lim ¢n-(n—1)= lim ¥n Y(n-1)=

n— —+o00 n— —+o00 n— 100\~
—1
oy 1 Hy —_ ' oy 1 e — . — ' o
e V= Dl= lim Y= 1) (n - 2)
— 1 n _ n _ ‘ —
nﬁlinoo\—\/n,—/l \/(n 2)
—1
REIEOO V(n—2)! nll)I_’I_loo Yn—2)-(n—=3)"=...

Proseguendo il conto, dopo m passaggi ci riconduciamo al limite di /1, che vale
ovviamente 1. Concludiamo che ¥/n! — 1 per n — 4o0. Possiamo anche procedere
dalla coda, estraendo successivamente /1, ¥/2, /3 eccetera, finché rimane soltanto
{/n, che sappiamo tendere a 1. Giusto?

Nella formula seguente

n n n n n

n n n
n! n n—1 n—2 n-—3 n—k 3 2 1

il primo fattore
successivo

tende a 1. Se il termine generico —*+ tende a 1, anche il termine

m tende a 1. Quindi, per induzione, tutti i termini tendono a 1. O no?

(Avanzato) Consideriamo la successione a,, = (2n)!/n". Mostrare che vale la relazione

ricorsiva
2(2n + 1)

Studiare monotonia e limite della successione.

ap41 = n -

(Avanzato) Consideriamo la successione a,, = (27?) /n™, dove () =n!/(kl(n — k)!) ¢ il
coefliciente binomiale. Mostrare che vale la relazione ricorsiva

4n + 2
1 n
(1)
(n+1) —I—n

An4+1 = Ay, -

Studiare monotonia e limite della successione.

Consideriamo le funzioni z, % — 2z, (r—1)(x+1), (senz)/x, 2—2cos, log x, log(1/z),
1/(z — 22), e, e=®2, 27 271 (z 4+ 1)® (e altre inventate sul momento) per z —
+00. Dire quali di queste sono infinitesime o infinite e metterle in ordine di infinito o
infinitesimo crescente. Scrivere tutte le possibili notazioni di Landau che valgono fra
queste funzioni.

Consideriamo le funzioni z, 2% — 2z, sen2x, x/senz, 2 — 2cosz, logz, 1/(z — 2?),
el/m2, e~ /" (e altre inventate sul momento) per x — 0. Dire quali di queste sono
infinitesime o infinite e metterle in ordine di infinito o infinitesimo crescente. Scrivere
possibili notazioni di Landau che valgono fra queste funzioni.
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181. Sapendo che f(n) = O(g(n)) per n — 400, possiamo dedurre che f(n)" = O(g(n)™)?

Esercizi del 13 aprile 2022

182. Data una funzione continua f di variabile reale e una successione x,, che converge a 7,
tutti nel dominio di f, quali delle seguenti formule hanno senso e sono vere?

lim f(z0) = fxo), L f(zn) = F(zo), Hm-f@m)=f< lim %J,

n—0 n—xo n—+00 n—f(2)
o flen) = flzo), i flen) = fn), niH&me$n>==f(n£Hzown)7
ngrfoo f(@n) = +o0, nli)r_foo f(@n) = xgrfoo f(z).

183. Quali di queste funzioni sono continue sul loro insieme di definizione? (|x| & la parte
intera di = per difetto, cioe il massimo intero < x)

]

1 1
T log(—:/zr:2 - 1), 22 -3, — 4z, arctan —,
x

x—1’

3 — 2x,
x
r+sgn(2e +1), |z +x, sgn(l+2?), sgn(l/z), log(l+z).

184. Tutte le seguenti funzioni sono continue sul loro dominio, eccetto una. Trovarla senza
fare calcoli:

log(1 + 3% @) cos3(x? — 3z) 14V tan ||
’ * 1 >7 _ v 1 * )
arctan \/x v exp( * |x] z VI og(z + )
og = T+ |z
cos <logl &% (log x)), 523 gl _’ ‘L’

185. Supponiamo di avere un teorema che dice “sia f:[a,b] — R una funzione continua,
allora bla bla bla”. Dire se il teorema si applica alle funzioni seguenti:

f(a:):xQ_a;;_Q, a=0,b=3,
fl@)=vz, a=0b=1,
fz) =e"t3 a=—o00, b= —4,
flx) =|z= -1, a=-1,b=1,
f(a:)—é—l, a=vV2 b=—1,
f@)= =g a=0b=2



186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.
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Volendo esprimere che f & positiva su tutto R e corretto scrivere come segue?
Vr e R <f(:1:) e positiva).
Volendo esprimere che f e limitata su tutto R e corretto scrivere come segue?
Vex € R f(z) & limitata.

Volendo esprimere che f & illimitata superiormente su tutto R e corretto scrivere come
segue?
Vx € R f(z) ¢ illimitata superiormente.

2 & continua su tutto R si pud scrivere nel modo

Per dire che la funzione f(z) = =
seguente?

Vex € R f(x) ¢ continua.

Posto f(x) := x? — 2x — 1 rappresentare graficamente i seguenti insiemi:

F{0}), f({o,1}), f([0.1]), f(0.2]), f(10,3[\{2}),
FQo3) N\ {2y, fH({0y),  £([01]).

Sia f:R — R. Sapendo che f(x) & positiva, posso dedurre che f(v/2) ¢ positivo?
Sapendo che f(x) & continua posso dedurre che f(—2) & continuo? Sapendo che f(x)
¢ continua posso dedurre che f(y/z) & continua? Sapendo che f(z) & derivabile posso
dedurre che f(5/2) e derivabile? Sapendo che f(x) ¢ derivabile posso dedurre che
f(f(=x)) & derivabile? Sapendo che f(x) & invertibile posso dedurre che f~1(z) &
invertibile? Sapendo che f(z) ¢ crescente posso dedurre che f(z?) & crescente? Sapendo
che f(x) & limitata, posso dedurre che f(3) ¢ limitato? Sapendo che f(x) e illimitata,
posso dedurre che f(lim,_,400(1 + 2)™) ¢ illimitato? Sapendo che z* & crescente per
ogni z € R, ponendo x = 1 possiamo dedurre che 13 & crescente?

Consideriamo la funzione f(x) =1/(3z — 1), a = 0, b = 1. Si puo applicare a questa
funzione la procedura iterativa di bisezione, come descritta nella dimostrazione del
teorema dell’esistenza degli zeri? 1 punti a,, b, hanno limite? Quale? Questo limite e
uno zero della funzione? Ripercorrendo la dimostrazione, quali passaggi continuano a
valere e quali no?

Usando il teorema dell’esistenza degli zeri (o quello dei valori intermedi), dimostrare
che le seguenti equazioni hanno almeno una soluzione reale:

20° — 22 +20—1=0, z+e*=0, z+senz=0, z°=cosz.

Usando il teorema dei valori intermedi, dimostrare che le funzioni seguenti, ciascuna
sul proprio dominio, assumono tutti i valori reali:

2% — 2?2 +2x—1, x+e%, x+senx.

Un alpinista parte alle 8 del mattino per salire a un rifugio. Il giorno dopo riparte dal
rifugio alle 8 del mattino e fa lo stesso sentiero nella direzione opposta fino al punto di
partenza. Mostrare che esiste (almeno) un punto della strada in cui ’alpinista & passato
nei due giorni esattamente alla stessa ora. Il luogo € necessariamente unico?
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197.

198.

199.

200.

201.
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Un gioco per esercitarsi con i numeri in una lingua straniera funziona cosi: 1'insegnante
chiede a uno studente, per esempio, quanti abitanti ha New York. Lo studente dice
un numero, e 'insegnante risponde “di piu” oppure “di meno”, poi ripete la domanda
a un altro studente, e cosi via, finché si arriva alla cifra esatta (tutta la conversazione
in lingua straniera, naturalmente). Confrontare questo gioco con la procedura della
bisezione nei teoremi dell’esistenza degli zeri o di Weierstraf.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che esistano finiti lim,_, o f(2)
e lim, o f(x). Dimostrare che f & limitata. Ha necessariamente punti di massimo o
minimo globale? E se si aggiunge 'ipotesi che lim, 1 f(z) = lim,_,_ f(z)?

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(x) > 0 per ogni z € R, e
supponiamo che f(z) — 0 sia per x — —oo che per x — +00. Dimostrare che esiste
almeno un punto di massimo globale per f.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua per la quale i limiti per x — +o00 e
per x — —oo esistono finiti e coincidono. Dimostrare che almeno uno fra il supg f e
I'infg f € un valore assunto da f.

(Avanzato+) Sia f:[a,b] — R una funzione tale che lim,_,,, f(x) esista e sia < f(x¢)
per ogni zp € [a,b]. Dimostrare che I'insieme dei valori assunti da f ha massimo.
(Ripercorrere la dimostrazione del teorema di Weierstrass, con modifica alla fine).

Per ognuno dei seguenti grafici decidere se si tratta di una funzione, e, qualora lo sia,
se € monotona, e di che tipo:

- <=

R

I D~

R N SN
~ N A
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203.

204.

205.
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207.
208.

209.
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>: /

//

La funzione f(z):= 3z + |z — 1| — 2|z| ¢ monotona? Strettamente o debolmente?

Pud una funzione essere sia debolmente crescente che debolmente decrescente? Puo
essere sia strettamente crescente che strettamente decrescente?

Dimostrare che la somma di funzioni crescenti e crescente, e che la somma di funzioni

decrescenti e decrescente. Si puo dire qualcosa della somma di due funzioni monotone?
O della differenza?

L’opposto di una funzione monotona ¢ monotona?
La composizione di funzioni monotone € monotona?
Se f(x) e g(x) sono monotone, anche f(x)/g(z) ¢ monotona? Che dire di f(x)9(®)?

(Avanzato). Dimostrare che il prodotto di due funzioni positive crescenti & crescente.
E il prodotto di due funzioni negative crescenti? Lo stesso per due funzioni positive
decrescenti, o negative decrescenti. E il prodotto di due funzioni crescenti che cambiano
segno?

(Avanzato). Verificare che per ogni 2,y > 0 con x # y si ha o — /y = (x —y)/ (Vo +
V¥)- Dedurre che la funzione f(z) := \/z & strettamente crescente su [0, +ool.
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211.

212.

213.

214.

215.
216.

217.
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(Avanzato) Verificare che vale I'uguaglianza

a3—b3:(a—b)<2b2+<a+g>2>.

Dedurne che a® — b3 e a — b hanno sempre lo stesso segno. Dimostrare quindi che
la funzione f(z) := x> + z & strettamente crescente su tutto R. Mostrare anche che
f(R) = R, che f & invertibile, e che I'inversa & continua. (Usare il teorema dei valori
intermedi e il teorema sull’invertibilita).

(Avanzato). Consideriamo la funzione f(x) := 23/(1 + z2). Verificare che per ogni
z,y € R si ha
21+ 22)(1 + y?)

Dedurre che la funzione f & strettamente crescente su R. (Rivisitare questo esercizio
dopo aver svolto la teoria delle derivate).

flx) = fly) = (x—y).

Vero o falso?

|senx| = /1 —cos?z, sen(xr+m)=senz, sen(2m—z)= —senz,
Va € [-1,1]: senarcsenz = x,
Vz € [0,1]: arccosz = arcsen /1 — 22),

Vo € [-1,1]: arccosx = arcsen/1 — 22, Vx € [—m,7]: arcsin(cosx) = g —|z|.

Trovare I'insieme di definizione delle formule seguenti (quando per i logaritmi non &
indicata la base vuol dire che non ha importanza):

1
sen(1/z), pr—— arcsen(log, ), arctan(l+ x), arccos 122

Va2 +x —6—arcsen(3z), log(2+sen(l/z)), arcsen2”".
(arcsen x e arccos x sono definiti quando —1 < z < 1; arctan z € definita per ogni = € R).

Discutere l'insieme di definizione delle funzioni f(x) := zva? —leg(z) := v—1 — 22 X
vV—2—2x2, h(z) := |y/z|. 1l problema & se ammettere che nel corso dei calcoli

compaiano numeri complessi, anche se il risultato finale e reale.
(Avanzato) Dimostrare che ’equazione x senz = cosz ha infinite soluzioni distinte.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che x f(z) — 400 sia per x — —o0
che per x — 400. Dimostrare che f ha almeno uno zero.

(Avanzato) Considerare la funzione f(x) := 3z — 1 su [a,b] = [0,1] e siano [ay, by,]
gli intervallini prodotti dal metodo di bisezione del teorema dell’esistenza degli zeri.
Calcolare esplicitamente a,, b, per n da 1 a 3. Mostrare (per induzione) che a,, € b,
sono tutte frazioni con denominatore una potenza di 2. Dedurre che la bisezione non
termina in un numero finito di passi.
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219.

220.
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222,

223.

224.

225.

226.
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228.

229.

230.
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(Avanzato) Considerare la funzione cos z sull’intervallo [0, 37]. Siano [ay, b,] gli inter-
vallini prodotti dal metodo di bisezione del teorema dell’esistenza degli zeri. A cosa
tendono a,, e b, per n — 4007

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(z + 1) = —f(z) per ogni x.
Dimostrare che f si annulla in infiniti punti. Conoscete un esempio concreto di una
tale funzione f?

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(x) — +oo sia per x — +00
che per x — —oo. Dimostrare che esiste almeno un punto di minimo globale per f e
che ogni valore maggiore del valore minimo viene assunto in almeno due punti distinti.

Sia I un intervallo e f:I — R una funzione monotona. Dimostrare che se J & un
intervallo in R, allora f~!(J) & pure un intervallo.

Il grafico della funzione v/1 — 22 & un semicerchio. E una funzione monotona? Ha dei
tratti monotoni? Ha dei tratti invertibili? Come sono le inverse di quei tratti invertibili?

La funzione f(x) = z—1/z € monotona per x > 0?7 (Differenza di funzioni monotone. . .)
E’ invertibile? Qual’e la formula dell’inversa?

E’ vero o no che sen(arcsen z) = z per ogni 7 E’ vero o no che arcsen(senz) = x per
ogni x?

(Avanzato) Sia f:[a,b] — R. Supponiamo che per ogni zy € [a, b] esista 6 > 0 tale che
la f & debolmente crescente su [a, b] N [xg — §, 29 + §]. Dimostrare che f & debolmente
crescente su tutto [a, b].

(Avanzato) ia f:[a,b] — R una funzione continua a sinistra in ogni punto, cioe tale
che lim_, - f(z) = f(xo) per ogni zg € |a,b]. La f & necessariamente limitata? (Cosa
succede per xo = a?). E se si aggiunge 'ipotesi che f sia continua (a destra) in g = a?

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua per la quale i limiti per x — 400 e
per x — —oo esistono finiti e coincidono. Dimostrare che almeno uno fra il supg f e
I'infg f € un valore assunto da f.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := x? — 2z nel punto generico z, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi I'’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xo = —1.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := (z —1)/(2? +1) nel punto zg = 1 usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Lo stesso per la derivata
nel punto generico xg. Scrivere ’equazione della retta tangente nel punto xg = 1.

Calcolare la derivata della funzione f(x) := y/z nel punto generico zo > 0, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel
punto xzg = 07 E derivabile in zg = 0?7 Scrivere poi I'equazione della retta tangente al
grafico di f nel punto di ascissa xg = 2.
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Calcolare la derivata della funzione f(x) := log(3z — 1) nel punto generico z¢ > 1/3,
usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi
I’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xo = 1.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := /x nel punto generico xg, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel
punto xg = 07 E derivabile in zq = 07 (Si ricordi che si parla di funzione “derivabile”
quando la derivata esiste finita). Scrivere poi I'equazione della retta tangente al grafico
di f nel punto di ascissa g = 2. (Ricordare il prodotto notevole (a —b)(a® +ab+b?) =

).

Calcolare la derivata della funzione f(z) := ¢/senz nel punto generico xq per il quale
senxg # 0, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale.
La f ha derivata nel punto zo = 0?7 E derivabile in 2o = 0?7 Scrivere poi 'equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xg = 7/3.

Esercizi del 6 maggio 2022
Se f e g sono non derivabili in g, anche f + g, f g, f/g sono non derivabili in z(?
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni in tutti i punti in cui la derivata esiste:
—Vz + 22, |z| — |sen x|, Va2 + a3 — /a2 — 23

(Avanzato) Calcolare la derivata della funzione f(z) := /= — v/x + 22 nel punto
generico xg, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale.
La f ha derivata nel punto xzy = 07 E derivabile in xg = 07 Scrivere poi ’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xo = 1.

Vero o falso?

D(max{f(z), g(x)}) = max{f'(z),q'(x)},  DIf(z)] = I|f'()l,
D(f(z+ f(x))) = A+ f'(x),  D(f(f(f(x) = f(f(f ().

Supponiamo che f sia derivabile in 2y ma g non sia derivabile in g (x¢ sia nel dominio
di entrambe). La funzione f + g & non derivabile in z(?

Supponiamo che f e g non siano derivabili in z( (z( sia nel dominio di entrambe). La
funzione f 4+ g € non derivabile in z¢?

Volendo esprimere che f e derivabile su tutto R e corretto scrivere come segue?

Vex € R f(x) ¢ derivabile.
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241. Calcolare le derivate nel punto generico = delle funzioni seguenti:

3¢ +8, 2+4x—senz, bHx>+2x—9, e +cosz, -5z’ +3z°—6x+1,

1
z? —log2, (x—3)cosw, arctan2 — u, %, log(e — x)
xcosx, (Inz)senz, (2—x)lnz, e“(cosz+senx), (x+senz)lnz,
x+7 1 3z +1 (x —1)coszx x e 2x+senz 5
e’ —x —
20— 5 2243z 222 —4x—3’ er ’ " 5—cosz x+41
132
cos(2z —7), tan(l —2?), (z+e%)°, (sen2zx —cos3z)?, sen? (1 + —) ,
iy
el +Inzx tan(1 + x) 1— (Inxz)? ( N e’ +e " )2
seng + ———
(x+1)2 7 224+(1-2)2" (2—2x)2~ 1+ sen?z
7, |x—1], senjsl, fens|, loglz+1|, [llog(z—1)].

242. Posto f(z) = 322 — senz, quanto vale f/(3z? —senx)?

243. Posto f(x) = 525 dire se & vero o falso che

f/<2a:x— 1) -= (2(:101112)1.)—2%2.

244. Quale delle seguenti notazioni indica la derivata di f(x)?

Df(z)
Dx ’

D' f(x).

245. Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

senzx + 3% — arctan z, zt + arcsen x, logz — cosx + /.

246. Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando anche per quali
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

232 log z, sen  cos r, e’ Jx,
3z tsenz log z, 22 log x arctanz, 5 arcsen x cos .

247. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando anche per quali x siano definite
le funzioni e per quali esiste la derivata:

1 1 1

x3’ arcsen &’ x2 4 cosx

248. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

x+7 22432z -5 5% +3x — 1
122 — 5’ 224+x—-1" 2—x
1— 222+ 2z 2 — 423 + 625 — 427 + 12
2 —z+1"7 1 — 423 + 626 — 429 4 2127
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250.

251.
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Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

1
(3x +1)2, 2 41, log(2 — 3z?), x arctan —
x

1
arctan(e® + 1)

3x+senx
;

(5log ),

€3x+1

3 S —
-1 log(3 5 .
arcsen(x ), sen(log(3z +5)), sen2z +4

Data la funzione f(z) := arctan(1/z), discutere la validita della formula f'(xz) =
—1/(1 + 2?).

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale), specificando su quale
dominio siano definite:

r+1
2z + 3

AT (3 4 )T ( ) , (log(arctanm))l/x.

Esercizi del 20 maggio 2022

ROLLE'S THEOREM

FROM \JIKIPEDIA, THE FREE ENCYCLOPEDIA

ROLLE'S THEOREM STATES THAT ANY REAL,
DIFFERENTIABLE FUNCTION THAT HAS THE
SAME VALUE AT TWO DIFFERENT POINTS
MUST HAVE AT LEAST ONE “STATIONARY
POINT" BETLEEN THEM WHERE THE
SLOPE 15 ZERO.

PN

EVERY NOU AND THEN, T FEEL UKE THE MATH

EQUIVALENT OF THE CLUELESS ART MUSEUM

VISITOR SQUINTING AT A PAINTING AND SAYING
‘C™MON, MY KID COULD MAKE THAT"

https://xkcd.com/2042

(Avanzato) Consideriamo la funzione

x3 —2x —2
2 —2

fz) =

sull’insieme I := QN [0,2]. Mostrare che f ¢ continua e derivabile su I, e assume lo
stesso valore agli estremi 0 e 2. La derivata si annulla in un punto di I? Se ambientato
sui soli numeri razionali, il teorema di Rolle e valido? Davvero un bambino riuscirebbe
a dimostrarlo?
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256.

257.

258.

259.

260.
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(Avanzato) Consideriamo la funzione

fla) = (a* - 2)?

sull'insieme I := QN [0,2]. Mostrare che f & continua, limitata e derivabile su I, e
assume lo stesso valore agli estremi 0 e 2. La derivata si annulla in un punto interno

di I?

(Avanzato) Consideriamo la funzione

4o + 2

@)= g7

sull’'insieme I := QN [0,7/2]. Mostrare che f & continua, limitata e derivabile su I, e
assume lo stesso valore agli estremi 0 e 7/2. La derivata si annulla in un punto di I?7

Consideriamo la funzione f definita dalla tabella seguente:

z 0132 2 e 3 7 5 430
flx) 1 4 0 -2/3 0 10 4 —2/3 3

Discutere la correttezza formale e la verita le seguenti affermazioni (sottintesi sempre
massimi e minimi globali). (1) Il massimo di f ¢ 10; (2) il massimo di f & v/30; (3) il
punto di massimo di f & 3; (4) il punto di massimo di f & v/30; (5) il minimo di f & 0;
(6) il minimo di f ¢ —2/3; (7) i minimi di f sono 2 e 5; (8) il punto di minimo di f ¢ 2;
(9) il punto di minimo di f € 5; (10) il punto 2 € un punto di minimo di f; (11) il punto 5
¢ un punto di minimo di f; (12) il massimo di f ¢ (3,10); (13) il minimo di f & (2, —2/3);
(14) il punto (5,—2/3) € un punto di minimo di f; (15) i punti (2,—-2/3) e (5, —2/3)
sono punti di minimo di f; (16) max f = 10; (17) max f = 3; (18) max f = (3, 10).

Calcolare la derivata di 1/(1—|z|), z — |z|, |1 — 22|, z|z3|, dove esistono. Si puo dividere
il conto in casi, oppure usare la formula compatta D|z| = z/|z|, o sue varianti.

Determinare i massimi e i minimi della funzione f(x) = 2% — 222 + |2| per €
[—1,1] (usando i teoremi di Weierstrafl e di Fermat, ma quando possibile senza usare
crescenza/decrescenza).

(Avanzato) Sia f:[a,b] — R una funzione continua su [a,b] e derivabile su [a,b].
Supponiamo che f(a) < f((a+b)/2) > f(b). Dimostrare che esiste almeno un ¢ € [a, b]
tale che f’(c) = 0.

(Avanzato) Sia I un intervallo e f: I — R una funzione derivabile che non sia debolmente
monotona. Dimostrare che esiste allora almeno un ¢ € I tale che f’(c) = 0.

(Avanzatissimo) Siano f:R — R ed Z,m € R tali che

0<2m<M<ém Vo # T.
3 T—T 3

Fissiamo h > 0 ed x € R tali che x < T < x + 2h. Dimostrare che f(z) < f(x 4+ h) <
f(x +2h).
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265.
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(Avanzatissimo) Sia f: [a,b] — R derivabile su [a, b] e tale che (f((a+b)/2)— f(a))(f(D)
— f((a+b)/2)) < 0. Poniamo ¢y = a, ¢c; = (2a+0b)/3, ca = (a+2b)/3, c3 = b. Mostrare
che esiste almeno un i € {0,1} tale che (f(ci+1) — f(ci))(f(civ2) — f(civ1)) < 0.
Preso un tale ¢ poniamo [a1,b1] = [¢;, ¢i42]. La situazione di f su [a,b] si ripresenta
uguale su [ay, b1]. Definire per ricorsione [ay,, b,]. Dimostrare che a,, e b,, tendono a un
limite Z € [a,b] e che f'(Z) = 0. Da questo risultato si puo dedurre il teorema di Rolle?
(Per dimostrare che f’(Z) non puo essere > 0 usare ’esercizio precedente).

(Avanzatissimo, riformulazione dell’esercizio precedente) Sia f:[a,b] — R una funzione
derivabile (anche agli estremi), e tale che f(a) = f(b). Sia ¢ il punto medio di [a,b].
Mostrare che la terna (f(a), f(c), f(b)) non & in ordine strettamente monotono (cioe
non si ha né che f(a) < f(c) < f(b) né che f(a) > f(c¢) > f(b)). Dividiamo [a,c] e
[c, b] ciascuno in due parti uguali con due ulteriori punti di suddivisione a < ¢; < ¢ <
co < b. Mostrare che almeno una delle tre terne (f(a), f(c1), f(c)), (f(c1), f(c), f(c2))
e (f(e), f(c2), f(b)) non ¢ in ordine strettamente monotono. Se ¢ la prima poniamo
[a1,b1] = [a,c], se & la seconda poniamo [aq,b1] = [c1,¢o], altrimenti [aq,b1] = [e, b].
Dividiamo lintervallo [a1,b;] in quattro parti uguali, e ripetiamo il procedimento,
ottenendo un nuovo intervallo [ag, b]. e cosi via. Dimostrare che le successioni ay,, b,
convergono a un punto z € [a,b], e che f/(z) = 0.

(Avanzato) Nella dimostrazione del teorema del valor medio di Lagrange, proviamo a
prendere come funzione ausiliaria la seguente:

_ J) = f(a)
9(@) = f(2) = (f(@) + =" @ —a) + (o — a)(a — b))

Si puo applicare il teorema di Rolle a g7 Cosa succede se lo si fa?

Dimostrare che (1+xz)® > 14 ax per ogni « reale > 0 e per ogni x > —1. Cosa succede
per gli « < 0o per gli x < —17

Se f(x) > g(x) per ogni x, possiamo dedurre che f/'(z) > ¢'(x)? E se mettiamo > al
posto di >7

Se f'(x) > ¢'(x) per ogni x € R, possiamo dedurre che f(z) > g(z) per ogni 7 Oppure
che f(x) — f(0) > g(x) — ¢g(0) per ogni ? Almeno per alcuni 7 E se mettiamo > al
posto di >7

Sia data la funzione f(z) :=log(z — 1) —log(1l — z). La derivata f’(x) ¢ identicamente
nulla? La funzione e costante? Quanto vale la costante?

Delle funzioni seguenti dire se hanno derivata identicamente nulla, e se sono costanti,
e dove (e magari dare un’interpretazione trigonometrica):

2 cos? log|x| — coslog 22, x — arctan(tan x), x — arcsen(sen x)
arcsen x + arccos , arcsenx — arcsen \/ 1 — x?,
Vi+z? -1 x+1
arctanxz — 2 arctan ———, arccos r — 2 arccos ,
x 2
, V1—122 1 — 22
arcsin z + 2 arctan ) — tan(arccos x).
x x
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269. Volendo esplicitare formalmente Iidea che la funzione f(z) = 23 ¢ strettamente crescente,Jj
discutere la correttezza delle seguenti formulazioni:

Vx € R f(x) e strettamente crescente,
Ve € R [ e strettamente crescente in z,
Ve € R f(x) & strettamente crescente in x,
Vf(x) e R f(z) & strettamente crescente,
Vr,ye R x>y = f(z)> f(y),
Ve,y eR 2<y = f(z) < f(y)

270. La funzione f(z) = 1/x ha derivata f'(z) = —1/x?, sempre negativa. E’ corretto
concludere che f e “sempre” decrescente?

271. (Avanzato). Sia f:[a,b] — R derivabile, e supponiamo che f’(a) ed f’(b) siano di segno
opposto. Dimostrare che esiste ¢ € [a, ] tale che f/(c) = 0. (Applicare il teorema del
massimo/minimo di Weierstrass).

272. (Avanzato). Sia f:[a,b] — R derivabile, e supponiamo che f’(a) > 0 ed f’(b) < 0. Sia
¢ = (a+b)/2 il punto medio. Se f’(¢) = 0 siamo a posto. Se f’(¢) < 0 scegliamo [a, ¢|.
Se f'(¢) > 0 scegliamo [c,b]. E cosi via per bisezione. Qualora il procedimento non
termini in un numero finito di passi, sia g il punto a cui converge. Si ha necessariamente

f(zo) =07

273. (Avanzato). Sia I un intervallo e f:I — R una funzione non monotona. Dimostrare
che in [ esistono tre punti 1 < z3 < x3 tali che f(x2) non ¢ compreso fra f(z1) e f(x3)
(cioé & maggiore o minore di entrambi). Dimostrare poi che se f & anche derivabile,
allora la derivata si annulla in almeno un punto.

274. (Avanzato). Sia I un intervallo e f: I — R una funzione derivabile su tutto I e tale che
f'(z) > 0 in tutti i punti x esclusi un numero finito. Dimostrare che f & strettamente
crescente su /.

275. (Avanzato). Siano f,g:R — R derivabili, con ¢’(x) # 0 per ogni x. Supponiamo che
f(z) = 0e g(z) - 400 per x — +00, e che

lim —————
ac—1>r—|{loo g'(z)
Dimostrare che allora f(x)g(z) = —L e (1 + f(2))9®) — e~ per 2 — +o0.

276. Calcolare la derivata della funzione f(z) := arctan(2tanz). La derivata ¢ sempre
positiva? Possiamo dedurne che f(0) < f(37/4)7
277. Mostrare che la derivata della funzione f(x) := arctan(3tanz) si pud scrivere come

3

reoN
) = 5 —4cos2x

Verificato che il denominatore 5 — 4 cos 2x non si annulla mai, possiamo dedurre che f
¢ derivabile su tutto R?
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278. Trovare, se c¢’¢, una funzione derivabile f:R — R non costante tale che f’(x) > 0 per
ogni z, con lim,, o f(z) =07 e lim, 4o f(z) =0T,

279. Delle seguenti funzioni trovare il dominio di definizione, studiare il segno della derivata,
e dedurne gli intervalli di crescenza/decrescenza e i punti di massimo/minimo locali e

globali:

—1 2z —1 2— 1z — a2

222 — 3z + 4, 3 — 222 + z , v , i

r+1 x? +4x r + x?
21
x + ;Cx i 222 + log(z — 1), log(z* +2 — 1) — 3z,

Vi—14+vVz =2 \/a:2+ac—|—1—g+1, Va =2 —log(2z + 1),

log(z + 2) — arctan(z + 1), T — arcsen x, arctanx — arcsenz,

2vx + 1 — arccos z, Varctan x, log(log x), @ 243,

280. Calcolare i seguenti limiti, usando eventualmente la regola de L’Hopital se ritenuto
lecito e opportuno:

. log(14z) —logx . W —2arcsenx . m—2arcsenc
lim , lim ——, lim ———,
z—+oo m — 2arctanx T—1- 1—2z 1~ V-
. e*® —2senz —1 . 3x+log(1+ %) — 3tanzx
lim 5 , lim ,
z—0 x z—0 1 —cosx
, senx _ log(1 + x) , log(9* + x?)
lim , —_— lim ,
z—0 e +x — 1 — sen 2z z—+oo log(1 + x2) z—+oo 1 4 log(e?* 4 )
e(l—z)/r -1 _ senz — tanx
lim , lim )
z—0 x x—05 — e2® —4cosx + 2senx

I 2—-2y/1+x+senzx r 2" +9v/1 —x +senz — 11

im : im :
z—0 arcsenx + 2v/1 —x — 2 v=0]og(l —x) —log(l+z)+2vV1+2—-2y1—=x
e” + 1222 —x + 1 + 5sen(z — 2?) — 13 22 — 2 + 2 cos(sen x)

li li
250 (1 +senz)x ’ 230 1 — cos(z?)

281. Calcolare il limite
. arccos((senz)/|z)
lim .
z—0 T

282. Consideriamo i limiti

e _ e V1 —cosz ) V1422

lim o lim , lim ——,
rz—+o0 e 4T — e z—0 senx T——+00 X
. V1 —-coszx . x
lim ——, lim ——.
z—0  senzx z—0 /] — ¢~

Sono forme indeterminate? Applicando la regola de L’Hopital ripetutamente piu volte
si arriva, prima o poi, a una forma non indeterminata? C’e un’altra via per calcolare il
limite?
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283. C(Calcoliamo

3 sen x
. x4 x—senz oz tr—z- x o34+ rx—x-1 s
lim = lim B —
x—0 ,’1;‘3 x—0 ,2(3‘3 x—0 .733 x—0 :133

Lo stesso limite in un altro modo, usando L’Hopital piu volte:

0/0 0/0 0/0

x4+ x—senx vHepital . 3x2 41— cosx LHopital 6 + Senx L'Hopital
lim = lim = lim —— =
x—0 ,7133 x—0 3$2 x—0 6x
. 64 cosx 6+1 7
= lim = = -.
z—0 6 6 §)

I risultati sono diversi. Ci sono degli sbagli da qualche parte?

284. (Avanzato). Poniamo f(z) := z + z?sen(1/x), g(z) := x. Mostrare che f(z) — 0 e
g(x) — 0 per x — 0 e che ¢’(z) # 0 per tutti gli € R. Calcolare i limiti per x — 0 di

f(z)/g(z) e di f'(z)/g'(2).
285. Con y = f(x), dire quali di queste espressioni coincide con f”(z):

/

fi(f(=@),  DD(f(x), D),  f(f(),
(

DHUS @), () (=), D)), ¥, ), ¥(f@)
i P @ Pfe) d d@)
dz?’ dz? d?x A2z dr dr

286. Data f(x) =1+ /z, la derivata seconda di f in z si scrive come

(L4 V), f'(ﬁ), L V@), f(f@). (@), () @)

287. Delle seguenti funzioni studiare il segno della derivata seconda, e dedurne gli intervalli
di convessita/concavita e i punti di flesso:

1 92—z — a2

222 — 3z + 4, 3 — 222 + x, L , STy
x+1 x + x2

Ll o e 1), log(a® +a—1)—3

x x og(x — og(x®+x—1)—3x

2:[;—'—4’ g 9 g )

Ve —1++Vzx -2, \/:102—}—51:—1—1—%—1—1, Va—2—log(2x + 1),
X — arcsen x, arctan xr — arcsen ,

log(log x), e —2a+3

288. Sia f una funzione derivabile tre volte. Poniamo g(x) := /|f(z)|. Dimostrare che
g (z) = f'(x)g(z)/f(x) in tutti i punti in cui f non si annulla. Dedurre delle formule

per ¢'(x), g"(x), "' (x).

49



Analisi Matematica Esercizi AA. 2021/22

289. Studiare le seguenti funzioni (dagli appelli estivi 2004 e 2005):

T — x? r? -1 312+ 1 (x —1)2
, , , 2+\/§x+ln‘—
—4r+1 Vb —222] " x(2? +3) ( ) 1
(x —1)3 (x —1)(x+1)?
2 -3z +1’ 2 +x+1

290. Dimostrare che il polinomio 3z3 + 722 — 7z — 35 si annulla in un unico punto di R, e
che questo punto ¢ compreso fra 1 e 2.

291. Analizzare la seguente cartolina di San Valentino:

N dv d’e
| E>O dt2>0,Vt>0

I love you more every day.

EvilMad FROM:
Scientist TO:

- Valentines —

Esercizi del 1 giugno 2022

292. Consideriamo lintegrale [((2z+ 1)?+ f(x))dz. Calcoliamolo in due modi, senza e con
I’espansione del quadrato:

/((290 +1)? + f(v))dz = 2x +1 /f

/(4332 +dz 41+ f(z))dz = ém?’ + 222 —|—x—|—/f(m)dm

3
Sottraendo membro a membro otteniamo
1 4
0=—-(2z+1) - (—x?’ + 222 + fL‘),
6 3
da cui, semplificando, 0 = 1/6. O no?

293. Vero o falso?

d d
mli}rfoo/f(x)dx:/mgrfoo f(z) dx, g/f(:v)dx:/%f(m)dx

294. La regola [cf(x)dr = c [ f(x)ds vale anche per ¢ = 07 (Attenzione alle costanti
arbitrarie).
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295. Trovare primitive delle seguenti funzioni, cio¢ funzioni le cui derivate siano le funzioni

date:
fi(x) = 72> =522 + 3242, falx) = 7—22—52", f3(z) = 2senx—13cosz,
3x2 — 21 +5 5 2 513z
f4($)—T7 fs(x) = 1522 o2z’ f6($)—W,
4 2x —
frle) = =34t @) =S5 () =Seosz b avE -5,

cos? x

=2 +42° 12 — (3vz— ) =
fio(z) = 27 +42° —12sen z, fn(fl:)—< —%> , fi2(z) =

§|

1 7
V1i—22 «x

296. Trovare primitive delle seguenti funzioni:

fis@) = 2o —1%  ful@) —cosGr+4),  fisl@) = 5el 7,
Fro(x) = 3senzcos z, fia(w) = % Fus(z) = 7x1+ s
fole) = oy @) =VESE ()= S
Foa() = ——2 Fas() = — faala) = 2Rctan 2

T 14922 1+ 22

V1 — 422’

297. Trovare primitive delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti:

fos(x) = 2%e”, fae(z) = xlog(4x), for(z) = ze™2*,
fos(z) = € sen(2x), fo9(x) = arctan z, f3o(z) = (32* — 22 + 1) cos =,
fa1(z) = zlog” z, faa(x) = (22° — x)log x, faz(x) = €™ sen .

298. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la sostituzione suggerita:

/ ! d Lo
x, r =z )

V16zx — 422 — 15 2
/ 1 d t+2
x r=-+4=
922 — 122+ 5 ’ 3 3’

/x\3/1+mdx, z=1t3—1.

1
/ —dx, x = logt,
et +e” 7"

/(arcsen z)%da, x = sent.

299. Calcolare una primitiva della funzione 1/(1+ cos? x) usando la sostituzione x = arctant
e ricordando che 1 + tan? x = 1/cos?z. Calcolare poi l'integrale definito

T 1
| e
o 1+ cos?x

usando il teorema fondamentale del calcolo, discutendo la plausibilita del risultato,
tenendo conto che la funzione integranda & positiva.

o1



Analisi Matematica

Esercizi AA. 2021/22
300. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:
3 1 122 — 1 3—x
fi@) =, f(2) = 75—, fs(x)—4x—+3, Jaz) = ST
z? 1 1
fs(x) = o fo(z) = PR Jr(z) = P i1
1 1 1
) =mrerr POy MW=y
2z — 1 3z +1 rz+1
fu(z) = 23012 fr2(z) = 127 fis(z) = Zararl
x? 202 —x +1 x3
f11(90)—m; f12($)—m, f13($)—m,
20+ 3 222 —x — 1
M@ = e D o) 5 = "y
301. Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni mediante la sostituzione t = e*
3e” 2e2% + e
fir(z) = T 30 12 fis(z) = ST
302. (Avanzato) Ricordando le formule
2tan 5 1 — tan? 5
seng = ————=—, COST = ———5—=,
1 —+ tan 3 1 —+ tan b

utilizzare la sostituzione

T
x = 2 arctant, ovvero t = tan —,

2
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1
Salw) = senx’ Sis(w) = 2senx — H5cosx + 1’
1
fie(z) =

cosx +2senx+1°

303. (Avanzato) Ricordando le formule
sen? x = ﬂ cos® x = _
1+ tan? 2’ 1+ tan?z’
utilizzare la sostituzione
xr = arctant, ovvero t=tanwx,
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
fa(w) = m’ Ss(w) = 23en2x—3100823:—1 '
304.

Poniamo f(z) = [ €3 dz. Allora

1 1
f(/log2) = /631°g2d10g2:/23d— = /Sd—.

2 2
O no?
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Analisi Matematica

Esercizi

DIFFERENTIATION
TRY APPLYING

CHAIN POLER
RULE RULE

QuoTiENT  PRODUCT
RULE RULE
ETC

INTEGRATION
TRY APPLYING

INTEGRATION
By PARTS

SUBSTITUTION

WHAT THE HECK IS A
BESSEL FUNCTION??
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