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Esercizi del 30 settembre 2015

1. Chiamiamo z il numero decimale infinito ottenuto giustapponendo le rappresentazioni
in base dieci dei numeri naturali in questo modo: x = 0,12345678910111213141516. ..
Dimostrare che x non e periodico.

2. Chiamiamo z il numero decimale infinito ottenuto facendo sequenze crescenti di zeri e di
uni in questo modo: x = 0,10110011100011110000 . .. Dimostrare che x non ¢ periodico.

3. Interpretare i puntini nelle seguenti espressioni:

{1737577797"'719}7 {1737577797"'}7 {"'>_37 _27_170}7

{1 11 1}

172737"'77 )

{12,2%,3% 4% ... n?}, {21 22 23 2% |}, {12233 4% ... n"},
(11,2233 44 ... n" ..}, (n%, (n+ 12, (n+2)%,...,(2n)%}).

4. Quali fra le seguenti frasi possono essere enunciati di teoremi, di definizioni matemati-
che, o nessuno dei due?
Dato un triangolo, tracciare la bisettrice di uno degli angoli.
Il rettangolo € un poligono con quattro lati
Trovare un z per il quale 22 — 3z < 0.
Il quadrato e un quadrilatero con quattro angoli retti
Il quadrato e un rettangolo con quattro lati uguali

Esercizi del 6 ottobre 2015

5. Dimostrare che I'insieme dei numeri positivi pari ¢ numerabile.
6. Dimostrare che 'insieme delle potenze di 2 & numerabile.

7. Dimostrare che I'insieme N x N & numerabile.
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Vero, falso, senza senso?

1
zlog—( —|—x)7
T

1—1—\/5_—1—1—\/5 log(1 + x)
2 2 T
34+x 2+\r 3+

2—r 24z 4-u
V2 + 12z +1=1/v/22x+1,

2+,

log(fﬁ) zlog@, sen(l —ac)(l—i—x) zsen(l —x2)’
€T X
cos(a —b)(a + b) — cos(a — b), cos1 =0,
a+b

log(l—l—m) —14+v2 —-1+V2
x 2 2

1+v2  —14+2 1+v2  -1-V2

2 2 2 2
a

b+1 b ab
a+b+3 b+1 a+b+3°

I connettivi logici che useremo sono — la negazione (not), V la disgiunzione (or), A la
congiunzione (and), = l'implicazione (if...then...), <= l'implicazione inversa, <= la
doppia implicazione o equivalenza (iff). Si rammenta la tabella di verita:

p q —p pANqg  pVq p=q pEq  p =g
vero vero falso vero vero vero Vero Vero
Vero falso falso falso Vero falso vero falso
falso Vero vero falso Vero vero falso falso
falso falso vero falso falso vero vero vero

Di ciascuna delle seguenti espressioni dire innanzitutto se hanno senso, poi se hanno o
no un valore di verita (vero o falso), e, se si, quale:

4 1 5
1+1=2, 4-1=3, —+-==, 3-7, 5—4=4-5
+ b b 3+4 77 ) )
11
51 51 17 A
3-2-1)=38-2)-1, m=—-13, =2, 3,
B g
1 3 5 1/2 3 3/2 27 3/2 37
rT=3ty a8 thead thoap 122D
3+ 3 / / /
7
7>4+3, (1)< (-1)* -1<3-2<2, 1+2+3+4, TESL 1>+V3
1+1=2V24+2=3, 1-1=2A242=3, 3>nV3<m 3>7A3<T,

1€eQ, 1cCQ, ; e {R}, {-1}e{Z}, {1,-1/2} CQ.
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10. Di ciascuna delle seguenti espressioni discutere innanzitutto se hanno senso, poi se
hanno o no un valore di verita (vero o falso) per valori reali generici delle variabili, e,

se si, quale:

a+b=>b+a, a—b=>b—a, a—b=—-b+a,

1 —1
(a — 2x)?, =
T—y y—x
1 1 1 4 b g
=4 = L =2cd+o),
a+b a b Tre a d+e Tre b
3 :g_d—i—e
d—T—e b ¢
1 x+2b
4 _ 4-1 _
11. Un quiz apparso in rete:
1
L e
3

Esercizi del 13 ottobre 2015

12. Supponiamo di sapere che vagono le implicazioni seguenti

pPr = P2 < pP3 <= P4
f (8 1 I
Ps <= De pr s

Se p1 e vero, quali altri sono necessariamente veri? Se p; € vero, quali altri sono veri?
Se p4 e vero, quali altri lo sono? E per pg? E se py € falso, quali altri sono falsi?

13. Di ciascuna delle seguenti espressioni dire innanzitutto se hanno senso, poi se hanno o
no un valore di verita (vero o falso), e, se si, quale (la variabile z si intende reale):

7v8—-1, =(-1), —(1>3), 4<2Vvero, veroAN3 >4, vero+ 1,
falso=1—-1, 14+2+4+3=1+2+3+4, vero<«falso, falso=1+2=4,
2<3 <= 4=2+2, 2<2 < 2=2, falso <= falso,
—-3e{-3,-2}, {1,-1}=0, z+l=2—-1 <<= zx€g,

2 <0 = zc{2}, (-12>0 < R,
(0<z<1V1i<ae<3) <= 0<z<1<z<3.
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14. Di ciascuna delle seguenti espressioni discutere innanzitutto se hanno senso, poi se
hanno o no un valore di verita (vero o falso) per valori reali generici delle variabili, e,
se si, quale:

3r+1l<y=3rx+3<y+2, 3x+l<y<dr+3<y+2,
3r <2 <= 1<2/3, -3r<2«-2<2/3, (z<2Vz<-1) < z+1<0,
r >3 <= 3r>9, (:c>—2\/x<1)<:>vero, (m<1/\x22)<:>falso
>0 <= 22>0, z>-1=2>(-1)7? z>1<2?>1,

1
r>2Ve < (=12 22> -z, r<+V2, z=45 +-— <z<FV8.

V2

15. Vero, falso, malformato, senza senso?

a=b=>-b=—a, 2°+2x-3=2 <= 22-3=2-22
r=2Vz=1 = (z—-2)(x—-1)=0,

{a—l—b:c - a=c, {a—i—b:c - a=c,
a—b=c a—b=c

{a+b:c = a=c

a—b=c

16. Ai tempi delle trasvolate oceaniche, attorno al 1930, fu coniato un motto di cui ho
trovato in rete tre versioni. Una e “Chi vola vale, chi non vale non vola, chi vale e non
vola € un vile”. Un’altra ¢ “Chi vola vale, chi non vola non vale, chi vale e non vola
¢ un vile”. La terza ¢ “Chi vale vola. Chi vola vale. Chi vale e non vola e un vile!”.
Farne I'analisi logica.

17. Nelle espressioni seguenti, si possono cancellare delle coppie di parentesi in modo che
rimanga inalterato il valore?

(ab) +1
—(a+0b), 2(a-—x), m, (l—l—\/ﬁ),
;2—;23( 2-3), (logz)y, (cosz?)2z, (tanz)— (tany), sen2(zx + ),

2(&=y) 3(952)7 (a+2)¢72.

18. Al posto dei punti interrogativi inserire il piti appropriato fra =, =, <, <=, o niente:

r=z>-1 7?7 z+4+1=2?
-1 ? (x—1)(z+1),
2—1=+v2 ? (2z-1)2=2,

t>V2 7 x+1>V2,
2r—1<v2 7 (2z-12<2,

r<3ANa<l 7 z+a<4,

4
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r <1

{1>y

r>2Vre <4
2<zx >4
2<z >4
2>x <4
2>z <4
(% =22 +5)(322 —1)=0
n? <0
xy < ab
xy < ab
0<a=b
0<a<bd
0<a>b

n €z

nel

19. Al posto dei punti interrogativi inserire il piti appropriato fra =, <, <=, o niente:

TFY
TFEYF 2
TFYy N z#w
rFYy N z=w
x#0
x#0
x#0
x#1
x#1
r#1
x#1

x#0 V
x#0 A
x#0 A
x#0 A

NN ) ) ) ) ) ) ) D oY)

)

N N ) D e

Esercizi

x>,

r >4,

2 <x <4,

T >4,

T <2,

T <4,

(23 =22 +5)=0V (322 —1) =0
n?—1<0
r<aAy<b,
r<aVy<hb,
a? =12,

a? < b?,
a22b2,

GRS RS, RS TS BEEE RS, BERPES,

1
<Zvn>1,
n 3 n >

n?eZ.

y # x,

T # z,

T+ zFy+w
T4+ z#Fy+w
x>0

<0
x>0V x<0
Vero

falso
O0<x<l1
r<0Vi<z<lVaz>1

Esercizi del 19 ottobre 2015

A.A. 2015/16

Di seguito diamo degli esempi di come rappresentare graficamente semplici insiemi di
numeri reali. Il grafico ha in alto i valori cardine della variabile. In basso i pallini
pieni significano punti che appartengono all’insieme, i pallini vuoti sono per punti che
non appartengono all’insieme, le linee continue indicano che tutti i loro punti (esclusi

5
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forse gli estremi) appartengono all’insieme. Le linee continue che proseguono come
tratteggiate si intende che si estendono fino all’infinito.

Un modo per indicare un insieme ¢ la forma compatta che non contiene variabili, come
per esempio [0, 1[:

valore di x 0 1

insieme [0,1[ e ——O

Un’altra notazione e l'insieme degli x reali che verificano certe condizioni, come per
esempio {r e R| 0 <z < 1}:

valore di x 0 1

insieme {xeR :0=x< 1} ®e—O

Un altro modo ancora e l'insieme delle soluzioni di una disequazione, per esempio
0<z<1:

valore di x 0 1
soluzionidi0 < x < 1 e ——O
Altri esempi:
valore di x 1
insieme {xeR :x<1} - -------- O
valore di x 0 1 2
insieme {xeR :0<x<1Vx=2} ®e—O [ )
valore di x 0 1 2
insieme {(xER :0<x<2Ax#+1} ®e—O—O
valore di x 0
insieme {(xeR :0<=x<2Vx#1} ------- ®o——------
valore di x 1
insieme {xeR :x+1} -------- oO————-------
3
valore di x -2 -1 1 ; 2
3
insicmc{xe[R:.\‘<—2\/—]<x5]\/x>2\/.\‘=£} »»»»» —F—FF0 o—e [ ] o— -

Nel grafico precedente non sono state rispettate le proporzioni delle distanze fra i valori
di x. Se serve si possono anche rispettare:

valore di x =2 -1 1 2 2
3
insicmc{xeR:_x‘<—2\/—]<xs]\/x>2\/x:;} —FF—F O oO—e [ ] oO—
valore di x -
lore d 1 2 3
insieme {—1,2,3} o [ ] [ ]
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Quando l'insieme ¢ formato da infiniti punti discreti e si rispettano le proporzioni i
punti si possono accavallare:
1nmr 1

valore di x 43 2 1

1
insieme{—| neN} @0 o [ J
n

20. Dare una rappresentazione grafica dei seguenti insiemi di numeri reali:

{1,-4}, {-1,1}u{0}, {z|z<0}, {z]xz<O0Vzx=2}
{z|z<-2A22>9}, {2*|z<1}, {z—-1|z<0},

{% ’ n€{1,2,3,4}}.

21. Vero, falso, malformato?

vz €{0,1,2,3} 2> 1; 3z € {0,1,2,3} tale che 2 > 1;

dlz € {0,1,2,3} tale che 22 > 1; VneN n?+2n—1;
VeeR z>1=x>2; dr € R tale che x > 1 =z > 2;
VeeR z>1=2>0; VzeR z>1)=(VxeR z>0).

22. Delle seguenti espressioni dire quali hanno senso compiuto, e in tal caso se sono vere o

false o altro:

Vx € R tale che x < 0,
Jz € R tale che 2% < 0,
Ve eR:(z—1)* >0,
Vo < 1,

{Vax < 1},

{Vz e R |z >0},
{z? — 1| Vz € R},
{3z |27},

{ Az € R},

{zx e R|[0,1]U[3,5]}.

23. Dare una rappresentazione grafica degli insiemi di numeri reali x che verificano le con-
dizioni seguenti:

r<lAhz>3, —(x<0), z<2Az=-1,

r<lvVvz>3,
r>2=2>4, zecR\{-21}.

r<l=2r<2 x<1 << z<0,
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24. Sia A l'insieme che comprende i numeri reali > 2 e quelli < —1, e nessun altro. Dire

25.

26.
27.

quali dei seguenti insiemi coincidono con A:

{zeR|x>2Nx < -1}, {reR|z>2Ve<—1},
{r eR| (z—-2)(z+1) > 0}, {(x =2)(z+1) |z e R, (x—2)(x+1) >0},
|—o0, —1[U]2, +0o0], |—o00, —1[ N ]2, +00]

Esercizi del 27 ottobre 2015

Usando le regole di base delle disuguaglianze, dimostrare che se a, b, ¢ > 0 allora a/(b+
c) <a/b< (a+c)/b. Cioe se si parte da una frazione positiva, questa aumenta se si
aumenta il numeratore, ma cala se si aumenta il denominatore.

Dimostrare che z/(1 + 2?) < x quando x > 0.

La sottrazione e commutativa? E associativa? La divisione ¢ commutativa? E associa-

tiva? L’elevamento a potenza ¢ commutativo? E associativo? Come vanno interpretate
. . 4

espressioni come 1 — 2 — 3, 1/2/3, 23", a/bc?

Quando si chiede di studiare graficamente il segno di un’espressione, bisogna indicare in
forma grafica per quali valori della variabile I’espressione ¢ > 0, quando & = 0, quando
e < 0, ed eventualmente quando non ha senso. La convenzione grafica in questo corso
e che i tratti continui indicano zone in cui I'espressione e > 0, tratti tratteggiati zone
in cui ¢ < 0, pallini sono punti in cui ¢ = 0, e quadratini vuoti e linee a zigzag punti in
cui I’espressione non esiste. Sono ammissibili convenzioni diverse, in particolare quella
con segni + e — invece di tratti continui o tratteggiati, ma comunque bisogna che ci
sia un modo chiaro di indicare quando I’espressione vale 0 o non esiste, cosa che molti
studenti non hanno imparato a fare bene alle superiori.

I casi base dello studio del segno sono quando l’espressione ¢ un polinomio di primo
o secondo grado. Quando il grado e 1, cioe quando ’espressione & del tipo mx + ¢, si
trova dove il polinomio si annulla, e poi in base al coefficiente di x si assegna il

valore di x 1

segnodix—1 @ ————-—-o oo o

valore di x 3

segnodi2 -3x @® - ———————————————

valore di x =1 1

segno di x* — 1 - @ @ @ @ e&---—-—-————= °
-1-V5 -1+vV5

valore di x 2 2

segnodi’ +x-1 ——————@-—--——--——-- P
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1-v5 1+V5
valore di x 2 2
segnodi —x* +x+1 —————----~- o————— @& - - —-—-—-—-—---—
valore di x =1
segno di x® +2x+ 1 L
valore di x 0
segno di x* +2x+2
1
valore di x 7;
segnodi —4x* —4x—1  ———---—----—---—- @®--——-—-———-—-—---=-

Quando l’espressione e il reciproco di un polinomio di primo o secondo grado, gli zeri
del polinomio sono punti di non esistenza dell’espressione. Questi punti si segnalano
vistosamente nel grafico con un quadratino vuoto e una linea a zigzag verticale. Per il
resto il reciproco ha lo stesso segno del polinomio.

valore di x -1
1
segnodi —— - - —-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—
x+1
-1-v5 “1+vV5
valore di x 2 )

1
segnodif ——mM8 @ —mmm{1---------
X +x-1

28. TFare lo schema grafico del segno delle espressioni seguenti:

r+2 3x—-1, 3—2, 22°-3z, (Bzr—-1)7? 2>2-2-2,
1 1
—22% +1, 1+4+2z—2 1/(x—2 :
b t—at 1@ -2), 22 4+2r—-1" 222 —-x-1
Quando si chiede di studiare il segno di un’espressione che e il prodotto di fattori di
primo o secondo grado (o loro reciproci), si applica la regola dei segni. Lo schema
grafico riporta il segno dei singoli fattori, e poi il segno risultante.

valore di x -1 1-vV2 1+V2
segnodix+1 ——-——-—-—— ‘
segno di x> —2x — 1 Q —————— .—
segrlodi(,\‘+l)(,\‘2—2\‘—]) 7777777 o——0 - -——-—-—- o———

29. TFare lo schema grafico del segno delle espressioni seguenti:
(2 — 20— 1)(222 +1), (z+3)(1—3x+2%), (—22°+1)(z2* +2+1),
1-2z 222 +1 49 z—1
x . .
1+22—22" 224+2-2’ x+1
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30. Risolvere le disequazioni razionali seguenti:

1 6+ 3x 3 T 5+ 6z

<_17 - >07 2 Y

3+ 4z 6x+1 x+5 3r+4 3z +4
r—1 6 x2+2x—3 2—3x 1+
- <0, — <0, < .
2—x+x_ 2 +1 1+ 2z 5—x

31. Risolvere le disequazioni con valori assoluti seguenti:

1543z <1, |2 — x| >4, 1+4z|—2 <0, lz =3 >z +1,
1 |5 + 3| |62 + 1|
=927 — - L.
2| z =6 <0, 3r+6 0, dr +1 >0,

|5z + 3| _ bx+2
2r+5 = |1+ 2z

|—1—3z| —4- |z| < 2z, 5lz| > -1 — 2z,

32. Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

5+ 6x < 3x + 2

{1+x>0 {6x2+$—1<0 2¢+1 " 6z +6
2—-3x<0 2 <4 x <1
r+1
(4x — 3)|5x 4+ 6| <0 5(x—4)<0
{332;2]4:5464]—6 L 3z + 3] > 6 + 5z

Esercizi del 3 novembre 2015

33. Vero o falso:

VneN n?—-5n+6>0,
1—-3n
1
4dn +1 <b
3n? —2
2n2 +1

Vn € Z

dn € N tale che >1.

34. Studiare il segno delle espressioni seguenti, cio¢ dire per quali x sono positive, negative,

nulle:
1 3 11 422 + Tx — 2
1—2)(222 + 2 — 3 - _ S
(I=2)2"+2=3), 545776 " 3@ —9)’ G-z)3
3041 Adz+4
I le—3),  1tjets—sle, B ArEdooa e g
x+4 |6 + x|

10
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35. Risolvere le seguenti disequazioni:

max{z,2} <2z, max{z,2zx}>1—2, min{fr—1,1—2}>0,
T

min{z, -2z} < max{l + 2z, -1}, min{z,3lz - 1|} < 5

36. Vero o falso? (Per ogni valore reale delle variabili che renda sensata 1’espressione).
2max{z,y} = max{2z,y}, 3max{x,y} = max{3z,3y},

min{z +y,z -y} =z -y, max{z/y,y/z}=(r+y)/(r-y),
min{z,y, 2} = — max{z, max{y,z}}, max{z,—y} = —min{-z,y},

min{—z, —y} = —max{z, y}, max{x + 22,y + 22} = 2% + max{z, y},
e ey, ezmade et )
max< —, — ¢ = ——————~ min m — :

ax 2 min{a?, 7} x z,y, «>max{r—1,x

37. Disegnare il grafico delle funzioni seguenti:
f(z) :=max{z — 1,2 —z}, f(z):=min{2z,3z+ 1},
f(z) :=max{l —z,3+x,2}, f(x):=min{z? —1,2 — 227},
f(z) =z + max{z, min{2z, 3z} }.

I tipi di equazioni irrazionali che abbiamo trattato:

A< B?

2 >~

VA>B e 1A425°, [ B<0 VA<B < { B>0

B>0 A>0,

= A>0,

A < B?
2

¢Z>B¢:{éi§\%§§8 VA<B < { B>0
- -7 A>0

38. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:
2r+1<Vr+2, x+4<vr+1l, z+4<V2x+7 1-2z>vVr+1,
T+3<V222+20, 4—z>Va2-1, (2-2)(Va?-1-1)<0,

— 2 _
x3_2<x {x-l—lz /2 _8 20 —1 > /32° -1

20+ 1
r—1 20 < 7 >0

39. (Avanzato) Mostrare che la disuguaglianza VA + /B > C ¢ equivalente alla seguente
espressione in cui non compaiono radici quadrate:

A>0
A>0 gig B>0
{BZO Vv c>0 V C>0
- 2 . >
C<0 C2_A_B<0 C-—A-B>0

4AB > (C? — A — B)2,

Si puo omettere una delle disuguaglianze del sistema? Come va modificato il sistema
se la disuguaglianza di partenza ¢ VA + VB > C?

11



40.

41.

42.

43.
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(Avanzato) Mostrare che la disuguaglianza VA + VB < C & equivalente al seguente
sistema in cui non compaiono radici quadrate:

A>0

B>0

C>0

C*—A-—B>0

4AB < (C? — A— B)?
Si puo omettere una delle disuguaglianze del sistema? Come va modificato il sistema
se la disuguaglianza & VA + VB < C?

(Avanzato) Dimostrare che le seguenti uguaglianze sono vere per ogni x € R, disegnando
anche un grafico dei due membri:

1—jz—-1
max{z, —zr} = |z|, max{x’o}:$2\$|7 min{x,l}:x+ 2|$ ’7
31 1 24+ x| — |z -2+
max{w—1,2—x}:‘x_§‘+§, min{max{z,0},1} = 2] 4‘ | H

max{a:— 1,—z — 1, min{1 —a:,l—l—x}} = [|z] - 1].

(Avanzato) Stabilire se le disuguaglianze seguenti sono vere o false per via simbolica
(elevando al quadrato o al cubo ambo i membri e rimaneggiando, quando lecito, senza
calcoli approssimati in virgola mobile):

VE<1+vV2, V2+V4<2v3, V3>V2,
V1I+vV2< V2, 1-vV3<v5—v2

Per ognuno dei seguenti grafici decidere se si tratta di una funzione, e, qualora lo sia,
se e iniettiva o no:

A

R

I D~

R N SN
~ N <

12
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Esercizi del 6 novembre 2015

44. Per ognuno dei seguenti grafici di funzioni trovarne un altro, se c’¢, che sia il grafico
della funzione inversa:

/

45. Disegnare il grafico cartesiano della seguente funzione, e quello della funzione inversa:

13



46.

47.

48.

49.

50.

51.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Trovare la formula della funzione inversa delle seguenti funzioni:

f@)=3c—1,  flo)= 22!

x—3

f(z) =5—2"t

Supponendo che f, g siano invertibili, trovare la formula della funzione inversa della
funzione h definita come h(z) := g(1/f(x?)).

Ripasso su esponenziali e logaritmi
Per le disuguaglianze, usare il fatto che quando a > 1 valgono le equivalenze z < y <=
a® < a¥ < log,z < log,y.

Vero o falso? O senza senso?

glos23 — 3 30823 — 9 og, 4 =2 logy(—3)2 = -3, 3VZ< V27, V2T =22

log, /2 = %, plog28  plogs5  gloma _ gglosya gl/z _ 3%7
log, @ > % log, 6, log,(V2+V3) = %loga 2+ log, (1 4+ v/3/2),
log, (%) = (log, )%, log, b* =b'°", log,(log,z) = logy,x, log,z = %,
log_(=1)"=n, log,0=1, log;1*=2, log ,x= logla o

1
log, z(z) = 2log, z, log(,)(z) = ng“x, log, (log, =) = (log, x)?,

log x

—log(l s =logx —log(1 +x), log(a+ b)log(a —b) = log(a® — b*),

(log(e + ))¥/* = i log(e + x).

Risolvere le disequazioni seguenti:
27 > 41727 3o+l < 9771 og,x <3, +/log, x < 4,
log, v > V2, logs(1—x) < logs(1l+x).

Studiare il segno delle espressioni seguenti:

log,  — log, 22

27 (22 — 21), 3° — 9%, (z—2)logz(z + 1), ——3

Trovare 'insieme di definizione delle formule seguenti (quando per i logaritmi non &
indicata la base vuol dire che non ha importanza):

, loglz|, log(z++vz—1), logz—log(l—z), 10g1m ,
—x

1 1
log(2 — 3%), —
g 10823 Ty

log((logy z)* — 1), log(1 —2z+ V1 +z), \/x—{—?—\/a: 1,

14
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Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

IOg(mIH{I—1,2—£L‘}), m

52. Quali delle seguenti funzioni sono esponenziali di x o di n? Quali sono potenze di x o
di n? Quali sono polinomi in x o in n?

2
4 1 & n

— —— !, 2™
x Y 2(177 1 +x37 ) ) n )
3n/5n, 2310g2x, l,n7 (n + :L,)n7 2" 4 3n’ 17 4+ 2™ 4 .nn7
1
w2+ 323, 22° +22°, (n—1)(n—2), =

Esercizi del 12 novembre 2015

953. (Avanzato) Dimostrare che log, 3 ¢ irrazionale.

54. Vero, falso o senza senso?

sen®z +cos®z =1, sen’z >0, sen(z?) >0,

1 1
cos(z <y), cosa=— < a= , tanz +tany = tan(x + y),
x cos T
cosrtanxr =senx, sen "r = ,arctan” ! x = tanz,

sen™ x
arcsenr = arcseny < Senx = seny, arcsenx = arcseny = senxr = seny,

arcsenx = arcseny <= T =y.

55. Dire quali delle seguenti espressioni sono predicati, nel senso che diventano vere o false
a seconda del valore numerico che diamo alla variabile n:

(n+1)?>n+5, max{n,n—2,n*—4n}, |n®—4n+1|,
(n+4>n*)=n<3, (n-1/3€Z, min{l—n,2n—4}>3, n!—n’

56. Come proseguireste questa sequenza?

142

2+3+4
3+4+5+6
4+5+6+7+8
5+6+7+8+9+10

13 b

Come esprimereste il termine generico n-esimo usando la notazione con i puntini
oppure con la notazione di sommatoria?

15
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57. Come proseguireste questa sequenza?
1
12 4 22
13 4+ 2% +3°
14424+ 3% + 4
1° 425 43° +4° 4+ 5°
Come esprimereste il termine generico n-esimo usando la notazione con i puntini “...”,
oppure con la notazione di sommatoria?

58. Interpretare (quando sensate) le seguenti espressioni contenenti i puntini di sospensione,
dire quanti addendi o fattori ci sono, calcolare quanto valgono per n = 1,2, 3, 4, tradurli
nella notazione della sommatoria (o produttoria):

14243+ +n, 1+1+1+...+l, 1+2+§+...+L’
123 n’ 2 34 n+1
1+2+3+---+g, 12422432 4. 4 2m, 28422428 4. 4
n+n—1)4+m—-2)+---, 1"4+2"+3"+-- -+ k",
14+2+434+4+-+n° 1+243+4+-+n-1)"""+n",
1-2:3--n*>n, 1+243+4+--+4+34+2+1,
1+14+1+-+3, 2n+3n+4n+ - +n?
1-2.3.4...n%
h

59. Poniamo f(z) =z "+ 2 " +... 4+ 2" + 2" Quanto vale f(1)?

—-1-2-3...n.

60. Per ciascuna delle seguenti definizioni calcolare esplicitamente ag, ai, as, as, quando si
riesce a dare un senso:

=2n+1)+2n+2)+2n+3)+---+ (4n —3),
ap :=n+n+n+---+n,

J/

n+1 addendi

an = 1+\/1+\/1+---+\/1+\/T,

J

n radici

13 7

61. Riscrivere le seguenti espressioni (quando sensate) usando i puntini invece della

sommatoria, e calcolare quanto valgono per n = 1,2, 3, 4:

1/8 L
Z 2.2 Z > Zk > (n—k)
k=1/2 k=n+1 k=n
i (TL - k)v Coil aI‘CSGnk, Zn_k, i(_k)n
k=—n k=senn k=1 =2

16



62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Esercizi del 19 novembre 2015

Cautela: ci possono essere esercizi sull’induzione che sornionamente chiedono di dimo-
strare cose false.

Dimostrare che per n > 1
1)\ 2
13423433 4. 43 = (%) )
Dimostrare che per ogni n > 1
1-242-2243-224 ... 4n2" =24 (n—1)2"".
Dimostrare che la disuguaglianza n! > 3”2 ¢ induttiva (cio¢ implica la disuguaglianza
che si ottiene sostituendo n con n + 1) almeno per n > 2. Per quali n & vera?

Dimostrare che 4-5™ > 5-4" per n > 1. Verificato poi che 2" +4-5" > 4.5 > 5-4" >
2-3" + 3-4", dimostrare che

2" 45" > 3" + 4" Vn > 1.
(Per il passo induttivo sommare membro a membro con 2" +4 -5 >2.3" 43 -4").
Dimostrare che (2n)! > 4" In!(n — 1)! per n > 1.
Dimostrare che 1 +24+3+4+---+n" < n"t! per n > 1.

Dimostrare che 5" > 2"n? per n > 1.
(Moltiplicare membro a membro per 5 > 2(n + 1)?/n?, che ¢ vera per...).

Dimostrare per induzione su n > 1 che

27!

27(27 —1)(27 —2)(27 = 3) --- (27T —n + 1)(27 —n) = Pt

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢ (che possono dipen-
dere da  ma non da n) in modo che la formula P(n) seguente

1-2+22% +32% + -+ na™ = a+ (bn +c)z" ™
sia induttiva rispetto a n (cioe P(n) = P(n + 1)) per n > 1. Trovare per quali
coefficienti P(n) e vera per ogni n > 1. (Scrivere la formula di P(n + 1), rimpiazzarne

una parte usando P(n), semplificare e imporre che il risultato valga per ogni n,x...)

17



71.

72.

73.

74.

75.

76.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢, d (indipendenti da n)
in modo tale che la formula P(n) seguente

1220 +22.22 4 32. 28 ... 4+ n?2" = a + (bn® + cn + d)2" !

sia ereditaria rispetto a n (cioe P(n) = P(n + 1)) per n > 1. Trovare per quali
coefficienti P(n) ¢ vera per ogni n > 1. (Scrivere la formula di P(n + 1), rimpiazzarne
una parte usando P(n), semplificare e imporre che il risultato valga per ogni n...)

Dimostriamo per induzione che n! &€ un polinomio di grado n nella variabile n. Per
n = 0 abbiamo 0! = 1, che ¢ una costante, e quindi un polinomio in n di grado 0.
Supponendo che la tesi sia vera per n, abbiamo che (n 4+ 1)! & di grado n+ 1, in quanto
¢ il prodotto di (n+ 1), che ha grado 1, con n! che per ipotesi ha grado n. Si puo anche
dimostrare senza induzione: cominciando a moltiplicare i fattori n(n —1)(n—2)---2-1
da sinistra a destra si ottengono successivamente n, n(n—1), n(n—1)(n—2), che hanno
gradi 1, 2, 3 e cosi via; quando saremo arrivati all’'ultimo fattore avremo il grado n.
Tutto chiaro? Il ragionamento fila? Nessuna perplessita?

Vogliamo dimostrare per induzione che (1 — 7)™ > 1 — nm per ogni n > 1. Sia P(n) il
predicato (1 — )" > 1 —nm. Per n = 1 viene (1 —7)! > 1 —m, che & vero. Per il passo
induttivo supponiamo che sia vero P(n) per un n > 1, e scriviamo P(n + 1):
(1—m)" >1—(n+ 1),
che si puo riscrivere come
1-m)"-(1=-m)>1—(n+ ).
Sostituiamo (1 — 7)™ con 1 — nm usando la P(n) supposta vera, ottenendo

(I—nm)(1—m)>1—(n+1)m,

che diventa
1—7—nr+nr’> 1—(n+ 1)m,

che si semplifica in
nw? > 0,

che & vero. Quindi P(n) e vera per ogni n. O no?

Dimostrare per induzione sun > 2 che (1-2)(1-3)(1—4)--- (1—n) > 1—(n+2)(n—1)/2.
Esercizi del 26 novembre 2015
Definiamo per ricorrenza ag := 5, an+1 := 2,/a,. Dimostrare per induzione che a,, 1 <

an per ogni n > 1.

Definiamo per ricorrenza ag := 1, a,41 = 1 — a,/2. Dimostrare per induzione che
Gn+2 — apt1 ha sempre segno opposto a a,41 — ay,.

18
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77. Sia data la successione ricorsiva a9 = a1 = 1, an42 = 2a, + a,41. Trovare un numero
¢ > 0 tale che a,, < ¢" per ogni n > 0. (Imporre che scatti I'induzione).

78. Dando per nota la disuguaglianza fra media aritmetica e media geometrica, dimostrare
che dati z,y > 0 si ha %x + %y > 22/3y1/3. Piul in generale, se p, ¢ sono razionali > 0 e
p+q =1 allora pxr + qy > xPy9.

79. Rappresentare graficamente gli insiemi seguenti:

{0,v2, 7}, {:c2 cx e {-1,2}}, {xeR:x2 € {-1,2}},
{Vvn:n €N}, {(=1)" :n € Z}, {neZ:(-1)" e N},
{1%2,2%,3%, ..., 7%}, {1222, 3% ... ,n?,..., 7%}, {1%2,2%, 3%, ..},
{1%2,2%2,3% ..., n?}, {12,22,3%,...,n%, .. .}.

80. Posto f(x):= 2? — 2z — 1 rappresentare graficamente i seguenti insiemi:

F{0}),  f({0,1}), f(0,1]), f(o,2]), f(J0,3[\ {2}),
£00,3)\ {2}, FH({0}), f([0,1]).

81. Vero, falso o senza senso? Rappresentare graficamente i vari insiemi.

2
géun elemento di { :nGN},

n+1

2 n

: N: N},
3€{n€ n+1€

[0,1] C{z €R:2*+ 2z —4 <0},

[0,1] C{z?+22 —4: 2 € R,z <0},

[07 1] :>[_172]
n?—1 n? —1
z}
n? 1 _{n2—|—1 nehfy

r—1<{zeR|(z—-1)(z+1) >0}

82. Trovare massimo e minimo dei seguenti insiemi finiti di numeri reali:

2 14 1 16 13 51 1 1
{1_77_@’1_3737_§,_1,1}, {Za\/ﬁ_la 7_7T}7

,7T,\3/§—1,\/§}.

(v
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83.

84.

85.

86.

87.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16
Dire se le seguenti affermazioni sono vere, false o senza senso:

max{—1,0,2} = {2}, il minimo € minore del minorante,
il maggiorante € maggiore del massimo
il maggiorante ¢ maggiore o uguale del massimo,

il minimo € maggiore o uguale a ogni minorante,
5
0 ¢ minorante di {1,4, Z}’
1 & maggiorante di {n € Z: 3n — 4 < 0},

n+5
2 ¢ i te di { : EN},
¢ maggiorante di T 8 n

n? 4 1 ¢ maggiorante di {n*:n € Z},

un maggiorante ¢ sempre maggiore di un minorante,
{—1,-2,0} & minorante di 0,
max A U B = max{max A, max B},

max AN B = min{max A, max B}.

Trovare almeno un maggiorante e almeno un minorante dell’insieme {z € R\ {0} |
423 + x +sen L = 0}.

Dimostrare che se Z & un maggiorante dell’insieme {x € R | f(x) < 0} e se f(z) < g(x)
per ogni z, allora Z ¢ maggiorante anche di {x € R | g(x) < 0}.

Esercizi del 3 dicembre 2015

Tradurre nelle notazioni tipo max{...} o inf,c ... le espressioni seguenti e trovarne il
valore:

il massimo dell’insieme degli z tali che 2% — 3 < 0;
I'estremo inferiore degli 2 — 3 al variare di x € R;
il minimo dei numeri naturali il cui quadrato ¢ minore del fattoriale;

I'estremo superiore degli = € R per i quali esiste un 5 € R tale che 2 + 32 < 1..

Trovare massimo, minimo (quando ci sono) ed estremo inferiore e superiore degli insiemi
di numeri reali seguenti:

Q, {n?*|neZarn>0}, {1/n*|neNAn>1}, [-5,+o0),

-2
{reR|z<0A2? <2}, {xER‘x(z—l)(z—l—l)ZO}, {xeR’x 1§0},
w_

—1
{xeR‘xQ g—l}, { i ‘nEN/\nZQ}.
T -z n—1
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88.

89.

90.

91.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Esercizi del 22 dicembre 2015

(Avanzato) Scrivere un programma con cui studiare “sperimentalmente” la stabilizza-
zione delle cifre decimali della successione a,, := (n + 1)2/(2n? + 1).

(Avanzato) Scrivere un programma con cui studiare “sperimentalmente” la stabilizza-
zione (o meno) delle cifre decimali della successione r,, := ay41/ay, dove a,, & definito
daa; =1, a2 :=2, apyo :=3ap4+1 — Ay

Tradurre le espressioni seguenti nella notazione lim,_, ., f(z) = ¢:
n? — +oo per n — 400,
il limite di (senx)/x per x che tende a 0 ¢ 1,
g(z) tende a ¢ quando z si avvicina a —oo

per n che tende a +o00, n? — 2n — +o0.

Verificare che la definizione di limite Ve > 0 N € R Vz € domf : =z > N =
|f(x) — L| < e resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di N:

1
lim —=0 con N =1/¢,

r—+oo
. r+1 1
mBToo 57— 3 con N =1/(2¢),
A |
A =y o NSV
1

mll}l_il_loo 5 = 0 con N = —log,e.

92. Verificare che la definizione di limite Ve > 030 > 0Vz € dom f : 0 < |z — xo| < § =

|f(x) — L| < e resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di J:

lim(z—1)=1 cond =¢,
T—2

lim 2z 4+1)=—-1 cond=c¢/2,
rz——1

222 — 2
lim 22" — 9 con = £/2,
z—=1 x—1
logy(1+¢€) see>1,
lim 2% = con § = .
z—0 min{log,(1+¢), —logy(1 —¢)} seO0<e<1.

93. Verificare che la definizione di lim,_,,, f(z) = 400, cioe VM € R 3§ > 0 Vz € dom f :

0 <|z—x9| <= f(z) > M resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di d:

I _ 5— positivo, non importa quanto, se M <0,

Fa el INGYI se M >0
lim 1 _ 06— positivo, non importa quanto, se M <0,
a2 (r—2)2 oo cono= 1/vVM se M >0
. . _ | positivo, non importa quanto, se M <0,
m1_1>11_11|$+1|—+00 Con5_{1/M se M >0
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94. Verificare che la definizione di lim, ;o f(x) = +o00, cio¢ VM € R IN € R Vz €
dom f: z> N = f(x) > M, resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di NV:

Iim 2 =4+00 con N=M

r—>—+00
. i ta quanto, se M <0
1 2 _ N — J Don impor , ,
m—1>I—iI—100x too  con { vV M se M Z O

non importa quanto, se M <0,
logy M se M >0

lim v =+oo con N = —~1/2 se M <0,
z——o0 2 + 1 M+ VM +M? se M >0

lim 2% = +o0 conN:{

r——+o0

95. Trovare § o N appropriati per la definizione di limite nei seguenti casi:

1

lim — = +o0, lim = —00, lim 22 = 400,
z—=0+ T z—1- 2 — 1 T——00
lim|z + 1| = 3, lim ¢z =0, lim max{z,1 —x}=2.
r—2 z—0 r——1
96. Vero, falso o senza senso?
=<0, —@29)=(=2" 1T-02")=(-17,

Esercizi del 14 gennaio 2016

97. Sapendo che le funzioni costanti sono continue, e che la funzione z — z ¢ continua (cio¢
tende a xy per x — x¢), tende a +o0o per r — 400 e tende a —oo per x — —o0, €
usando le regole su somma, prodotto e quoziente dei limiti, calcolare i limiti seguenti

lim 22, lim(z—1), lim (2*—-1), lim -z, lim
z—0 z— z——2 x—+00 x——-1x—1
1 2
lim «?, lim (2z —4), lim , im ,
T——00 T——00 x—+oo x + 1 z—+oo T2 +x
1 1
lim 3:2(1 — —>, lim (22 — ), lim 23 (1 + —), lim (23 4 2?),
r—+0o0 €T r— 400 T—>—00 €T Tr—>—00
z(l+ L 1 22(1— L4391 2 _ 9
lim M, lim T lim ( - xQ), lim w,
r— 400 €T r—+oo r——400 {L’(; _ 1) r— 400 1—2xa
_ (24 1) , 22 + 1 , 22 —1 . 22 —x 23+a2?+1
lim ———%, 553 lm (:1;— ), lim ( 5 ),
T——00 (E —+ 3);1;2 x——o0 20 + 3x —+00 T z——oco\ x + 2 1—2x
1 2 2 3 2
lm S SO, eEe g r@dd) e e

20 27 250 Zx(l — 2,1’)’ 20 2r — 412’ 150 :L‘(l — z) s 50 x— a2’
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—z ) xz(x —1) . 2t —x , x(x+1)
lim lim , lim ——, lim ,
a=11+2" =1 (1—2)(1+2) 2-11—22" zo-1(x+1)(22—2+1)
A (x —2)? . 2t —dx+4 . x+1
im ——, lim , lim —, lim ,
z—>—1 23 +1 T—2 (.ilj + 1)(23 — 2) z—2 T2 — 1 —2 z—0t T
. ox+1 . ox+1 . ox—1 . x ) x
lim , lim , lim , lim , lim ,
z—0- T z—0 T 20 22 a—s1-c—1" a1t x—1
x+1 . (z+1)(z—-2) 2 -z —2

lim

lim ——, lim ——— lim S
=212 —4x + 4

e—lx—1" 252 (x—2)2" 252+ (z-—2)2

98. Sapendo che la radice quadrata ¢ continua e che 1/ tende a +oo per x — +o00, calcolare
i limiti seguenti:

—1
lim /3 — 3z, lim +/22 + 2z, lim L , lim Tt \/E,

r—4 T——00 T—+00 rx+1 z—1 x—1
lim (\/x+1—\/33+2), hrn (\/:1:—2—\/:1:—|— ) hm (\/23;—2—\/334—1)
r——+00
1 14+ —
. r(2+ 1) lim 2x + 1 L \/5) lim T+ T

Y

1

I_H_OO\/E 2_l7 T—+00 \/2x—1, x—l>I—|I—loo x(l—z) 25 %o x—1

x
I
x_gl_loo <\/? \/7> :c—>+oo Vi+1+2z -1

lim (\/x2—2x+1—\/x2—2x), hm (\/m2—2x+1—\/x2+x)

r—+00 r—+00
lim (\/x2—2m+1—|—\/2x2—3x), lim L, lim +,
xr— —00 xr— 400 x /1 + L xr——400 xe + 1
hm
$—> [e%e) .’13'2 + 1

99. 1l seguente conto & corretto?

1 Viazt —3x3 +1 — /86 + 25— 1

im =

z—+00 Vat + 223 — 22

Vgt =323 +1— /258 +a—1 — 26

_ 4 3 2\ _
= T T R ) -
At — 33 1— 238 -1 _ -6
= lim vz L i L ° (Vat(l+2z71) +2%) =
x—~+00 213
4t — 323 +1— 228+ 0—0
gy VAot 1o (Va* (1 +0) +a?) =
r—+00 21123
Vart — 323 + 1 — 222
= lim 2 =
xr——+00 25(33
I dp* — 323 +1 — 4z
= 1m g

T —+00 :1;(\/4334 33+ 1+ 23:2)
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_ —3z3 +1
= lim =
z+oo g(\/at(4 — 3z~ + 2—4) + 222)
. r3(=3 +273)
= 1m =
z=+o0 (224 — 3z~ + z% + 22)
. 22(—3 +0) -3 3
= lim = = .
z—=+oo 224/4 — 0+ 0+ 222 2+2 4

100. Ricordando che seno e coseno sono sempre compresi fra —1 e 1, e usando il teorema del
confronto, calcolare i limiti seguenti:

lim (2% — cosz), lim (x + senz — cosx), lim 2% lim —\/E + sena:’
T—+00 T——00 r=—too 5400 z
— 1 ’ ~1 1 1
lim cos(at2 )’ im 2T cos(x )’ - (_ ©cen _>,
Tr—>+400 €T T——00 .CE4 +1 z—0 \ 2 T
2
lim (l’ +x +cos(x3_2x)>, lim ($+1)(2+Sen«/;g2_1)'
z—+oco\ x — 2 PN

101. Ricordando la continuita e i limiti agli estremi delle funzioni esponenziali e logaritmiche,
e i limiti di a®/2" e (In, x)/z per x — +00, oltre alle regole gia viste prima, calcolare
i seguenti limiti:

1
lim (3° —z), lim 2°7!, lim (5° — 24%), lim ——o2%
T—+00 T——00 T—+00 T—r 400 3z
. sen2? _ 2 -3 41 222 +3 -1
lim y lim —_, im ———,
z——oo 3% z—+oo 13 — 2x + 2T z—-o00 2+ — 3%
lim 3Y/%,  lim 2%/%,  lim 2°37Ftl  lim 2(@-1/2"
z—0t ’ z—0— T 25 Yoo 250 ’
log, x
1 2 _ : T _ 9T : 2
Jm logy(2” 1), lim logg(3* —2%), lim —=,
lim log L+ lim (logy(z + 1) — log, ) lim 2710822
T—r+00 2 xr — 1’ T—+400 2 2 ’ r—07t ’
lim M, lim M7 lim M7
z— 400 log2 T z— 400 T z— 400 T
1 2)—1 1
i (082(77) Zlogpw 0T (57— 9e),
r——+00 log, e—0t 1/x z—4o00

102. Ricordando che seno e coseno sono continui, che (senz)/z — 1 e (1 — cosz)/z? — 1/2

per x — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scomposizioni in
fattori. .. ), calcolare i seguenti limiti:

sen(x?) . 2t —ux . sen(2z — z?) _ T — x?
lim , lim , lim ———,  lim —,
a0 T z—0 senx z—0 T z—1 sen(x — 1)
. tanz . senzx ) 1 ) z—1
lim , lim , lim zsen —, lim xsen ,
z—0 z—=mx — 1 T—+00 x z—>~+00 2
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. 2?42 1 . (cos2x)—1 . l—cosx . l—cosz
lim sen —, lim — lim ———, lim ———,
z——oc0 x — 1 2’ z—0 2 z—0+ 3 z—0 3
. l—cosyx . sen’z _ T sen x . cos?x+cosz — 2
lim ————, lim ———  lim ————,  lim 3
a—0t  z(x —2) z—501—cosx’ a—01—cosdx’ a0 x3 —2x

103. Consideriamo il lim,, ;. (—1)?>". Facendo il cambio di variabile 2n = m otteniamo
lim, 1 00(—1)%" = lim,, .1 00(—1)™. Sappiamo che il lim,, ;. (—1)™ non esiste,
perché funzione oscillante. Quindi anche il limite iniziale limnﬁ+oo(—1)2" non esiste.
Sicuro?

Nel seguito i logatitmi in cui non viene indicata la base si devono assumere in base e,
ossia logz =log, x = Inx.

104. Ricordando che esponenziale e logaritmo sono continui, che (In(1+4z))/z — 1, (e* — 1)
/x — 1 per z — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scomposi-
zioni in fattori, limiti notevoli precedenti. .. ), calcolare i seguenti limiti:

. 1—e® e -1 log(l-—2?) . x— a2
lim , lim ,  lim ———=, lim ,
z—0 T z—0 2 z—0 x2 + 223 z—1 logx
1 1
lim 2% , i oglz| , lim zlog T , lim z(1-— el/x),
x—0]1 — e% z—>—1x2 —1 z—~+00 X T—+00
2 2
2x) —1 -1 -1 log(1 —
‘m (cos 2x) Cdim € i © . lim og( \/5),
z—0 zlog(x +1)" a—mo+ a3 z—0 3 z—0t  x(z — 2)
lim sen? x  lim log(1+ x) — log(1 — x)  lim e® — log(e + x) .
z=0 (1 —e®)(1—e2*)”  2-0 2 z—0 3 — 2x
105. Esercizi di ricapitolazione:
1/x
- el im 2l/(@=1)  pyy SR2T
A (V2 te Ve —a), 2, T
: 2 r—1 : (1 _ —x : T+4sen
:Ellgir—loo (2% —logy @ +2771), Ill)r_noo 3%(1 —cos377), Ill)rfoo 2 ,
_ x? sen(sen ) .1 —cos(senx)
lim ————, lim ———=, _
z——oc0 2+ sen?x’  z—0 x z—0 1 —cosx
9 — 1—a2—
lim w7 lim — 337 lim (2* — 2% 4 cosx),
z—0 x° —2x z—0 sen? r T—+400
1 2@ — 1 3* — 2%
lim (295 — 2% sen —), lim T SeRreos x, lim 083 +2) ,
z—+00 x z—0 1 —cosx z—+00 logy
lim r+1 —cos\/E, lim cos(x2)2—cos:1:, lim (1 —senx)(1 —COSJ?)‘
z—0+ sen x z—0 sen? x z—0 sen x

Dare per noti la continuita di esponenziale e logaritmo, nonché i limiti di (1 + 1/z)*

per x — 4o0; di (14 2)Y/*, (In(1 4 x))/z, (e* — 1)/x per z — 0.
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106. Calcolare i seguenti limiti, usando per esempio la formula a® = e®!™:

1 n—1 1 n
lim (1 4 sen x)l/m, lim <1 + ) , lim (1 + nt ) ,
z—0 n——+o0 n-+2 n——+00 2n? +1

, 2n + 3\ /2 , 2n2 4 3\ n/2 _ n? + 3\n/2
lim < ) , lim < ) , lim ( ) ,
n——+oo \ N2 +1 n——4oo \ N2 +1 n—s4oo \n2 +1

iii%(ln(e—kx))l/x, iii%ln((e—kx)l/m), iiir%)(l—kx—kﬁ)l/m,
. 1/x . 1/z? . 1/
ili% (cos x) , ilg% (cos ;U) , ilg% (cos T — sen m) ,
lim (ew + e — 1)1/Senx, lim (25” + 3% — 1)1/1n(1+m), lim (e” + sen x)l/x.
z—0 z—0 z—0

107. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim x(x—l—\/x2—2x), lim (a:— x2—2$)m.

T — 400 r—r+00

108. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim m(—1+\/m2+3x—\/x2+x), 113_1 (\/x2—|—3m—\/x2+x)m.

r——+00

109. Definiamo la funzione f(z) cosi:

Calcolando f(x) per x = 1 — /2 viene

f=ve= Ve \/1 (1 V22

O no?

110. Vero, falso, o senza senso?

) x 2z ) 9 9

xli>rr21w:£+1_2:)3+1’ mlgcr}&-l(x—'—?’) = (@+4)7%
1 2

lim T z lim f(—x)=—f(z),

z+1—-x2 1+ (CE + 1)2 B 1424’ z— f(x)
lim g(z) =g(-z), lim x=f"'(0),

flz)——a f(z)—0
limy=2z, limx=y,
. Vart —3x3+1— /8x3 + 22 —1
lim =z —1.
x—>+00 2x
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111.

112.

113.

114.

115.
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Dire che la successione reale a,, ¢ strettamente crescente equivale a quali delle seguenti
formule?

anp < G Vn,m € N,
VnomeN n<m=a, < an,
Vn,meN n<m=a, <anm,

VneN a, <anpyi,

VneN a, <ap_1

VneN a, <ap_1

VneN a,_1 <apt1.VneN ap_1 < ap,

a
Vn € N ">,
Gn41

Sapendo che a,, — +00 per n — +o00o e che b,, > a,, per tutti gli n pari, si puo concludere
qualcosa sul limite di b,,?

(Avanzato) Dando per noto che la successione a,, := (1 + 1/n)™ & crescente e tende

ad e, dimostrare che anche ¢, = (1 + QL)" e crescente e trovarne il limite (osservare

n
che ¢, = \/az,). Similmente per d,, := (1 + 5 ).

(Avanzato). Ricalcando la dimostrazione che la successione a,, :== (14+1/n)™ & crescente,

dimostrare che anche ¢, := (1 +2/n)™ & crescente. Dimostrare poi che ¢, tende a €.

(Per il calcolo del limite osservare che ¢, = a2).

Per ognuno dei seguenti grafici decidere se si tratta di una funzione, e, qualora lo sia,
se € monotona, e di che tipo:

- <=

R

I D~

R N SN
~ N <
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.

\_

Esercizi del 25 febbraio 2016

116. Dimostrare che

n" n" . (2n)"
= +00, lim =0, lim =0.

n—+oo (n 4 1)! n—+oo (2n)! n—+oo (2n)!

117. Calcolare
n" ) 2057 . (2n)! ) n"
im ————, im —, lim ) lim —s.
n—too (n+2)!" notoo (2n+3)!7 notoe nn n—+oo 3(n?)

118. Calcolare

) n" . nl4+Inn ) 2" +e”

lim —— lim —, lim .

n—+oon? +2n+2 notoo  nn n—+oo  ml



119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Si puo scrivere
n fattori, tutti >1.
o\

I\ n+1 n+4+1 n+1
(IR RMEIRE
n n n n
Quindi il limite & +00. O no?

Vero o falso? (Per ogni valore ragionevole delle variabili che renda sensati primo e
secondo membro)

! !
m+1)!=nln+1), (n+2)!=n'+n+1!, (n+m) = n.;m.,

—EZ i_ B: =n®+n, (n?)!=(n)2

Nella formula seguente

n! n n—1 n—2 n-—3

nn n n n n

3 2 1
n n n

i primi fattori tendono a 1, mentre gli ultimi tendono a 0 per n — +o00. Dove comincia
esattamente la transizione da 1 a 07 Ci sono dei valori intermedi per il limite?

(Avanzato) Consideriamo la successione a,, = (2n)!/n"™. Mostrare che vale la relazione

ricorsiva
22n+1)
Unt1 = ——qvn " On-

n
(1+7)
n
Studiare monotonia e limite della successione.
(Avanzato) Consideriamo la successione a,, = (2:) /n™, dove (}) =n!/(kl(n —k)!) & il
coefficiente binomiale. Mostrare che vale la relazione ricorsiva

4dn + 2
1 n
(1)
(n+1) +n

Ap+1 = *Qp -

Studiare monotonia e limite della successione.

Consideriamo le funzioni z, % —2x, (x—1)(x+1), (senz)/x, 2—2cosz, log x, log(1/z),
1/(x —a?), e*, e ™2, 2%, 2®t! (2 4 1) (e altre inventate sul momento) per z —
+o00. Dire quali di queste sono infinitesime o infinite e metterle in ordine di infinito o
infinitesimo crescente. Scrivere tutte le possibili notazioni di Landau che valgono fra
queste funzioni.

Consideriamo le funzioni z, 2% — 2z, sen2x, x/senz, 2 — 2cosz, logz, 1/(z — 2?),
el/m2, e~ /" (e altre inventate sul momento) per x — 0. Dire quali di queste sono
infinitesime o infinite e metterle in ordine di infinito o infinitesimo crescente. Scrivere
possibili notazioni di Landau che valgono fra queste funzioni.
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126. Data una funzione continua f di variabile reale e una successione x,, che converge a T,
tutti nel dominio di f, quali delle seguenti formule hanno senso e sono vere?

lim f(zn) = f(zo), lim f(zn) = f(zo), im f(z,) = f< lim xn);

n—0 n—xo n—+o0 n—f(z)
i S = S S = S00, S =5t o)
lim f(@)=f(), D f(n) = f@), lim fle) = [(@),
noe o) = oo, D flaw) = Lo 7).

127. Quali di queste funzioni sono continue sul loro insieme di definizione? (|z] ¢ la parte
intera di x per difetto, cioe il massimo intero < z)

]

1 1
T log(—z? — 1), 2 — 3, — +x, arctan—,
x T

-1’
r+ (2r+1), |z]+z, sgn(l+z?), sgn(l/z), log(l+ x).

2 — 2z,

128. Supponiamo di avere un teorema che dice “sia f:[a,b] — R una funzione continua,
allora bla bla bla”. Dire se il teorema si applica alle funzioni seguenti:

f(z) = |22 -1, a=—-1,b=1,
f(l‘)_i, a:\/§7b:_1>
|z]
r—1
= =0,b=2
f@)= T e=0b=2

Esercizi del 3 marzo 2016

129. Consideriamo la funzione f(z) = 1/(3x — 1), a = 0, b = 1. Si puo applicare a questa
funzione la procedura iterativa di bisezione, come descritta nella dimostrazione del
teorema dell’esistenza degli zeri? I punti a,,, b, hanno limite? Quale? E uno zero della
funzione?
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130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Usando il teorema dell’esistenza degli zeri (o quello dei valori intermedi), dimostrare
che le seguenti equazioni hanno almeno una soluzione reale:

205 — 22 +220—1=0, z+e“*=0, z+senz=0, z°=cosz.

Usando il teorema dei valori intermedi, dimostrare che le funzioni seguenti assumono
tutti i valori reali sul loro dominio:

2% — 2?2 +20—1, x+e%, x+senx.

Un alpinista parte alle 8 del mattino per salire a un rifugio. Il giorno dopo riparte dal
rifugio alle 8 del mattino e fa lo stesso sentiero nella direzione opposta fino al punto di
partenza. Mostrare che esiste (almeno) un punto della strada in cui l’alpinista e passato
nei due giorni esattamente alla stessa ora. Il luogo € necessariamente unico?

Un gioco per esercitarsi con i numeri in una lingua straniera funziona cosi: 1'insegnante
chiede a uno studente, per esempio, quanti abitanti ha New York. Lo studente dice
una cifra, e l'insegnante risponde “di piu” oppure “di meno”, poi ripete la domanda
a un altro studente, e cosi via, finché si arriva alla cifra esatta (tutta la conversazione
in lingua straniera, naturalmente). Confrontare questo gioco con la procedura della
bisezione nei teoremi dell’esistenza degli zeri o di Weierstraf.

Esercizi del 14 marzo 2016

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che esistano finiti lim, o f(2)
e lim,,_~ f(x). Dimostrare che f & limitata. Ha necessariamente punti di massimo o
minimo globale? E se si aggiunge 'ipotesi che lim, 1 f(z) = lim,_,_~ f(z)?

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(x) > 0 per ogni = € R, e
supponiamo che f(z) — 0 sia per x — —oo che per x — +o0o. Dimostrare che esiste
almeno un punto di massimo globale per f.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua per la quale i limiti per x — 400 e
per x — —oo esistono finiti e coincidono. Dimostrare che almeno uno fra il supy f e
linfg f € un valore assunto da f.

(Avanzato+) Sia f:[a,b] — R una funzione tale che lim,_,,, f(x) esista e sia < f(xzo)
per ogni zp € [a,b]. Dimostrare che I'insieme dei valori assunti da f ha massimo.
(Ripercorrere la dimostrazione del teorema di Weierstrass, con modifica alla fine).

Vero o falso?

|senx| =+/1—cos?x, sen(xr+m)=senz, sen(2m —1x)= —senx,

Vz € [-1,1]: senarcsenz = x,

Va € [0,1]: arccosx = arcsen /1 — ;1:2),
Vx € [-1,1]: arccosx = arcsen /1 — 22, Vx € [—m,7]: arcsin(cosx) = g — |z|.
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139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.

151.
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Trovare 'insieme di definizione delle formule seguenti (quando per i logaritmi non &
indicata la base vuol dire che non ha importanza):

1
sen(1/x), pe——— arcsen(log, ), arctan(l+ x), arccos 22

Va2 +x — 6 —arcsen(3z), log(2+sen(l/x)), arcsen2™".
(arcsen x e arccos x sono definiti quando —1 < z < 1; arctan z & definita per ogni = € R).
(Avanzato) Dimostrare che ’equazione x senz = cosz ha infinite soluzioni.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che x f(z) — 400 sia per x — —o0
che per x — +00. Dimostrare che f ha almeno uno zero.

(Avanzato) Considerare la funzione f(x) := 3x — 1 su [a,b] = [0,1] e siano [ay, by,]
gli intervallini prodotti dal metodo di bisezione del teorema dell’esistenza degli zeri.
Calcolare esplicitamente a,, b, per n da 1 a 3. Mostrare (per induzione) che a, € b,
sono tutte frazioni con denominatore una potenza di 2. Dedurre che la bisezione non
termina in un numero finito di passi.

(Avanzato) Considerare la funzione cos z sull’intervallo [0, 37]. Siano [a,, b,] gli inter-
vallini prodotti dal metodo di bisezione del teorema dell’esistenza degli zeri. A cosa
tendono a,, e b, per n — 4007

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(x + 1) = —f(z) per ogni z.
Dimostrare che f si annulla in infiniti punti. Conoscete un esempio concreto di una
tale funzione f7

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(z) — +oo sia per x — 400
che per x — —oo. Dimostrare che esiste almeno un punto di minimo globale per f e

che ogni valore maggiore del valore minimo viene assunto in almeno due punti distinti.

Puo una funzione essere sia debomente crescente che debolmente decrescente? Puo
essere sia strettamente crescente che strettamente decrescente?

Dimostrare che la somma di funzioni crescenti e crescente, e che la somma di funzioni
decrescenti e decrescente. Si puo dire qualcosa della somma di due funzioni monotone?

O della differenza?

Il prodotto di due funzioni (de)crescenti e (de)crescente? L’opposto di una funzione
monotona ¢ monotona?

La composizione di funzioni monotone ¢ monotona?
Se f(x) e g(x) sono monotone, anche f(x)/g(z) ¢ monotona? Che dire di f(x)9(®)?

1l grafico della funzione v/1 — 22 & un semicerchio. E una funzione monotona? Ha dei
tratti monotoni? Ha dei tratti invertibili? Come sono le inverse di quei tratti invertibili?
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153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.
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La funzione f(z) = x—1/2z ¢ monotona per z > 07 (Differenza di funzioni monotone. . .)
E’ invertibile? Qual’e la formula dell’inversa?

E’ vero o no che sen(arcsen ) = z per ogni 7 E’ vero o no che arcsen(senxz) = x per
ogni 7

(Avanzato) Verificare che vale I'uguaglianza

a3—b3:(a—b)<2b2+<a+g>2>.

Dedurne che a® — b e a — b hanno sempre lo stesso segno. Dimostrare quindi che
la funzione f(z) := x> + z & strettamente crescente su tutto R. Mostrare anche che
f(R) = R, che f & invertibile, e che l'inversa & continua. (Usare il teorema dei valori
intermedi e il teorema sull’invertibilita).

(Avanzato) Sia f:[a,b] — R. Supponiamo che per ogni z( € [a, b] esista § > 0 tale che
la f & debolmente crescente su [a,b] N [zg — §, 29 + 0]. Dimostrare che f ¢ debolmente
crescente su tutto [a, b].

(Avanzato) Sia f:[a,b] — R una funzione continua a sinistra in ogni punto, cio¢ tale
che limz_mf f(x) = f(zo) per ogni z¢ € ]a,b]. La f & necessariamente limitata? (Cosa

succede per o = a?). E se si aggiunge I'ipotesi che f sia continua (a destra) in z¢p = a?

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua per la quale i limiti per x — 400 e
per x — —oo esistono finiti e coincidono. Dimostrare che almeno uno fra il supg f e
I'infg f € un valore assunto da f.

Esercizi del 17 marzo 2016

Calcolare la derivata della funzione f(z) := x? — 2z nel punto generico z, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi I’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa x¢o = —1.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := (x —1)/(2? +1) nel punto zg = 1 usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Lo stesso per la derivata
nel punto generico xy. Scrivere ’equazione della retta tangente nel punto zg = 1.

Calcolare la derivata della funzione f(x) := y/z nel punto generico xy > 0, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel
punto xg = 07 E derivabile in g = 07 Scrivere poi l'equazione della retta tangente al
grafico di f nel punto di ascissa xg = 2.

Calcolare la derivata della funzione f(x) := log(3z — 1) nel punto generico z¢ > 1/3,

usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi
I’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xg = 1.
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163.

164.

165.

166.

167.

168.
169.
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Calcolare la derivata della funzione f(x) := /x nel punto generico x, usando la defi-
nizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel punto
2o = 0?7 E derivabile in 2y = 07 (Si ricordi che si parla di funzione “derivabile” quando
la derivata esiste finita). Scrivere poi ’equazione della retta tangente al grafico di f nel

punto di ascissa xg = 2. (Ricordare il prodotto notevole (a — b)(a® + ab+b?) = ...).
Calcolare la derivata della funzione f(z) := /senx nel punto generico = per il quale

senxg # 0, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale.
La f ha derivata nel punto xo = 07 E derivabile in xy = 07 Scrivere poi ’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa z¢ = 7/3.

(Avanzato) Calcolare la derivata della funzione f(x) := /x — v/z + 2 nel punto gene-
rico xg, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f
ha derivata nel punto xy = 07 E derivabile in xo = 07 Scrivere poi ’equazione della
retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xg = 1.

Supponiamo che f sia derivabile in 2y ma g non sia derivabile in xg (z( sia nel dominio
di entrambe). La funzione f + g € non derivabile in xq?

Supponiamo che f e g non siano derivabili in z (z( sia nel dominio di entrambe). La
funzione f 4 g € non derivabile in x¢?

Esercizi del 1 aprile 2016

Calcolare le derivate nel punto generico x delle funzioni seguenti:

3 +8, 2+4x—senz, bHx’+2x—9, e +cosz, -5z’ +3z°—6x+1,

r? —log2, (x—3)cosw, arctan2 — u, iz%, log(e — x)
xcosx, (Inz)senz, (2—x)lnz, e“(cosz+senx), (xr+senz)lnz,
x+7 1 3z +1 (x —1)coszx v o 2x+senz 5
20— 5" 2243z 222 —4x -3’ er ’ 7 5—cosz  x+1

132
cos(2z —7), tan(l —2?), (z+e%)°, (sen2z —cos3z)?, sen? (1 + —) ,
x

el +Inz tan(1l + x) 1 — (Inz)? ( N e’ +e " >2
senx + ————

(x+1)2 7 224+(1-2)2" (2—2x)2~ 1+sen2z/ "’
[z, |z—1f, senlz|, [senz|, loglz+1|, [log(x—1)[.

Posto f(z) = 3x? — senx, quanto vale f/(3z2? — senx)?

Posto f(z) = 5-%5 dire se ¢ vero o falso che

Mam) -
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172.

173.

174.

175.

176.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

senzx + 3% — arctan z, zt + arcsen x, logx — cosx + \/5

Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

232 log z, sen  cos T, e’ Jx,
3z tsenx log, z?log x arctanz, 5% arcsen x cos .

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando anche per quali x siano definite
le funzioni e per quali esiste la derivata:

1 1 1

x3’ arcsen z’ x2 4+ cosx

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

x+7 22 +3x -5 522+ 3z —1
122 — 5’ 24+ —1" 2—x
1— 222+ 2z 2 — 423 + 625 — 42° + 212
22 —x+1"7 1 — 423 + 626 — 429 4 2127

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando anche per quali x
siano definite le funzioni e per quali esiste la derivata:

1
(3 +1)2, x?+1, log(2 — 3z2), x arctan —
x

1
arctan(e® + 1)

3x+senx
)

(5log z)?,

63x+1

3 —_—
-1 log(3 ) .
arcsen(z ) sen(log(3z + 5)), senZz + 4

Data la funzione f(z) := arctan(l/z), discutere la validita della formula f'(x) =
—1/(1 + 2?).

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale), specificando su quale

dominio siano definite:

x+1
2z + 3

AT (3 4 B)sen T ( ) : (log(arctan:c))l/m.
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177.

178.

179.

180.

181.

182.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Consideriamo la funzione f definita dalla tabella seguente:

r 0 1 3/2 2 e 3 7w 5 /30
flz) 1 4 0 -2/3 0 10 4 -2/3 3
Discutere la correttezza formale e la verita le seguenti affermazioni (sottintesi sempre
massimi e minimi globali). (1) Ilmassimo di f & 10. (2) il massimo di f & /30. (3) Il
punto di massimo di f & 3. (4) Il punto di massimo di f & +/30. (5) Il minimo di f & 0.
(6) Il minimo di f ¢ —2/3. (7) I minimi di f sono 2 e 5. (8) Il punto di minimo di f
¢ 2. (9) Il punto di minimo di f ¢ 5. (10) Il punto 2 ¢ un punto di minimo di f. (11) Il
punto 5 € un punto di minimo di f. (12) Il massimo di f ¢ (3,10). (13) Il minimo
di fe(2,-2/3). (14) 1l punto (5,—2/3) € un punto di minimo di f. (15) I punti
(2,—2/3) e (5,—2/3) sono punti di minimo di f. (16) max f = 10. (17) max f = 3.
(18) max f = (3, 10).

Esercizi del 7 aprile 2016

(Avanzato) Sia f:[a,b] — R una funzione continua su [a, b] e derivabile su [a,b]. Sup-
poniamo che f(a) < f((a+b)/2) > f(b). Dimostrare che esiste almeno un ¢ € [a, b
tale che f’(c) = 0.

(Avanzato) Sia I un intervallo e f: I — R una funzione derivabile che non sia debolmente
monotona. Dimostrare che esiste allora almeno un ¢ € I tale che f'(¢) = 0.

(Avanzatissimo) Siano f:R — R ed Z,m € R tali che

O<2m<M<%m Vo # T.
3 T —T 3
Fissiamo h > 0 ed = € R tali che < Z < z + 2h. Dimostrare che f(z) < f(z + h) <

f(z+2h).

(Avanzatissimo) Sia f: [a, b] — R derivabile su [a, b] e tale che (f((a+b)/2)—f(a))(f(b)—
f((a+b)/2)) <0. Poniamo ¢y = a, ¢ = (2a + b)/3, co = (a + 2b)/3, c3 = b. Mostrare
che esiste almeno un i € {0,1} tale che (f(cit1) — f(ci))(f(cit2) — f(ciy1)) < 0.
Preso un tale ¢ poniamo [a1,b;] = [¢;, ¢;12]. La situazione di f su [a,b] si ripresenta
uguale su [a1, by]. Definire per ricorsione [a,, b,]|. Dimostrare che a,, e b,, tendono a un
limite Z € [a,b] e che f'(Z) = 0. Da questo risultato si puo dedurre il teorema di Rolle?
(Per dimostrare che f/(Z) non puo essere > 0 usare l’esercizio precedente).

(Avanzatissimo, riformulazione dell’esercizio precedente) Sia f:[a,b] — R una fun-
zione derivabile (anche agli estremi), e tale che f(a) = f(b). Sia ¢ il punto medio
di [a,b]. Mostrare che la terna (f(a), f(c), f(b)) non & in ordine strettamente mono-
tono (cio¢ non si ha né che f(a) < f(c) < f(b) né che f(a) > f(c) > f(b)). Divi-
diamo [a, c| e [¢,b] ciascuno in due parti uguali con due ulteriori punti di suddivisione
a < c¢; < c¢ < cg <b. Mostrare che almeno una delle tre terne (f(a), f(c1), f(c)),
(f(c1), f(e), f(c2)) e (f(c), f(c2), f(b)) non & in ordine strettamente monotono. Se ¢ la
prima poniamo [a1,b1] = [a,c], se & la seconda poniamo [aq,b1] = [c1, 2], altrimenti
[a1,b1] = [e,b]. Dividiamo l'intervallo [a1,b1] in quattro parti uguali, e ripetiamo il
procedimento, ottenendo un nuovo intervallo [as,bs]. e cosi via. Dimostrare che le
successioni a,, b, convergono a un punto Z € [a, b|, e che f'(z) = 0.
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183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Delle funzioni seguenti dire se hanno derivata identicamente nulla, e se sono costanti,
e dove (e magari dare un’interpretazione trigonometrica):

2 cos? log|z| — cos log 2, x — arctan(tan x), x — arcsen(sen x)
arcsen x + arccos x, arcsen x — arcsen \/ 1 — x2,
Vi+ax? -1 x+1
arctan z — 2 arctan ————, arccos T — 2 arccos )
x 2
, V1—22 V1-—22
arcsin x + 2 arctan ) — tan(arccos ).
x x

(Avanzato). Sia f:[a,b] — R derivabile, e supponiamo che f’(a) ed f’(b) siano di segno
opposto. Dimostrare che esiste ¢ € [a, b] tale che f/(c) = 0. (Applicare il teorema del
massimo/minimo di Weierstrass).

(Avanzato). Sia f:[a,b] — R derivabile, e supponiamo che f’(a) > 0 ed f'(b) < 0. Sia
¢ = (a+b)/2 il punto medio. Se f’(¢) = 0 siamo a posto. Se f'(c) < 0 scegliamo |a, c|.
Se f'(c¢) > 0 scegliamo [c,b]. E cosi via per bisezione. Qualora il procedimento non
termini in un numero finito di passi, sia g il punto a cui converge. Si ha necessariamente

f/(x()) = 07

(Avanzato). Sia I un intervallo e f:I — R una funzione non monotona. Dimostrare
che in I esistono tre punti 21 < xo < x3 tali che f(x2) non & compreso fra f(z1) e f(z3)
(cioé & maggiore o minore di entrambi). Dimostrare poi che se f ¢ anche derivabile,
allora la derivata si annulla in almeno un punto.

(Avanzato). Sia I un intervallo e f: I — R una funzione derivabile su tutto I e tale che
f'(z) > 0 in tutti i punti x esclusi un numero finito. Dimostrare che f ¢ strettamente
crescente su /.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := arctan(2tanx). La derivata ¢ sempre
positiva? Possiamo dedurne che f(0) < f(37/4)?

Trovare, se ¢’e, una funzione derivabile f:R — R non costante tale che f’(z) > 0 per
ogni z, con limy, s o f(x) =07 e lim; o f(z) =07 .

Delle seguenti funizioni trovare il dominio di definizione, studiare il segno della derivata,
e dedurne gli intervalli di crescenza/decrescenza e i punti di massimo/minimo locali e

globali:

-1 20 — 1 2 —x—2?
222 — 3z + 4, x> — 22% + T , * , il
x+1 x? + 4z x + 22
2 —1 9 9
x+2x+4, 2z 4+ log(x — 1), log(z* +x —1) — 3z,
VI—1+vz -2, \/:L‘2—|—x—|—1—g—i—1, VI —2 —log(2z + 1),
log(z + 2) — arctan(z + 1), X — arcsen x, arctan z — arcsen z,

2vx + 1 — arccos x, varctanx, 10g(10g x), €m2,2m+3.
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Esercizi del 14 aprile 2016

191. Calcolare i seguenti limiti, usando eventualmente la regola de L’Hopital se ritenuto
lecito e opportuno:

. log(l1+4z) —logx . m—2arcsenzw . 7™ —2arcsenz
lim : lim ———, lim ————,
z—+oo T — 2arctanx z—1- 1—x z=1-  J1-=z
.e*® —2senz —1 . 3z +log(l+2%) —3tanz
lim 5 , lim ,
z—0 T z—0 1 —cosz
, senx _ log(1 + x) , log(9% + 2?)
lim , —_— lim ,
z—0 e +x — 1 — sen 2z z—+oo log(1 + 22) z—+oo 1 4 log(e?* + )
e(l—z)V/r -1 _ senx — tanx
lim : lim ;
&0 x 2—05 — e2® —4cosx + 2senx

’ 2—-2v/1+x+senx , 2¢* +9v/1 —x +senz — 11
im , im ,
=0 arcsenx + 2/1 —x — 2 =0 log(l —z) —log(1+2z)+ 214+ —-2/1—=z

i e” +12v/22 —x + 1+ 5sen(z — 22) — 13 I 22 — 2 + 2 cos(sen x)
im ) im
z—0 (1+senx)x z—0 1 — cos(x?)

192. Consideriamo i limiti

e _ew . V1 —cosx . V1422 . V1 —cosx
lim ———— lim ——, lim —, lim —.
rz—+o0 €74 — 7% z—=0  senzx T—>+400 T z—0  senzx
Sono forme indeterminate? Applicando la regola de L’Hopital ripetutamente piu volte
si arriva, prima o poi, a una forma non indeterminata? C’e un’altra via per calcolare il

limite?

193. Calcoliamo

—1
senx
3 x> +xr—x 3 3
. x>+ x—senx . T > +zrz—x-1 .z
lim = lim = lim =lim — =1
x—0 333 x—0 ,133 x—0 :133 x—0 1'3

Lo stesso limite in un altro modo, usando L’Hopital piu volte:

3 0/0 9 0/0 0/0
. x4+ x—senx uvHopital 34 1 —cosx LHepital _ 6x 4 Senx L'Hopital
lim = lim = lim ——— =
z—0 ,1:3 z—0 3,7;2 z—0 6x
I 6+coszr 641 7
= lim = = -.
z—0 6 6 6

I risultati sono diversi. Ci sono degli sbagli da qualche parte?

Esercizi del 21 aprile 2016
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194.

195.

196.

197.

198.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

Data f(x) =1+ /z, la derivata seconda di f in z si scrive come

rra+va), f(

Delle seguenti funzioni studiare il segno della derivata seconda, e dedurne gli intervalli
di convessita/concavita e i punti di flesso:

-1 2 —x— 1

222 — 3z + 4, 3 — 227 4, R , i a:,
x+1 x + 22

LTl o e 1), log(a® +a—1) 3

x x og(x — og(z®+z—1) -3z

2:[;—"—4, g 9 g )

Vi —1++vz—2, \/:U2+x—|—1—g—|—1, Vo —2—log(2x + 1),
& — arcsenc, arctan z — arcsen x,

log(log x), e 2w+,

Studiare le seguenti funzioni (dagli appelli estivi 2004 e 2005):

T — 2 % —1 372 +1 (x —1)2
2 —dx+1" /|5 —222] x(x?2+3)’ 1— 22
(x —1)3 (x —1)(z+1)?
22 -3z +1’ 2+r+1

2+ vV2)z + m‘

)

Y

Dimostrare che il polinomio 3z + 722 — 72 — 35 si annulla in un unico punto di R, e
che questo punto ¢ compreso fra 1 e 2.

Esercizi del 13 maggio 2016

(Avanzato) Consideriamo 'integrale [((2z+ 1) + f(z))dz. Calcoliamolo in due modi,
senza e con ’espansione del quadrato:

/((29@ +1)*+ f(z))dz = é(Qx +1)% + /f(:c)dx,
4

/(4:1:2 +dz 41+ f(x))de = §w3 —l—2x2+:v—l—/f(ac)dx.

Sottraendo membro a membro otteniamo
1 4
0=—-(2z+1)%— (—ac3 + 222 + x),
6 3
da cui, semplificando, 0 = 1/6. O no?
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199. Vero o falso?
d d
Jim [ f@e= [t j@ds, [ f@ds = [ raa

200. Trovare primitive delle seguenti funzioni, cio¢ funzioni le cui derivate siano le funzioni

date:
fi(x) = 72> =522 + 3242, fa(x) = 7—2x—52", f3(z) = 2senx—13cosz,
3x2 — 21 +5 5 2 53z
f4($)—T7 fs(x) = 1522 o2z’ fo(z) = 5z
4 2x —
frle) = =34t @) =S5 o) =Seosz b VT -5,

cos? x

§|

1 7

f10($> = 2$+4x2—128611(17, fll(flf) = (3\/_—%>2, flg(:l,‘) = ﬁ—f—g

201. Trovare primitive delle seguenti funzioni:

fis(z) = (2z — 1), fra(x) = cos(3x + 4), fis(x) = Bl 5%,
fi6(z) = 3sen x cos® fir(z) = %’ Fus(z) = 7x1+ .
fro(z) = m7 foo(x) = V3 — 4z, for(z) = zszi’
furle) = Fas(r) = ) = 220

V1 — 422’ T 14922 1+ 22

202. Trovare primitive delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti:

fos(x) = 2%e”, fas(x) = wlog(4x), for(x) = ze™*,
fas(x) = ¥ sen(2x), f29(x) = arctan x, fao(z) = (32% — 22 + 1) cos =,
fau@) =zlog?z,  fale) = (227 —x)logz,  fes(z) = e S sen.

203. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la sostituzione suggerita:

1 t
/ dx, r=-42,
V16x — 422 — 15 2
/ 1 d t n 2
x rT=—+ =
922 — 122 +5 3 3
/:1:\3/1+:Cdx, r=t—1.
1
/ ——dx, x = logt,
et +e*
/(arcsen x)%de, x = sent.
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A.A. 2015/16
204.

Calcolare una primitiva della funzione 1/(1+cos? ) usando la sostituzione z = arctan ¢.
Calcolare poi l'integrale definito

™
1
[
o 1-+cos*x

usando il teorema fondamentale del calcolo, discutendo la plausibilita del risultato,
tenendo conto che la funzione integranda e positiva.

Esercizi del 20 maggio 2016

205.

Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:

fl(x) — 5:1:—3_1, f2(3;) 7 _12:1;’ f3(3§‘) = 142;.—_’?317 f4(37) 23x__i_x17
x? 1
fs(x) =

o fo(x) = 2645 Jr(x) = 4:52——14:1:+1’
MO = O ga 0
)= gy @)= ohgn fele) =
I P T R

Fua(z) = 2z + 3

202 —x — 1
-+ (z+2) fo(@) = ma

206.

Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni mediante la sostituzione ¢ = e*

3e” 2e2% e
)= Sy O =T

207. (Avanzato) Ricordando le formule
2tan 5

1 — tan?

_ cosT =
2

1+ tan %

1 + tan?

senxr =

Y

INJSRINIES

utilizzare la sostituzione

x
xr = 2 arctant, ovvero ¢t =tan—,

2
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1
alw) = senx’ Ss(w) = 2senx — Hcosw + 1’
1
fie(z)

cosxt +2senx +1°
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210.

211.

212.

Analisi Matematica Esercizi A.A.2015/16

(Avanzato) Ricordando le formule

9 tan? z 9 1
sen“r = ——5—, cos”x = ——5—,
1+ tan®x 1+ tan®x

utilizzare la sostituzione

x = arctant, ovvero t=tanx,

per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

1 1
= m, flS(x)

f17(x)

2sen?x —4cos?x —1°

Poniamo f(z) = [ €3 dz. Allora

1 1
f(y/log2) = /6310g2d10g2 = /2%5 = /8d§.
O no?
Esercizi del 30 maggio 2016

Trovare i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati nei punti zg e degli ordini
n specificati:

e, wo=1 n=3; senx, xy=7/6, n=2;
° ) Z'O:O, n:35 Senza xOZO» n:4a
1—=x T
(x —1)e*, zo=0, n=4 log(l—x), =z, =0, n=3;
z?cosx, x9p=0, n=0>7; cos(x — %), x9=0, n=3;

e“senx, xo0=0, n=23; Vi4+zx, xz9=0, n=3.

Calcolare i seguenti limiti usando i polinomi di Taylor col resto di Peano (con gli
“o piccoli”):

. 2—¢e% —coszx . 14 2x —cosx —2senx

lim ——, lim 5

z—0 sen z—0 2—x%—2coszx
. 2 — 2 —2cosx — 2senz e —x%2 —cosx —senx
lim , lim .
z—0 1—cosx z—0 3

Data la funzione f(z) = (1—xz)log(1l —x), dimostrare che la derivata n-esima per n > 2

N

¢ oy (=)
f ( ) (1_1,)”_1‘

Dedurne che il polinomio di MacLaurin di f di ordine n e

£C2 1'3 $4 1'5 i

ryatsatistsa Tt T amon

n
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213.

214.

215.

216.
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Data la funzione f(z) = 1/(1 — z)?, dimostrare che la derivata n-esima per n > 0 &

n _ (n+ 1)
£ )—m-

Dedurne che il polinomio di MacLaurin di f di ordine n e

1+ 22+ 322 +42° + 52 + -+ (n + 1)a™.
(Avanzato) Siano f,g due funzioni derivabili n volte, e siano F,G i loro polinomi di
MacLaurin di ordine n. Sia poi H il polinomio ottenuto cancellando nel prodotto F' -G

tutti i monomi di grado > n. Dimostrare che H e il polinomio di MacLaurin del
prodotto f - g.

Scrivere la formula di Taylor col resto di Lagrange per la funzione sen x centrata in xg =
0 e di ordine n = 3 e di ordine n = 4. Dedurne che

sen — — =

‘ 1 23 1 1
2 481~ 5!.25 3840

(Avanzato). Dimostrare che il coseno di 1 radiante ¢ un numero irrazionale. (Adattare
la dimostrazione che il numero di Nepero e ¢ irrazionale).
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