Universita degli Studi di Udine é Anno Accademico 2009/10

Facolta di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali
Corso di Laurea in Informatica e TWM

Esercizi di Analisi Matematica

Esercizi del 26 febbraio 2010

1. Risolvere le disequazioni razionali seguenti:

- 6+3:1:_ 3 >0 x 5+ 6x
3+ 4x ’ 6r+1 x+5 ’ 3r+4 " 3xr+4’
r—1 6 22+ 2 —3 2—3x 1+«

- <0 —— <0 < )
2—m+a:_ ’ 241 ’ 1+ — 5—=x

2. Risolvere le disequazioni con valori assoluti seguenti:

|5+ 3z| <1, |2 —z| >4, 1+ 4z| —x <0, lt -3 >x+1,
1 |5 + 3| |6z + 1|
-2z -6 <0 P2 <o P10 >0
ol 7R 0l<0, e <0 oy 7O
5r+3| 5w+ 2
1 3e—d.je| <2, Sa|>-1-2g, LEE3 Sed

20 4+5 ~ |1+ 22|

3. Studiare il segno delle espressioni seguenti, cio¢ dire per quali x sono positive, negative,

nulle:
1 3 11 422 + Tx — 2
1—2)(222 + 2 — 3 - _ S
(I=2)@2"+2=3), 545776 " 2@a—9)’ G-z)3
3r+1] dz+4
| le—3|, 1+|e+3—s, DeElldrs

z+4 6+ 2|

4. Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

5+ 6x < 3r + 2

{1+a:>0 {6x2+x—1<0 20 +1~ 6x+6
r+1
(4x —3)|5z+ 6/ <0 5(x—4) <0
{39252|4xg4|—6 1 . |32 + 3| > 6+ 5z
s —x > $+2> |m2—|—;1;—1|<1

5. Dimostrare che la disuguaglianza n! > 3”2 ¢ ereditaria almeno per n > 2. Per quali n
¢ vera?
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6. Dimostrare che 4-5™ > 5-4™ per n > 1. Verificato poi che 2" +4-5" > 4.5 > 5.4" >
2-3" 4+ 3-4™, dimostrare che

2" 4+ 5" > 3" 44" Vn > 1.
(Per il passo induttivo sommare membro a membro con 2" +4-5% > 2-3" + 3. 4").
7. Dimostrare che (2n)! > 4" nl(n — 1)! per n > 1.

8. Dimostrare che 5" > 2"n? per n > 1.
(Moltiplicare membro a membro per 5 > 2(n + 1)?/n?, che & vera per...).

9. Dimostrare che per n > 1

13+23+33+...+n3:(—

10. Dimostrare che per ogni n > 1

1-242-2243-224 ... 402" =24 (n—1)2"".

11. Trovare massimo e minimo dei seguenti insiemi finiti di numeri reali:

2 14 1 16 13 51 1 1
{1_77_@’1_3737_§,_1,1}, {Za\/ﬁ_la 7_7T}7

,7T,\3/§—1,\/§}.

{ 1

Vi+V2+1

12. Trovare massimo, minimo (quando ci sono) ed estremo inferiore e superiore degli insiemi
di numeri reali seguenti:

Q, {n*|necZn>0}, {1/n*|neNn>1}, [-5,+o0],
-2
{reR|z<0,2? <2}, {reR|z(x—1)(z+1) >0}, {xER‘x 1§0},
a:_

-1
{:IJER‘:CQ §—1}, { n ‘nGN,nEQ}.
T —x n—1

13. Risolvere le seguenti disequazioni:

max{z,2} <2z, max{z,2x}>1—2, min{fr—-1,1—2}>0,
min{z, -2z} < max{l + 2z, -1}, min{z,3lz - 1|} < g .
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14. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:

2r+1<Vx+2, x+4<vorx+1l, xz+4<V22x+7, 1-2x>vVr+1,
T+3<V222420, 4—z>+22-1, (2-z)(Va2-1-1)<0,

3-2
v 1<33', 4—\/52\/1'_87
x_
_ 2 _
x_l_lzm 2c — 1> +3x 1
2c+1
20 < 7 p— >0

15. Sapendo che le funzioni costanti sono continue, e che la funzione z — z ¢ continua (cio¢
tende a o per x — x¢), tende a +o0o0 per r — 400 e tende a —oo per x — —o0, €
usando le regole su somma, prodotto e quoziente dei limiti, calcolare i limiti seguenti

lim 22z, lim(zx—1), lim (z*—-1), lim —z, lim °
x—0 r—1 r——2 xr——+00 rx——1 01 — 1
. 3 . , 1 , 2
lim z°, lim (2z—4), lim ) im )
r— —00 r— —00 x—+oo x + 1 z—+oo 2 +x
1 1
lim 22 (1 - —>, lim (2% —2), lim 2° (1 + —), lim (2® + 2?),
r—-+00 €T r——+00 Tr— —00 €T Tr— —00
z(1+1 1 ?(1—24+2% 2z +2
lim M, lim T , lim ( = mQ)) i w,
z—+too & z—Fo00 I z—too  g(i 1) z—+too 1l—=x
) :L'(2+%) ) 2 + 1 ) x?—1 . 2 —x 42 +1
lim —5——*5, lim ————, lim (x— >, lim ( + ),
T——00 (E + 3)x?’ z——o00 2x + 322’7 400 T rz——0o\ & + 2 1 — 22
.3 . z(l+x) .z +a? . 23 (x+3) .13+ 322
lim —, lim ————, —  lim ———=, lim ——,
z—0 22" 2-02zx(1l —2z) 202z —422" 2—0 x(1—2z) =0 x—2x?
. -z _ x(x—1) . 2t —x . z(x+1)
lim ,  lim ,  lim ——~, lim ,
e—114+2 2-1(1—2)(1+2) 2—=11—22" s—-1(z+1)(x2—-2x+1)
>+ , (x —2)? . 2t —dx+4 . ox+1
im ———, lim , lim ———, lim ,
z——1 23 +1 T—2 (;C —+ 1)(£C — 2) r—2 12— —2 z—0t+t X
.o +1 . ox+1 . x—1 . x ) T
lim ,  lim , lim ,  lim ,  lim ,
z—0~ X z—0 T z—0 22 e—1-r—1 a1t x—1
) x . x+1 . (z+1)(z—-2) . xr—x—2
L R Y P PR S R g g P

16. Sapendo che la radice quadrata ¢ continua e che /7 tende a 400 per x — +00, calcolare
i limiti seguenti:

-1
lin@1 Va3 — 3z, lim +/x2+ 2z, lim < lim Z + \/5,
xr—

T——00 z—+oo \ T+ 17 251 z—1
lim (\/m+1—\/x—|—2), lim (\/iL‘—Q—\/x—I—l), lim (\/2a:—2—\/x+1),
r—+400 r——+00 x—+00

3
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z(2+1) ) . 2a:+1 el gs) a4 m
lim lim — 1 lim ——,
x—~400 \/— / 1 :c—>+oo w/2£lf — r——+00 ;1;(1 — —) z—+oco x — 1

X

lim

lim (\/x2—2x+1—\/x2—2x), hm (\/x2—2x+1—\/x2+x)

r— 400
x x

li 2 2x4+14++v222-3z), lim ——, lim —,
im (\/x x V2 z) im ) im g

Tr— —00 m—>—|—oox 1_|_L

lim lim

T—— OO|I| T—— OOw/QC2 1

17. Ricordando che seno e coseno sono sempre compresi fra —1 e 1, e usando il teorema del
confronto, calcolare i limiti seguenti:

lim (22 —cosz), lim (v+senz —cosz), lim ——0, Vi tsenw
r——+00 T— —00 r—+o0o I ﬂc—>+oo T
1 2 q . .

lim M7 lim F + cos(x )’ - ( Ceend )

r—400 2 T— —00 ! +1 250\ 2 T
2

lim (w +z +cos(x3_2x)), lim (2 +1)(2+ sen /a2 — 1).

x—+oo\ 1 — 2 o

18. Ricordando che seno e coseno sono continui, che (senz)/x — 1 e (1 — cosx)/x? — 1/2
per x — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scomposizioni in

fattori. .. ), calcolare i seguenti limiti:

. sen(z?) . 2t —ux . sen(2z — z?) T — x?
lim , lim , lim ——=,  lim ————
z—0 x z—0 senx x—0 x r—1 sen(ac - 1)
. tanz . senx 1 ) z—1
lim , lim , lim xsen — lim xsen ,
2
x—0 x T—T L — r——+00 :Ij Tr—+00 x€x
. 2?42 1 . (cos2x)—1 . l—cosx . l—cosz
lim sen —, lim —————, lim ———, lim ————,
z——oc T — 1 x?’ 250 x? a—0t a3 z—0 3
. 1—cosx ) sen? x ) Tsenx . cos’x+cosz — 2
lim —————, lim ——, lim T co 2’ lim 3 .
a—0t+ x(x —2) z—01—cosx’ «—01—cos z—0 x3 —2x

19. Ricordando la continuita e i limiti agli estremi delle funzioni esponenziali e logaritmiche,
e i limiti di a®/2" e (In, x)/z per x — +o00, oltre alle regole gia viste prima, calcolare

i seguenti limiti:

|
lim (3° —z), lim 2°7', lim (5° —24%), lim ——o2%
r—-+00 Tr— —00 r—-+00 r—-+00 3z
. sen 27 x2—37 4+ 1 ) 202+ 37 — 1
lim , im —— im ——
z—+too 3 —2x + 27 z——00 24— 3%

z——0o 3T

4
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lim 2%/*,
z—0—

lim 3/,
z—0t

lim log,(z* — 1),
r——+00
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lim 2%372*1
r——+00
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lim 2(@—1/2*
x—0

log, x

111_’1_1 logs(3* —2%), lim :

z—0t T

1+2z . . —logy
Jim logy ———, lim (logy(z +1) —logy @), lim 2 ,
lim log, \/5, lim log, \/E7 lim (logy ) 7
z—+oo logy x z—+00 z—+00 T
| 2y —1 |
i 082(77) Tlogp @ oy logpa logs (37 — 2).
x—~+00 10g2 x z—0t 1/117 z—+00

20. Esercizi di ricapitolazione:

1/x
sen 2
lim (V2% +z —v2% —z), lim2Y@=D  1im
:IJ—>+OO(\/ + \/ )7 r—1 ) :L‘—)O 21/1; )
lim (:I;2 —log, z + 2:”_1), lim 3%(1 —cos3™%), lim 2%tsens
Tr—+00 Tr— —00 Tr—+00
i x2 sen(sen x) 1 — cos(sen x)
im — im ———= S ———
z——00 2 4+sen?2x’ xz—0 x " 250 1 —cosx
. 2x —sencx 1— 2% —coszx .
lim ——, lim lim (2* — 2% 4 cosx),
z—0 22— 2 £—0 sen? x T+ o0

logs (3" — 2% 4 )

. 9 1 . 2x —senxcosx
lim (2x —x“sen— ), lim ,

r—+00 x x—0 1 —coszx T — 400 10g2 s ’
. x+1—cos\x cos(z?) — cos x . (I —senz)(1—cosx)
lim , 5 lim .
z—0F senx z—0 sen? z—0 senx

21. Calcolare i seguenti limiti, usando per esempio la formula a® = e
(e*=1)/xz — 1, In(1+x))/z — 1 per z — O:

lim (1 +senz)"/®,  lim (1 +

n—1
)

blna o 1imiti notevoli

1 n
tim (1+ nt )"

z—0 n——+00 n-+2 n—-+00 2n2 +1
_ 2n + 3\ n/2 _ 2n? + 3\ n/2 , n? + 3\ n/2
lim < > , lim < ) , lim ( ) ,
n—+oo\n? + 1 n—+oo\ n2 + 1 n—too\n? + 1
. 1/z . 1/z . o\1l/x
aljlg})(ln(e—}—w)) , ilir%)ln((e—kx) ), ;zlclir(l)(1+x+x ),
2
lim (cos Jc) 1/3:’ lim (Cos x) Le lim (COS T — sen x) 1/:;;7
x—0 x—0 x—0
lim (em + %% — 1)1/Senx, lim (2I + 3% — 1)1/111(1+w)7 lim (em + sen x)l/w.
r— z—0 T—
22. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:
lim z(z—1— Va2 - 2x), lim (z— x2—2x)x
r——+00 r——+00

23. (Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim m(—1+\/x2—|—3x— \/xQ—i—x),

r——+00

lim (\/IQ + 32 — /22 —|—x)m.

r——+00



