Univiersita degli Studi di Udine] é Anno Accademico 2003/04

SHEd

[Corso di Laurea in Informatical

Esercizi di
Esercizi dell’8 Ottobre 2003
Dimostrare che se a,b,c > 0 allora a/(b+ ¢) < a/b < (a + ¢)/b. Cio¢ se si parte da una
frazione positiva, questa aumenta se si aumenta il numeratore, ma cala se si aumenta il
denominatore.
Da a? < b? segue che a < b? Segue che |a| < |b]?
Dimostrare che x/(1 + 2?) < x quando z > 0.

Risolvere le disequazioni razionali seguenti:

1 6 + 3x 3 T 5+ 6x

<_1, - >O; 2 Y

3+ 4z 6xr+1 x+5 3r+4 3x +4
r—1 6 22 +2x—3 2—3x 1+
— <0, —— <0, < .
2—x+x_ 2 +1 1+x 5—x

Risolvere le disequazioni con valori assoluti seguenti:

|5+ 3z| <1, |2 — x| >4, 14+ 4z| —2 <0, lz —3|>x+1,
1 15 + 3x| |62 + 1|
——|—2x -6/ <0 0 0
5| =22 =61 <0, 3546 - dnrl

|5z +3| _ bxr+2

1 — 3z —4-|z|<2x,  5la|>-1-2z, :
| i o] < 2z =1 v 20 +5 ~ |1+ 2z]

Studiare il segno delle espressioni seguenti:

1 3 11 4o + To — 2

1—2) (222 +7—3 - - e

(I=o)@"+2=3), 34596 " 2@z —9) (523
3z +1 4dr+4
I—fo=3, l+le+3—sp), Lol derd
x+4 |6 + z|

Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni:

5+ 6x < 3z + 2

{1+x>0 {6:(:2+a:—1<0 20 +1 = 62+ 6
x+1
(4dx —3)|5z+ 6/ <0 5(x—4) <0
{3:§2|4x-g4|—6 . 132 + 3| > 6+ 5z
Tzt —x > x+2> ‘Q:2+.’E—1|<1
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Esercizi del 16 Ottobre 2003

Dimostrare che la disuguaglianza n! > 372 ¢ ereditaria almeno per n > 2. Per quali n ¢
vera?

Dimostrare che 4 - 5" > 54" per n > 1. Verificato poi che 2" +4-5" > 4.5" > 54" >
2-3" + 3-4™, dimostrare che

2" 5" > 3" 4" Vn > 1.
(Per il passo induttivo sommare membro a membro con 2™ +4 - 5% > 2-3" + 3. 4").
Dimostrare che (2n)! > 4" 1In!(n — 1)! per n > 1.

Dimostrare che 5" > 2"n? per n > 1.
(Moltiplicare membro a membro per 5 > 2(n + 1)?/n?, che ¢ vera per...).

Dimostrare che per n > 1
P +22 4334 408 =
Dimostrare che per ogni n > 1
1-242-2243-224 ... 4n2" =24 (n—1)2"".

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢ (che possono dipendere
da z ma non da n) in modo che la formula P(n) seguente

1-z+222 +32° +- - +na" =a+ (bn+ )z

sia ereditaria rispetto a n (cioe P(n) = P(n+1)) per n > 1. Trovare per quali coefficienti
P(n) & vera per ogni n > 1.

(Esercizio avanzato) Trovare delle condizioni sui coefficienti a, b, ¢, d (indipendenti da n) in
modo tale che la formula P(n) seguente

12.21 422.22 +32. 2% + ... 4+ n?2" = a + (bn® + en +d)2" !

sia ereditaria rispetto a n (cioe P(n) = P(n+1)) per n > 1. Trovare per quali coefficienti
P(n) & vera per ogni n > 1.
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Esercizi del 24 Ottobre 2003

16. Trovare massimo e minimo dei seguenti insiemi finiti di numeri reali:

2 14 1 16 13 51 1 1
{ﬁa_ﬁ7ﬁ7§7_§7_171}7 {Zv\/i_]-a :_7‘—}7

7r,\3/§—17\/§}.

1
{€/Z+3/§+1’

17. Trovare massimo, minimo (se ci sono) ed estremo inferiore e superiore degli insiemi di
numeri reali seguenti:

Q {n’|neZn>0}, {I/n’|neNn>1}, [-5+ol,

-2
{zreR|z<0,2°<2}, {zeR|z(z-1)(z+1) >0}, {xER‘x 1§0},
a’;_

—1
{mER’x S—l}, { n ‘nGN,n22}.
2 —z n—1

18. Dimostrare che le seguenti uguaglianze sono vere per ogni x € R, disegnando anche un
grafico dei due membri:

1—jz—-1

max{z, —x} = |z, max{a:,()}:%m, min{gj,l}:x+ 2|x |,
31,1 24+ x4z = |z -2+ |2
max{x—l,Q—x}:‘x—§‘+§, min{max{z,0},1} = || 4‘ | H

max{:z;— 1,—z — 1, min{1 —:1:,1—1—x}} = [|z] —1].

19. Risolvere le seguenti disequazioni:

max{z,2} <2z, max{r,2x} >1—2, min{z-1,1-2}>0,

min{z, -2z} < max{l + 2z, -1}, min{z,3lz—1[} < g :
Esercizi del 3 Novembre 2003

20. Dimostrare le disuguaglianze seguenti per via simbolica:

VB <14+V2, V24+V4<2V3, V3>V2,
V1I+vV2> V2, 1-vV3<v5—v2

3
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21. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:

2c+1<vVr+2, x+4<vr+1l, z+4<\V2xr+7 1-2x>vVr+1,
r+3<V2x24+20, 4—x>+\22-1, (2—x)(\/x2—1—1)<0,

3 -2
T 1<x, 4 — /x> -8,
x_

_ 2 _
{a:—l—lZ\/m 20 — 1> 3z 1

20+ 1
2r <7 >0
xr—1

Esercizi del 7 Novembre 2003

22. Vero o falso?
glos2d — 3 31023 — 9 log,4 =2, logy(—3)2=—3, 3Y2< V27, V27 =272
lOgQ \/7 _ %7 510g23 < 510g25 610g2a — CL310g2a 31/:1: _ i

Y Y 3$7
log f’;‘[ 51g26 log, (V2 +V3) = loga2+log(1+\/ 2),

|senz| = /1 —cos?z, sen(x+m)=senz,

(Vz € [-1,1] senarcsenz = ),

sen(2m — ) = —senx,
(Vz € [0,1] arccosz = arcsen\/1 — 22),
(Vz € [~1,1] arccosz = arcsen /1 — z2).

23. Trovare 'insieme di definizione delle formule seguenti (quando per i logaritmi non ¢ indicata
la base vuol dire che non ha importanza):

ol/@ log|x|, log(x+\/33— 1), logz — log(1 —x), log . <
A — (1/2), log((logyx)® 1), —
og(2 — ——— sen(l/x og((logy x)* —
9 g 08 © log(2 — 3%)’ ) OBN08 " arcsenx
1
arcsen(log, ), arctan(l+ x), arccos T
log(1 -2z +V1+x), Va?+z—6—arcsen(3z), \/ +2—Vr+1,

1
log(min{z — 1,2 — x}), P log(2 + sen(1/z)), arcsen2”7.
J— x —

Esercizi del 13 Novembre 2003

24. Verificare che la definizione di limite Ve > 030 > 0Vz € dom f: 0 < |z — 29| < § =
|f(z) — L| < e resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di ¢:

lim(x—1)=1 cond =c¢,

r—2
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lim (2z+1)=—-1 con d =¢/2,

rz——1
222 — 2
im 22" — 9 cond =¢/2,
r—1 x—1
log, (1 + €) see > 1,
lim2* =1 cond = )
z—0 min{logy(1+¢), —logy(1 —¢)} se0<e<1.

25. Verificare che la definizione di limite Ve > 03N e RVz € dom f: © > N = |f(z)—L| <e¢
resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di N:

1
lim — =0 con N =1/e,

r—+00 I

. rz+1 1
a:EIqILloo 5, — 3 con N =1/(2e),
ooz -1 1
xl{rfoo 52 — 5 con N =1/V2e,
xginoo 2z =0 con N = —log,¢.

26. Verificare che la definizione di lim,_.,, f(z) = 400, cioe VM € R3d >0Vz e dom f: 0 <
|z — 29| < § = f(z) > M resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di ¢:

I B 5— positivo, non importa quanto, se M < 0,
200 72 = oo cono= 2/ M se M >0
lim 1 _ 06— positivo, non importa quanto, se M <0,
-2 (z —2)2 oo cono= 1/vVM se M >0

) r | positivo, non importa quanto, se M <0,
m1_1)r£11|$+1|——|—oo coné—{l/M se M >0

27. Verificare che la definizione di lim, o f(z) = +o0, cioe VM € R IN € R Vz € dom f :
x> N = f(x) > M, resta soddisfatta nei seguenti casi con le date scelte di N:

lim 2=+4+00 con N=M

Tr— 400

non importa quanto, se M < 0,
v M se M >0

non importa quanto, se M <0,
loge M se M >0

—1/2 se M <0,
M4+ vVM+M2 seM >0

28. Trovare § o N appropriati per la definizione di limite nei seguenti casi:

lim 2° = +o0 conN:{

r—-+00

lim 2% = +0 COIIN:{

r——+00

IQ

lim = +o0o con N =
rz—+oo 21 + 1

) . 1 . 2

lim — = +o0, lim = —00, lim x* = +o0,
z—0t T z—1— ¢ — 1 T— —00
lim|z 4+ 1| = 3, lim /z =0, lim max{z,1 -z} = 2.
T—2 x—0 r——1

5
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Esercizi del 21 Novembre 2003

29. Sapendo che le funzioni costanti sono continue, e che la funzione x — z ¢ continua, tende
a +o0o per x — +00 e tende a —oo per x — —oo, e usando le regole su somma, prodotto e
quoziente dei limiti, calcolare i limiti seguenti

hm 2z, lim(z—1), lim (z®—1), lim -z, lim
z—0 z—1 z——2 z—+00 z——11x —1
2
lim 2, lim (2z —4), lim —— im ,
T——00 T— —00 rz—+oo T + 17 25400 g2 +x
1 1
lim 22 (1 - —), lim (2% —x), lim 333(1 + —), lim (2% + 2?),
r——+00 €T r— 400 Tr— —00 X Tr— —00
oz(1+ Y oz +1 o ?(1-L 424 o2 —z 42
lim ——%=, lim , lim - . im —,
z—+00 T r—+oo T z—+00 :z:(; -1) z—too 1 —x
_ (24 1) , 22 4+ 1 , x? -1 , 22—z 23+ +1
lim ———%, —, lim <:v— ), lim ( + >,
r——00 (2 4 3)22" w——o0 2+ 322 a—+oo r ) e——co\ x+2 1— 22
3 z(1+x) . x4 a? . 2%(x+3) . w3+ 32
lim —, lim ————, lim ———, ——  lim ——,
a—0 22’ 250 2x(1 —2x)" 2—02x —42?’ -0 z(l—x) =0 z— 2
-z x(x—1) . 2t —x , x(x +1)
lim , lim ——, lim ,
e—11+z" -1 (1-2)1+2) 2-11-22" e—-1(x+1)(22—z+1)
B o (z —2)? . x?—dr+4 . z+1
lim , lim , lim —— lim ,
e——1234+1" =2 (x+1)(z—2) 2-222—2-2" 20t =z
. r+1 .o +1 .o —1 ) x ) T
lim , lim , lim ,  lim , lim
z—0- X z—0 z—0 x? e—1-x—1 o1tz —1’
1 1)(x —2 Z_z-2
lim ——— lim + , lim (z+ 1 ), lim = —* 7=
e—lx—1" 2-2(x—2)2" 2o2t (z—2)2 z—2 12 —4x + 4

Esercizi del 28 Novembre 2003

30. Sapendo che la radice quadrata ¢ continua e che \/x tende a +oo per x — +o0, calcolare
i limiti seguenti:

—1
lim /3 — 3z, lim /22 + 2z, lim ”x——l—l’ limx+\/§,

r—4 xr——00 xr——400 z—1 £ —1

lim (\/x+1—\/x+2), hm (\/30—2—\/13 ), llm (\/2$—2—\/x+1)

r——+00
241 20 + 1 z(l+ —=
lim —( ) lim o i , lim —( ‘/15), lim LTVT + \/57
wotoo rm fo z—too 2 — 1 a—too z(1—1) " a—too x—1
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) T
lim

rteo o (\/1+ +\/2 ) z—>+oo\/ac—|—1—1—\/2x—1

lim (\/x2—2x—|—1—\/x2—2x), hm (\/x2—2x+1—\/x2—|—w)

r—-+00 T—+

X X
li 2 27+ 14+v222—32), lim ——\  lim ——,
mirfloo(\/x * V22 = 3z) s oo a1+ L Hoo VT 1 1

lim

r—— oo|x| 1 x—> oow/xQ

31. Ricordando che seno e coseno sono sempre compresi fra —1 e 1, e usando il teorema del
confronto, calcolare i limiti seguenti:

lim (2% —cosz), lim (z+senz—cosz), lim BTy YIHSNT
T—+00 r— —00 r——too T 00 T
D D) 1Ty
T——+00 T T——00 x4 +1 z—0 T
. 22+ 3 ‘
hril ( 5 + cos(z —290)>, lim (:t+1)(2+sen 3:2—1).
T—+00\ T — r——00

32. Ricordando che seno e coseno sono continui, che (senz)/xz — 1 e (1 —cosz)/z? — 1/2 per
x — 0, (piu la regola del cambio di variabile, prodotti notevoli, scomposizioni in fattori. . . ),
calcolare i seguenti limiti:

. sen(z?) . 2t —ux . sen(2x — z?) ) r — a2
lim ,  lim ,  lim ——— lim —————,
z—0 T z—0 senx = =—0 x z—1sen(z — 1)
tanx . senw 1 ) r—1
lim ,  lim , lim xsen — lim xsen ,
2
z—0 X T—T L — T—+00 r’  z—+oo €T
.2 +2 1 . (cos2zx)—1 . l—cosz . 1—cosz
lim sen —, lim ————  lim ———, lim ————,
z——o0 T — x z—0 x z—0t 3 z—0 g3
. 1—cosyz ) sen? x . T sen x . cos?x +cosx — 2
lim ———, lim —, lim T cos® 2’ lim 3
a—0t x(z — 2) x—01—cosx =—01— cos z—0 x3 — 2z

33. Ricordando la continuitd e i limiti agli estremi delle funzioni esponenziali e logaritmiche,
e i limiti di a® /2" e (log, z)/x per x — +o00, oltre alle regole gia viste prima, calcolare i
seguenti limiti:

1
lim (3° —z), lim 2°7', lim (5" —247), lim ——o2%
T— 400 T——00 T——+00 T—+00 3z
| sen 2% lim 2 - 3% +1 ) 222 + 3% — 1
=00 3% 7 aHeo % — 20 1 290 aoeo 22 f o — 37
lim 3%,  lim 2%/°, lim 27372+ lim 2(®~ 1)/5”

x—07+ z—0— T—-+00 z—0

7
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log, x
: 2 : T __ 9T : 2
Jm logy(2” 1), lim logg(3” —2%), lim —=,
lim log L+ lim (10g (r+1)—log ac) lim 2 log2 @
gotoo S2gp—1" a—too 2 200 o ’
lim 10g2 \/57 lim 10g2 \/E’ lim (10g2 x)Q ,
z—+oo log, x r—+o0 I &—+00 x
1 2)—1 1
i (082(77) Zlogpw o logeT (57— 9o,
T—+00 10g2 X z—07F l/m r—+00
34. Esercizi di ricapitolazione:
21/x
lim (V2 +a—v2"—z), lim2Y/CD  Jim s
T— 400 z—1 z—0 21/517
lim (z* —logyz+2°7"), lim 3*(1—cos3™%), lim 2°7%"7
T—+00 r— —00 r— 400
i 2 i sen(sen m), i 1 — cos(sen x)
z—0 T z—0 1 —cosx

1 5
z——o00 2 + sen‘ x

. 2xr —sencx .
lim ———, lim 5
rz—0 sen“ x

1— a2 —coszx .
lim (2* — 2% + cosx)
r——+00 ’

logs(3* — 2% + x)

a—0 22— 2

. 9 1 . 2rx —senxcosx

lim (2x —z“sen— ), lim , i ,
z——+o0 x t—0 1—cosx T——+00 log, x

2

. T+1—cosyx . cos(x“) —cosx . 1 —senz)(l —cosx

lim \/_, lim (%) 5 , lim ( ) )
z—0+ sen x z—0 sen® x z—0 sen x

Esercizi del 22 gennaio 2004

Dare per noti i limiti di (1 + 1/2)® per z — =+o0; di (1 +z)Y/*, (In(1 +2))/x, (e* — 1)/
per & — 0; di n!, ¥/nl, n!/a™ per n — 4o0.

35. Giustificare le disuguaglianze

n" n n n n n
ro_nr oo “sn1-1---1=
n! 1 2 3 n—1 n_n "
e dedurne che
n?’l
lim — = 400,
n—-+oo nl

cioe che n™ va all’infinito piu velocemente del fattoriale.

(Avanzato) Con una variante del metodo dell’esercizio precedente, dimostrare che

36.
. n"
L ) A
37. Calcolare
n" . n!+Inn . 2" + e
lim ——, lim .
n—+oo  nn n—+oo  n!

lim ———,
n—+oo nZ + 2n + 2
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38. Calcolare i seguenti limiti:

lim "“/n, lim Va2, lim V2n3—-3n4+1, lim /27 —n,

n—-—+oo n—-—+oo n—-+oo n——4oo
. n . n 3 n2
lim /3™ + 27, lim Vn!—en, lim Ve + 3.
n—+00 n——+00 n— 400

39. Calcolare i seguenti limiti:

40.

41.

42.

43.

44.

45.

1 n—1 n—+1 n
. 1/ ; i
ilirb(l—l—senx) ‘, nEI—II—loo<1+n—|—2> ) nl{rfoo<1+2n2+1> ’

, 2n + 3\ /2 , 2n? 4 3\n/2 _ n? + 3\n/2
lim ( ) , lim ( > , lim ( ) )
n—+oo\n2 + 1 n—+oo\ n2 41 n—too\n2 4+ 1

37lig%)(ln(e+:13))1/90, J;ii%ln((e—l—:c)l/m), iiﬂ%(1+x+x2)1/w>

. 1/ . 1/z? . 1/
ili% (cos x) , ili% (cos a:) , ili% (cos T — sen x) ,
lim (ex + 2% — l)l/senm, lim (29” + 3% — l)l/ln(lﬂ), lim (e”’ + sen a:)l/x.
z—0 z—0 z—0

Esercizi del 30 gennaio 2004

(Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim a:(ac—l—\/xz—Qx), lim (x— x2—23:)x.

r——+00 r——+00

(Avanzato) Calcolare i limiti seguenti:

lim ac(\/ac2+3x— \/ac2+x—1),

T — 400 x

lirf (\/3:2 + 3z — /22 —|—x)$.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(z) > 0 per ogni x € R, e
supponiamo che f(x) — 0 sia per x — —oo che per x — +oo. Dimostrare che esiste
almeno un punto di massimo globale per f.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua per la quale i limiti per x — 400 e per
x — —o0 esistono finiti e coincidono. Dimostrare che almeno uno fra il supy f e U'infg f €
un valore assunto da f.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che zf(z) — 400 sia per x — —o0
che per x — +00. Dimostrare che f ha almeno uno zero.

(Avanzato) Sia f:R — R una funzione continua tale che f(z) — 400 sia per z — 400 che
per x — —oo. Dimostrare che esiste almeno un punto di minimo globale per f e che ogni
valore maggiore del valore minimo viene assunto in almeno due punti distinti.

9
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
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Esercizi dell’8 febbraio 2004

(Avanzato) Verificare la disuguaglianza

a3—bgz(a—b)<262+<a+g>2>.

Dedurne che la funzione f(z) := x3 + z ¢ strettamente crescente su tutto R. Mostrare
anche che f(R) =R, che f ¢ invertibile, e che I'inversa ¢ continua.

Calcolare la derivata della funzione f(x) := z? — 2z nel punto generico xg, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi '’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xo = —1.

Calcolare la derivata della funzione f(x) := \/x nel punto generico 2y > 0, usando la
definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel punto
zo = 07 E derivabile in 29 = 0?7 Scrivere poi l'equazione della retta tangente al grafico
di f nel punto di ascissa zg = 2.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := log(3xz—1) nel punto generico x¢ > 1/3, usando
la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Scrivere poi ’equazione
della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xo = 1.

Calcolare la derivata della funzione f(z) := /z nel punto generico ¢, usando la definizione
di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha derivata nel punto xy = 07
E derivabile in xg = 07 Scrivere poi I'equazione della retta tangente al grafico di f nel

punto di ascissa rg = 2. (Ricordare il prodotto notevole (a — b)(a? + ab+b?) = ...).
Calcolare la derivata della funzione f(x) := /senx nel punto generico z( per il quale

sen xg # 0, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f
ha derivata nel punto x¢o = 07 E derivabile in g = 07 Scrivere poi ’equazione della retta
tangente al grafico di f nel punto di ascissa xg = /3.

(Avanzato) Calcolare la derivata della funzione f(z) := /z — v/z + x2 nel punto generi-
co xg, usando la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. La f ha

derivata nel punto xg = 07 E derivabile in 2o = 0?7 Scrivere poi '’equazione della retta
tangente al grafico di f nel punto di ascissa xg = 1.

Esercizi del 13 febbraio 2004

Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando su quale dominio siano
definite:

fi(z) =senx + 3¥ — arctan z, fo(z) = x* + arcsen z, f3(z) =logz — cosx + /x .

10
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54.

55.

56.

57.

58.

59.
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Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando su quale dominio siano
definite:

fi(e) =a%logz,  fy(e) =senwcosw,  fo(z) = ¢ V.
fr(x) = 3z ' senz log z, fs(x) = 2% log x arctan z, fo(z) = 5" arcsen x cos .

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio siano definite:

flo(x) = %7 fll(x) = ; flz(a?) = 1

arcsen &’ 22+ cosx

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando su quale dominio siano
definite:

x+7 22 4+3x—5 522 43z — 1

fi3(z) = o7 — 5 f14($)—m7 f15($)—ﬁ-
1—2x2+ 22 2 —3r +4xt + 27 — 12
fie(z) = 22 —x+1"7 f17<x)_1—3x+4x4+x7—x12'

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando su quale dominio siano
definite:

fis(@) =Bz +1)%  fiolx) = Va2 +1, fao(z) = log(2 — 32%),

f21(x> = (5 10g ;1;)37 f22(;1;) = arctan<16$ n 1) fgg(l’) — 23m+senaz’

63x+1

foa(z) = arcsen(x® — 1), fa5(x) = sen(log(3z + 5)), fas(x) = sen2z +4°

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale), specificando su quale
dominio siano definite:

f27(1') — xarctanx) f28($) — (3(11 + 5)senac7

o) = (52)", faolw) = (togarctan)) /"

Esercizi del 23 febbraio 2004

Delle seguenti funizioni trovare il dominio di definizione, studiare il segno della derivata, e
dedurne gli intervalli di crescenza/decrescenza e i punti di massimo/minimo locali e globali:

-1 2z — 1 2—x—2a?
222 — 3z + 4, 23 — 22% + x—, L, T
r+1 22+ 4x T+ 22
2
-1
x+ ;Cx L 22 + log(z — 1), log(z® +x — 1) — 3z,
Ve —1++Vx -2, \/:c2—|—x+1—g—|—1, va—2—log(2x + 1),
log(xz + 2) — arctan(x + 1), X — arcsen x, arctan x — arcsen x,

2vx + 1 — arccos z, Varctan x, log(log x), % —2a+3,

11
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Analisi [Matemafical Esercizi A.A. 2003/04

Esercizi del 29 febbraio 2004

60. Calcolare i seguenti limiti, usando eventualmente la regola de L’Hopital se ritenuto oppor-

tuno:
. log(14+z) —logx . W —2arcsenx . ™ —2arcsenw
lim , lim ——— lim —————
z—+oo T — 2arctanx r—1- 1—2z T—1- vVii—=x
. e*® —2senz —1 . 3z +log(l+23) —3tanz
lim 5 , lim ,
z—0 x z—0 1—cosx
Y sen x . log(1 + z) _ log(9* + 2)
im —
z—0 e +x — 1 —sen 2z’ z—+o0 log(1 + x2)’ z—+oo 1+ log(e?* + x)’
o e(l—a)V/r -1 , senx — tanx
lim , lim ,
z—0 x z—05 — e2® —4cosx + 2senx

. 2—-2y/1+x+senz i 2¢” +9v/1 —x +senz — 11
im , im ,
e—0 arcsenz + 2¢/1 —z — 2 e—0log(l —x) —log(14+z)+2v14+z—-2y1—=z
. e+ 1222 —x + 1+ 5sen(x — 2%) — 13 _
lim , lim
2—0 (1+senz)x z—0 1 — cos(x?)

2% — 2+ 2 cos(sen x)

61. Delle seguenti funizioni studiare il segno della derivata seconda, e dedurne gli intervalli di
convessita/concavita e i punti di flesso:

—1 92—z — 2

222 — 3z + 4, 3 — 22 + x, v , i
x+1 x + 22

Ll o e 1), log(a® ta—1)—3

x x* + log(z — og(z* +x—1)—3z

2x+47 g ) g )

vV —1++vz -2, \/:1:2—|—a;—|—1—g+1, vVa—2—log(2x + 1),
x — arcsen z, arctan x — arcsen x,

log(log x), ™ —2w+3,

Esercizi del 21 aprile 2004

62. Trovare i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati nei punti zy e degli ordini n

specificati:
e’, xo=1 n=3; senx, xy=7/6, n=2;
x sen x
, 0=0, n=3; , x9=0, n=4
1—=x T
(x —1)e*, zo=0, n=4 log(l—x), zo=0, n=3;
z2cosx, x9o=0, n=>5; cos(z — %), x29=0, n=3;

e"senx, xog=0, n=3; vi+xz, x9g=0, n=3.

12
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

Analisi [Matematical Esercizi A.A. 2003/04

Calcolare i seguenti limiti usando i polinomi di Taylor:

. 2—¢e¥ —coszx . 14+2x—cosx—2senx

lim ——, lim 5

z—0 senx z—0 2—x%—2cosx
. 2" — 12 —2cosx — 2senz e —x%2 —cosx —senx
lim , lim )
z—0 1 —cosx z—0 x3

Data la funzione f(z) = log(1 + z), dimostrare che la derivata n-esima per n > 1 ¢

() () — (=)"(n—1)!
f(z) T2

Dedurne che il polinomio di MacLaurin di f di ordine n &

ill'2 +.fl?3 LIZ'4 +£If5 N (_1)71 "
r——+—=————4+—=——--- x".
2 3 4 5) n

Data la funzione f(x) = 1/(1 — x)?, dimostrare che la derivata n-esima per n > 0 &

(n+1)!

f" () =
Dedurne che il polinomio di MacLaurin di f di ordine n &

1422+ 322 +42° + 52 + -+ (n + 1)2™.

Scrivere la formula di Taylor col resto di Lagrange per la funzione sen x centrata in g = 0
e di ordine n = 3 e di ordine n = 4. Dedurne che
‘ 1 2 1
sen — — — =

3’< 1
2 481~ 5!.25 3840°

(Avanzato). Dimostrare che cos1 ¢ irrazionale. (Adattare la dimostrazione che e ¢ irra-
zionale).

Esercizi dell’11 maggio 2004

Trovare primitive delle seguenti funzioni:

fi(z) = 72® — 5% + 32 + 2, fo(z) =722 — 52", fa(x) =2senx — 13 cos z,
322 —2r+5 5 2 523 Yz
o) ==m— = maroery PO

4
\3/5

= 2% +42% — 12 — (3vz-—~Y =
fro(z) = 2% + 427 — 12sen , f11(90)—< _ﬁ> ; fi2(x) =

B 5cos?x —3

fr(z) = — 3% + 22, fs(z) =

fo(z) = 5cosz + zy/z — 5,

1 7
7_’__.
Vv1—-22 x

cos? x

13
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Analisi [Matemafical Esercizi A.A. 2003/04

69. Trovare primitive delle seguenti funzioni:

fia3(z) = (22 — 1)?, f1a(x) = cos(3z +4), fi5(z) = 5e! 757,
Fro(x) = 3senz cos® z, Fun(@) = % Fus(z) = 7x1+ -
fro(w) = % foole) = V3= dz,  fula)= L
Fan() = ——2 Fas(a) = — faala) = 2ctan’e

T 14922 1+ 22

V1 — 422’

70. Trovare primitive delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti:

fas(x) = a%e”, fa6(x) = xlog(4z), for(x) = ze™?,
fos(z) = € sen(2x), fag(z) = arctan z, fao(z) = (322 — 22 + 1) cos z,
fau(@) =zlog?z,  fale) = (227 —x)logz,  fss(z) = e S senu.

71. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la sostituzione suggerita:

1 t
dx, r=-+2,
V16z — 422 — 15 2
/ 1 d t n 2
x rT==-4=
922 — 122 +5 3 3
/x\?’/l—l—xdaj, r =1t —1.
1
/ —dxz, x = logt,
et +e7 %
/(arcsen z)%de, x = sent.
Esercizi del 18 maggio 2004
72. Trovare l'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:
3 1 122 — 1 3—x
f1(37)—5x7_17 fa(z) = T on fs(ﬂf)—m7 Ja(z) = ST
? 1 1
fs(x) = et fo(z) = R fr(x) = P i1
1 1 1
fs(x) PR fo(z) = % 31 fio(x) = PR P
2z — 1 3z +1 r+1
f11(90)—m, f12($)—m, f13($)—m,
x? 202 —x +1 x3
fu(z) = 2 _brrd’ f12($)—m, f13(90)—x2_1~

14
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73.

74.

75.

76.

7.

Analisi [Matematical Esercizi A.A. 2003/04

Ricordando le formule

NSRS

utilizzare la sostituzione

xr =2 arctant, ovvero t=tan—,

2
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1 1
halz) = senx’ his(z) = 2senx —bHcosx + 1’ fie(z) = cosx +2senx +1°

Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni mediante la sostituzione ¢ = e*

3e* 2e2% 4 o7
o) =m ey O ="my
Ricordando le formule
2 tan? x 9 1
sen”r = ———, cos“r = —5—,
1+ tan2z’ 1+ tan?z

utilizzare la sostituzione
xr = arctant, ovvero t=tanx,

per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

1 1
2tz 0=

fir(x) =

2sen?zx —4cos?x —1°

Esercizi del 22 maggio 2004

Studiare la convergenza delle seguenti serie (riconducibili alla serie geometrica) e calcolarne

la somma:
+oo 4 +oo 3\ n +oo ) +oo +oo 9

Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio del confronto:

> sen’n + 1 = logn = logn
Z 37 +1 Z n2 Z n

n=1 n=1 n=1

15
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Analisi [Matematical Esercizi A.A. 2003/04

78. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri della radice e/o del rap-
porto:

n=1 n=1 n=1
n?+1 3n + 2 2n3 +1
n=1 n=1 n=1
[e%e) oo o) o) oo
™ n® 1 1 (n!)?
e D D D DA oD D S D ey
n=1 n=1 n n=1 (n)n n=1 n® n=1 (2n)

Esercizi del 1 giugno 2004

79. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio di asintoticita:

i arcsen % Z sen \/1— Z ny/sen % Z 5n + n2 +2
n=1 n=
i (l esen %) i el/ _ :los(l/n) i (1 s %) thanzﬁ

n

80. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle seguenti serie. Per la convergenza sem-
plice usare, qualora lecito e utile, il criterio di Leibniz:

Zl(_l)nn3+1 Zl(_l)nﬁ Zl(—l)"tan%
(_ n o0 (_1)n oo . N
2 iog(n + 1) ;7_ ogm ;<—1) (% -1)

]38 ||M8ﬁ

1)
log(n +
1 1 > n+1
—1)™ ( 2sen — + 3 arcsen — 1)
(=1) < NG n) nz_:l( )\/erQ

Esercizi del 9 giugno 2004

n=1

81. Trovare il dominio delle seguenti funzioni di due variabili e disegnarlo sul piano cartesiano.

Rappresentare le linee di livello delle funzioni f1,..., f7.
20 4+ 2y — 1 1 9 9
fl(%y):m> fz(:c,y):m, fg(a:,y):log((:c+2) +(y—3) ),
2z

fa(z,y) = \/TT?JQ, f5(x,y):log(x2+y2—7), fo(z,y) = /322 +y% — 2,

fr(z,y) = Ver—vtl —1, fs(z,y) = Vo +y — 10 +1og(9 — 2° — y?),
folz,y) = /(4 — 22 — y2)(y — 2% — 1).

16
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82.

83.

Analisi [Matematical Esercizi A.A. 2003/04

Trovare il dominio e calcolare le derivate parziali prime e seconde delle seguenti funzioni:
r—3y+1

2r+y—3
ga(w,y) = €Y, gs(w,y) = 2wcosy — 3y’ Y, gg(w,y) = /=T — 222 — dy?,

2_
g7($, y) = 6333 y7 98(35, y) = tan(a:y), 99(x7y) = 10g(3.’L’ - 2y>7
2.172 _ y2
3y+1 "7

gl(xay) = 5x3—7$3y2+3$2—y$8+1a gQ(xay) =V 1'2 - y27 g3(£7y) =

) — 6COS$COSy‘

gi0(z,y) = wvarctany,  gu(z,y) = 9122, y

Trovare i punti stazionari delle seguenti funzioni e dire se sono punti di massimo/minimo
relativo o di sella.

1
22— 2z +y2 + 2’
ka(z,y) = e @ ky(a,y) = 22° + 2¢° — 32y — 3y + 5.

ki(z,y) =2y° — 2+ 22y + 2241,  ko(z,y) =

17
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