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1. Risolvere le seguenti disequazioni frazionarie

4—z 20 — 3 x? + 25
0 0 <0
r—2 " z—4 " x? —4x ’
2422 — —-1)3 2
x°+2x—5 ’ z(z—1) >0, LT 6 >0,
x? —6x+ 8 x* — 81 x—1 x42 2a22+x-2
2 4 — Tr—4 2 7 —1)(2® -3
T _ a:, x B < , z(x —1)(x )SO-
3+  x+2 2—4 -2 x+2 (x+1)(x—4)

2. Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni

-1 4-3z
240 -6<0 T
{ac +u < 3 B >0
52 -6>0 T—zx—2x—4)<3(x+5)—=x
§(1—231:)+§>—2ac x+2—$—_7+5x<4
2 6 3
1 2—x x
14z —5(x —2) < —= i T
x—5(r—2)< 5 1 +3:L'<2 5
3
“2? —dr(z - 1)+ (2 +1)2 <4 r+1
2 <1
T —2
z—1 9 9
—z(z+3)>x°—x 4 —1>2x+1

T —2
3
4—z<3(x—4) -5z

3x 4+ 4> 2z —T7(x+ 20)

+5—z<7—-22

3. Risolvere le seguenti equazioni irrazionali

Va2 —z =2, V3+ax=—2-T, Vri4+z+1=2x+3,
Va4 —x=+Vx -3, vVo+2=ux+3, Vri+r+1=3—uz,
Vr—z3=1-—uz, Vr+2=+3—z—x, Vo —14++v24+3z=4.
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4. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali

Vai+ao+1<4, 2r —3 < vVx—1 r+1<+V2x -5,
r+7< V9 — a2, Va3 — 2z > 1, Va3 —1<xz+3,
voe—1 50 r—4+vr+2 2x

42 +25 = 1—a2 7 2 —1
x+1—\/5>0 \/8x—3—2x+1< 3x+5
33—z ’ Vo —2 -

9. Determinare il dominio delle seguenti funzioni

fi(x) = Va2 —3x -5, fa(x) = log(2? — 2 + 6) fa(x) =4 —ax— 22

filw) =tos(E2—1)  pl)=yr-1-var

fo(x) =log(z + 2 — V3 — 21) fr(z) = \/:1;2—1—6:U+5—5\/x—1+\/4—2:c

6. Dato l'insieme

4 1
a={ ntl. neN\ {0}}
n
verificare che 4 ¢ ’estremo inferiore di A. E anche il minimo ?

7. Dato l'insieme

A:{;Z; neN}

verificare che —1 & 'estremo inferiore di A e 1 ¢ il massimo di A.
Esercizi del 29 ottobre 2002

8. Utilizzando il Principio d’Induzione, dimostrare le seguenti affermazioni:
a) Per ogni n > 1 valgono

nk3—13+23+33_|_ —<u>2
E 5
k=1

n

D @k—1)=1+4345+T7+...=n"
k=1
2n < 2™

(2n)! > 2"(n!)2

b) Per ogni n > 2 vale
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10.

11.

12.

13.

14.

Analisi Matematical Esercizi A.A. 2002/03

Usando il fatto che (n + 1)?/n? < 2, dimostrare per induzione che per ogni n > 4 vale
2 n
ns < 2",

Definiamo i numeri a,, (n > 0) per ricorrenza nel seguente modo:

{ao=\/§
An41 = \/2+a'n

Dimostrare per induzione che per ogni n > 0 vale a,, < 2.

(Avanzato) Sia M € ]0, 1[ un numero fissato. Definiamo i numeri a,, (n > 0) per ricorrenza
nel seguente modo:

ag = 0
pi1 = ap + %(M —a?)
Dimostrare per induzione che per ogni n > 0 valgono

an, < VM
an > 0 (si usi anche il punto a))

Esercizi del 12 novembre 2002

Determinare il dominio delle seguenti funzioni:

fi(x) = V222 + 1, fo(x) = /=22 — 3, f3(z) = log(log x),
f4($)2@/%, f5(x) =log(x — 1 — Va2 —4), f6(x)=\/1—m+\/25—x2.

Verificare, usando la definizione, la validita dei seguenti limiti:

1
lim 3%*72 =1, lim 2372 = —,
rx—1 x—0 4

lim log(3x — 5) =0, lim (2% + 2z) = 3,

o2 —1 1
lim = —.

z—1 x+1 2

Utilizzando il Teorema sul limite della somma/prodotto/quoziente di funzioni, calcolare i
seguenti limiti:

222 -32-5
. 3 . . 1—2y .
lim(20° =22 +1),  lim ((y— D), lim =———,
14++/(y—1
lim #, lim wsenwj lim vV )y.
r——2 (1 —+ 21’)2 w—0 w2 +1 y—0 3 4 | /(2 + y)y
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Esercizi del 19 novembre 2002
Calcolare il valore dei seguenti limiti (di funzioni continue):

PR 1-— log(1
lim 5 lim sen(mx) lim og( +tan(:1:))'

e——122 -7 +1’ r—1 5 —cosx t—0 223t —1

Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di polinomi:

lirJqu (32" — 5z + —9), 1iI_|I_1 (7 —2® + 5z), lim (22% — 1),
lim (22 —z%), lim (2 4 32% — 2° + 1), 111_|I_1 (22° — x + 22 4 5).

Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di funzioni razionali (forma indetermi-
nata 0o/o00):

. 22—z +1 . Tx? +3 . 3 4+z2-3
lim ————, lim ———, lim ————,
z—too 32 —12 z—4oo x2 — 3 4+ 2 z——4o00 222 — b + 1
. 5x—x?+1 . 43 — 192 — 7 . x4+ 222 -3
lim ——, lim , Iim —m—.
z——oo 212+ 3 T——00 3—2x z——oco  bx?—1

Trovare il valore del parametro b € R affinché risulti continua la seguente funzione:

f(z) = bz — 5, se z <1,
T 3622 —bz 43, sez>1.

Trovare i valori del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

Fz) = sen(ax) +a®+1, sex <0,
22 +3acosz — 1, sex > 0.

Trovare i valori dei parametri a,b € R affinché risulti continua la seguente funzione:

Fas(y) = a’y + 2ay + 1, sey <1,
@b\ ay? —4b’y +a+2, sey>1.

Disegnare il luogo geometrico descritto da tali coppie nel piano, ovvero rappresentare
I’insieme
C:={(a,b) €R? : fa,p € continua } .
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Analisi Matematical Esercizi A.A. 2002/03

Esercizi del 26 novembre 2002

Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di funzioni irrazionali (forma indeter-

minata 00-00):

lim (\/7x2—m—5+\/3m3+2), hm (\/:c—l—ac2 \/3x+2),

r——+00 r——+00
liIJqu (\/x—3—\/x—2), hm (\/.733—25(3— — Vs + )

hm (\/:c3 — V2 — ) lir}rl (\/2:(:2+5x—|—1—\/2x2—1).

Calcolare i seguenti limiti, utilizzando un cambiamento di variabile:

cos T . senzw . l4cosx
lim lim , lim ———.
r—n)2 20 — T ToT L — T a—r (x —m)?
. . o). L L .
Calcolare ove possibile il valore dei seguenti limiti (forma =%, oppure §):
. T+3 . ox? =2 . 1—2327 : 1
lim ———, lim —, lim ——, lim .
z—0 52 z——1 (x +1)3 z—0  senzT z—0 sen (1 — cos x)

Calcolare, utilizzando il teorema dei due carabinieri, il seguente limite:

. 1 1
lim (— — ) .
z—0+t \T tanx

Calcolare i seguenti limiti (forma 0 - {funz. limitata} ):

iﬂ(senx@#—senﬂix)), mgrfm((5—4sen(ew))<%>x) :

Calcolare i seguenti limiti (di funzioni trigonometriche):

lim cos(4x) Sen(Sx), lim cos?x — 1’ lim x tan(2z) .
z—0 Tx z—0  bx? z—0 sen?(3x)
Di ricapitolazione
. 1—cosz . 1l—cosz . 1—coszx
lim ———— lim ————, lim ———,
z—0 xT z—0 3 z—0 xt
lim 28" +a° lim 28" +a° lim (3%sen(z'" + 1))
r—+o0 327 + 3’ x——00 3 - 2% 4 x3’ T——00 ’
3r — 2senx
li 32 — , li 3— 7, lim ———
$—1>Izloo( z” —senx) m_l)I_il_loo(( senz)e”) lim ————,
3z — 2senx . x2/3 — 323/2 41
A emr g (eGsene—2loge), lim e o
. log(x?®) + 2z . 1l—cosva? —4x* . cosVa?+x3 —cosx
lim ———, lim , lim
g—to0 241 z—0+ x? z—0+ T sen
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Esercizi del 21 gennaio 2003

28. Calcolare il valore dei seguenti limiti.

. cos(3z) — er . log(1+ sen(2z)) _ eT2r _ g5z
lim —————— m , lim ———
z—0 xsen(2x) z—0 tan x z—0  tanzx
29. Calcolare il valore dei seguenti limiti (ove utile, si ricordi anche il limite fondamentale
lim, 100 (1+1/2)* =e).

. 1\= . 2 . 1\
xﬂffloo(l_%> o lm(1-52)°, yEToo(1+ 3y+2> ’
. 2z + 3\ 4y + 3\ 2y . 22+ 3z —1\=
lim (1 + ) , im ( > , lim (7> ,
T—+00 4 — 1 y—+oo\3y + 1 z—too\ 22 + 1+ 4
. x+1 z . 3y —2\v . 1
A (rgeea) im0 gg) s e
30. Calcolare i seguenti limiti di forme esponenziali.
. \/= . x—2 >x . log »
i (2 1) xETooO o) o M (anz)PEs
. 1\¥ . w2 + 2\ —logw . xT log
lim <1 — Cos —) lim < ) lim < 5 > .
y——o0 y w—+oo \bw — 3 z—0+ \log” x
31. Calcolare i seguenti limiti di forme esponenziali.
. 1/z . 1/x . 1/22
1 1 1 1
Z_l}l;{loo( + 93) , IE& (cos x) , xi)rgh (cos :)3) ,
lim (6333 _ 623:)1/10ga: lim (631' _ 62x)1/(m10gw) lim (tan yg)l/log(l—cosy)
z—0t ’ z—07t ’ y—0t ’
lim (Cosz + 22)1/z, lim !/ loe(7®) lim (ex — xw)m
z—0t z—0t r—0t

Esercizi del 28 gennaio 2003

32. Date le seguenti coppie di funzioni, dire se f = o(g),

{f(a:) =2 —senz

=o(f), f = O(g) oppure g = O(f).

g(z) =z in zg =0, { () = 9 in zg =0,

f(x) =2z —senx f(z)=3%+5z—1
{9(93):533 wro =0, {g(:v)—x2+3a:—1 + 00,
{g((;j)) : :133:— cosyz T E0T 0, {g(x) = tana® in zg = 0,
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
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Sia f:R — R una funzione continua tale che

( lim f@:)) ( lim f(x)) <0

r——+00 Tr— —00

Allora f ammette uno zero.
Sia f:R — R una funzione continua tale che

lim f(z)=+o0, lim f(z) =—o0

r——+00 TrT— —00

Allora f ammette uno zero.

Sia f:R — R una funzione continua tale che

lim f(z)=L", lim f(zr)=L"

Tr— —00 r— 400

con L=, LT € R, allora f ammette almeno un punto fisso (ovvero un z tale che f(z) = .)
(Suggerimento: utilizzare opportunamente 1’esercizio precedente) alla funzione g(x) = = —

f(@).)
Sia f:R — R una funzione continua tale che
B S =0,

e tale che assuma valori di segno opposto, ovvero esistano a, b tale che f(a) > 0e f(b) < 0.
Dimostrare che f possiede minimo e massimo assoluti su tutto R.

Esercizi del 12 febbraio 2003

Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fi(x) =senx 4 3% — arctan z, fo(z) = x* + arcsen x, f3(z) =logx — cosx + /x .

Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fi(e) =a¥logz,  fy(e) =senwcosw,  fo(z) = ¢ I,
fr(x) = 3z ' senz log z, fs(x) = 2% log x arctan z, fo(x) = 5% arcsen  cos .

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio sia definita:

flo(l‘) = ﬁ, fll(I) = # f12(33) = !

arcsen &’ x2 +cosz

7
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Esercizi

Arals M ]
40. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando su quale dominio sia
definita:
x4+ 7 2> +3z -5 5r? 4+ 3r — 1
fis(z) = o7 — 5 f14($)—m7 f15(13)—T-
2 — 3z + dxt 4+ 27 — 212

1—22% + 22
fi6(x) = a1 fir(x) = 137+ 424 1 27 12

41. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando su quale dominio sia

definita:
flS(x) = (333—|—1)2, f19(x) =V .T2—|—1, fZO(x) :10g(2—3$2),
1 3x+sen x
fas(z) =2 :

foa() = arctan(e® + 1)
63x—|—1

fgl(l‘) = (5 10gl‘)3,
Fol®) = e va

foa(z) = arcsen(z® — 1), fos(x) = sen(log(3z + 5)),
42. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale), specificando su quale

dominio sia definita:
fas(x) = (3 +5)™"7,

for(x) = poretan®,
e >x’ fz0(x) = (log(arctan z)) /

fQQ(I) - <2x +3
Esercizi del 25 febbraio 2003

43. Mediante 'uso del Teorema dell’Hopital (dopo avere verificato la validita delle ipotesi del

Teorema medesimo), calcolare i seguenti limiti:
22T _ 64ZC -1

. m—2arctanz . e*® —cosy —2x _
lim , lim , lim
r—+00 33—z r—0 562 z—0 Trsenx
log(1 + x) — arctan x . cosV2x —e” . 3z —sen(bx)
lim , im , lim
z—0 x? z—0t+  tan(7z) x—0 z?senw
arctan(3z) . arcsen3x — 2x . 2" —bzx
im , lim , lim ,
z—0 arcsen(5Hx) z—0 x3 z—+4o00 3T + Tx
. (1+22)Y2 — (14 32)1/3 . 2% —bx . e te T2
lim , lim —, lim
z—0 log(1 + 2x) — log(1 + 3xz) z—+o0 3% 4+ Tz z—0 1 —cosx
log(5 + 4%) (1+2)/* —e (senz)® —1
z—0 x ’ z—0+ x '

=0 log(3 + 27)’

44. Dimostrare che per ogni x € [—1,0] vale la relazione
arccosx = 7 — arcsen \/ 1 — x2.
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Esercizi del 4 marzo 2003

45. Studiare il grafico delle seguenti funzioni:

46.

x3 — 322, 22 (2? - 2), (2 — 62 +5)*, w2t —r+1,

3 -2z 2z — 1 3+ 1 x—4

3r+4’ x2 42’ x2 -4’ 2 —3x+2’
T4+ 3

x— V-1, re 2, €t , x|z — 2|,
e’ —1

Ve +1—+Vzx xlog = log(log x z%log
) g, gllogx), g,
_9 .
ze”, L , v 1 — 22, Pl

efE

Esercizi dell’l1 marzo 2003

Studiare il grafico delle seguenti funzioni:

x® — 5xt + 523 + 1, zt — 4z + 5,
x? — 5x +log |z — 1], log(e® — x),
arctanx — Hg_vixz’ xlog(l + xz) + 2arctanx — .

Calcolare i polinomi di Taylor
di ordine 4 della funzione f3(x

di ordine 4 della funzione fi(x
di ordine 4 della funzione fy(x
di ordine 4 della funzione fo(x

osx nel punto zg = 7;

s(z — 222) nel punto z¢ = 0;

)=c

) = €3% nel punto xg = 1;

) = co

) = log(1 + 3sen(2z)) nel punto zy = 0.

Calcolare i seguenti limiti utilizzando opportuni sviluppi di Taylor delle relative funzioni:

. et t+e =12 . e*® —cosw — 2x . 2e% et ]
lim —— lim , lim
z—0 1—cosx z—0 x? z—0 rsenw
. log(1 + z) — arctanx . cosV2x —e” . 3z —sen(5x)
lim , lim ——— lim ————=
z—0 x? z—0+  tan(7z) x—0 x?senzw
. e 24 e . 2e® -2z — 122 -2 . 2we® —senw
lim , lim , lim ——,
z—0 x z—0 3 z—0 log(l + :L‘)
. 2log(1+2) — 2z + 2 . 6senx — 61 + 23 . arcsen3x — 2z
lim , lim ) im .
o—0 a3 z—0 (1 — cos(z?)) z—0 x3


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Analisi Matematical Esercizi A.A. 2002/03
Esercizi del 29 aprile 2003

49. Trovare l'integrale indefinito delle seguenti funzioni:

fi(z) = 72® — 5% + 3z + 2, foz) =7 —22 — 527, fa(x) = 2senx — 13 cos x,
322 —2x+5 5 2 513z
fa(z) = BT R f5(x) = 522 ooz’ fo(z) = T2z
4 e 9 5cos®z — 3
Blo) = = =3, few) =2 T3 ) = beosz+avE 5,

cos? ¢

Iz

flo(z) =27 —|—4a;'2 —12senz, fll(a:) = (3\/_— %)2, f12(117) =

50. Trovare 'integrale indefinito delle seguenti funzioni:

1 7
7+_.
Vi—22

fia(@) = (22— 1)%, f1a(z) = cos(3x + 4), fis(z) = 5el =57,

fi6(x) = 3senx cos® z, fir(x) = %7 Fus(z) = 7x1+ s
fro(z) = m» foo(z) = V3 — 4z, for(z) = ;;erlz,
furlr) = Fasla) = 7 Faa(a) = ZExcten e

\/1—43327 1—|—9£E2’

91. Trovare l'integrale indefinito delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti:

1+ 22

fas(x) = 2%e” fas(x) = zlog(4x), for(z) = we™*",
fos(z) = € sen(2x), foo(z) = arctan z, f3o(z) = (32 — 22 + 1) cos =,
fs1(z) = wlog” z, faa(x) = (22° — x) log , fa3(x) = e senx.

952. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la sostituzione suggerita:

t
faa( / V167 — 4:1;2 — t=p T
135(@:/9362—123:—1—5(1% x:§+§’
Is6(x /x\/l—l——xdx z =1t —1.
Esercizi del 30 aprile 2003
53. Trovare 'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:
A=t R@=ite,  BO= el fl) =t

10
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x? 1 1
fs(x) = Y fo(z) = R Ja(z) = P i1
1 1 1
fs() = R folz) = %7 31 fio(z) = PR P
2z — 1 3x+1 r+1
f11($)—ma flz(l’)—m, f13(37)—m7
x? 202 —x +1 x>
W =mrgre PWEamys MWEay
54. Ricordando le formule
2tan 3 1 — tan? 5
seny = ————5—, COST = ——5—=,
1+ tan® 5 1+ tan® 5
utilizzare la sostituzione
x
xr =2 arctant, ovvero t =tan 3
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1 1
fa(w) = senx’ fis(@) = 2senz — Hsenx + 1’ fo(@) = cosz +2senx + 1
99. Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni mediante la sostituzione t = e
firl@) = ) = 22
r)=———""—— r)=———
o e2r — 3er + 2’ 18 e2r + 1
96. Ricordando le formule
9 tan? z 9 1
sen”r = ——5—, cos’r = ———5—,
14 tan“x 1+ tan“x

utilizzare la sostituzione

x = arctant,

ovvero t=tanczx,

per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

B 1
 24-sen?2z’

fir(z)

fis(z)

1
- 2sen?x —4cos2x —1°

11
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Esercizi del 14 maggio 2003

57. Studiare la convergenza delle seguenti serie e, quando possibile, calcolarne la somma:
+o00 5 400 2\ " +o00o 400 +o00o 3
-~ _“ 5n+1 —n Y
D 1 G- RS DL D ST DF =
n=0 n=0 n=0 n=1 n=3

58. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri di asintoticita e il criterio
necessario (a, — 0):

. n > 2n?2 +3 >
2 — 1
nzzlogn n:1n3—5n—1 ;(\/n—i— Vit )
i3n2+3n—1 i 2+1 " i n7/6 4 /15 4 p8/5 1 q
—1-2n*+nt — n =1 £ 032 4 n2 4 /0135 12
=, 2n2 —3 > = 5n3 —Tn+3
1 o e
nz_:ln2+1 ;"Og” nz_:l o+ 9

> en ii’)\/——lnn—i—l i5n+3\/ﬁ—1

S +n+1 5n2 —3n+1 3n3/2 —2n+3
n=1 n=1
o o
Z arctann Z arctann
n=1 TL2 n=1 "

Esercizi del 21 maggio 2003
59. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio del confronto:

> sen n—1 = logn = logn

60. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio di asintoticita:

;arcsenﬁ Zsen \/_ Zn ﬁ Z 5”—|—n2—|—2

1 1 61/ —cos(1/n) 1
Y (- - - ) § 1 — cos — § tan?/®
2 (n arcsen n) 2 m 2 vn ( cos n) 2 an

61. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri della radice e/o del rap-
porto:
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n=1 n=1 n=1

[e%e) 7n oo n5 o) 1 o) 1 oo (n')2
DRI DI phn SED DR p)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

62. Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle seguenti serie. Per la prima utilizzare,
qualora necessario e possibile, il criterio di Leibniz:
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63. Trovare il dominio delle seguenti funzioni di due variabili e disegnarlo sul piano cartesiano.

Rappresentare le linee di livello delle funzioni f1,..., f7.
20 4+ 2y — 1 1 9 9
fl(%y):m> f2(5€;y):r_y27 f3(a:,y):log((:c+2) +(y—3) ),
2z

fale,y) = ————=,  fslw,y) =log(z® +y*=7),  fo(z,y) = V322 +y* -2,
fr(x,y) = Ver—vtl — 1, fa(x,y) = Vo +y — 10 +log(9 — 2° — y?),
folz,y) = V(4 — 22 —y?)(y — 22 - 1).
64. Trovare il dominio e calcolare le derivate parziali prime e seconde delle seguenti funzioni:
g1(z,y) = 52° =T’y +32° —ya®+1,  go(z,y) = Va2 —y?,  gs(z,y) = %

ga(z,y) =€V, gs(x,y) =2zcosy — 3y?e* MY, go(x,y) = /T — 222 — 4y2,
27
gr(x,y) =€> 7Y, gg(z,y) = tan(zy),  go(x,y) = \/log(3z — 2y),
2:1:2 _ y2
3y+1 "7

COS T COS Y

gi0(z,y) = xarctany, gi1(z,y) = gi2(z,y) =e

65. Trovare i punti stazionari delle seguenti funzioni e dire se sono punti di massimo/minimo
relativo o di sella.
1
22 —2x +y?2 +2’
ka(,y) = e ) ky(a,y) = 22° + 2% — 32y — 3y + 5.

ki(z,y) =2y° — 2+ 22y + 2041,  ko(z,y) =

13


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

