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Esercizi del 31 Ottobre 2001

(Vedi esercizio del Libro di Testo n. 3.3-3) Provare che ogni numero naturale > 2 & punto
di accumulazione per l'insieme

A:{ﬁ —i—p@ : n,m,pEN}.
m n

(Vedi esercizio del Libro di Testo n. 3.3-4) Determinare tutti i punti di accumulazione
(finiti o infiniti) dei seguenti insiemi:

a1
n

A, :{(—1)"% : neN}, Agz{(—l) : neN},
Agz{(—l)”#—% : nGN}, 144:{712(—1)”—1—l : nEN}.

As = {(_:L)n + (;13:1? i n€ N}.

Determinare tutti i punti di accumulazione (finiti o infiniti) del dominio delle seguenti
funzioni:

h@) =VI—? b =V 4 @) =T DA, falx) = loglsenz],
f5(x) =log(2 + vx — V36 + x), fo(z) =log(z +4 — Va2 —4).

Verificare, usando la definizione, la validita dei seguenti limiti:

lim e!=7* = ¢, lim 2% = 8,

z—0 T—2
lim log(6 — z) =0, lim cos z = cos 2.
z—5 T—2

Esercizi del 15 novembre 2001

Calcolare il valore dei seguenti limiti (di funzioni continue):

) tanx — 3 L 322 —Tr+2° . 44++1+zx
lim , im , lim ——.
z—m 2cosT — Hsenx + 7 z—2 arcsen(x/2) 2=2  [cos(mx) + 1
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6. Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di polinomi:

lim (z° — 242 — 128), lim (2 + 322 — %), lim (23 +22% — 2z — 5),
lim (2% — 3z — 2% + 2), lim (—22% + 3z —9).

7. Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di funzioni razionali (forma indetermi-
nata co/00):

322 +2x—5 . 323 —bx—2 _ x° —1
im ——————, lim ——, lim ,
o400 23 41 T—+00 2—=x z—4o0 1223 + 2422 + T — 1
. 2 — x — 322 . 1 — 222 . 3x3 —x+ 17
lim ———, im ———, im — .
x—+oo 4x2 —Hx + 1 r——oco 9 + 1 z——oc0 §+ Te — 2

8. Trovare il valore del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

) = 7 — 3ax, se x < 2,
T 1222 —a+1, sex>2.

9. Trovare i valori del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

. a’r —ax®+2a—3, sex <1,
f(z) = 2,2
2a°x oazxr + 2, se x > 1.

10. Trovare i valori dei parametri a,b € R affinché risulti continua la seguente funzione:

Fas(z) = a’z? —3ax +3+2b, sex <1,
T qa? — bl — 1, se x> 1.

Disegnare il luogo geometrico descritto da tali coppie nel piano, ovvero rappresentare
I’insieme
C:={(a,b) €R* : f, & continua }.

Esercizi del 20 novembre 2001

11. Calcolare, ove possibile, il valore dei seguenti limiti di funzioni irrazionali (forma indeter-
minata oo — 00):

lim (\/:1:—|—4—\/x—1), hrf (\/2x2+3aj+1—\/l—x2),

T——+00
lirf (\/x4+3x—1—\/x4+1), lirf (Va2+1+ vz —5),
11111 (\/x4—2m2—1—\/x4—2), lir}rq (V222 +2—1—V3z+7).
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12. Calcolare i seguenti limiti, utilizzando un cambiamento di variabile:

lim cos(z — 7T/2), lim 1 —senx .
T—T m™T—2X x—/2 (25(3—7?')2

13. Calcolare ove possibile il valore dei seguenti limiti (forma L /oo, oppure L/0):

. oox—1 R ) 1+e™* ) 3r —2
lim , lim lim ———— lim ———.
z—0 gzt z—0 13 z—+oo 42 z—01 —cosx

Y

14. Calcolare, utilizzando il teorema dei due carabinieri, il seguente limite:

. 1 1
lim (— — )
z—0+t \ T tanx

15. Calcolare i seguenti limiti (forma 0 - {funz. limitata}):

2 T
lim (2% — 4) (sen x2 + 3), lim (%) cos e**.

z—2 xr — z—+00

16. Calcolare i seguenti limiti (di funzioni trigonometriche):

sen(2x) . cos(3z) —1 . sen? x cot x
_ im ——.
z—0 tan(3z)’ a—0  Hx? z—0 Tx
17. Di ricapitolazione.
. 1—coszx . 1 —cosz . 1—-coszx
lim ———, lim ——, lim ———,
x—0 x x—0 .’133 x—0 :L‘4
. . . 2
lim (2? + cosx), lim (5 — cosz), lim sen(e*t* ) tan(1/z?),
Tr——+00 r——+00 r——+00
. Sr —senx . br —senzx . 223 — Bhrsenx — 2
lim ————, im — lim 5 ,
z—02x + 7senx z—+o0 2T + 7senx z—+00 2 +1

tanz — 1 — cos /22 + 223
lim w, lim COS VTt AT , lim (\/a:+cos(5ac)—\/x—|—1),

z—0 x3 z—0+ xsen T z—-+oo
. oY +Tx ) oY +Tx
lim ————, im —, lim ——,
z—0 2% — 32° z—-+oo 3% — 2 r——oco 3% — 2
. log(2'%% + 1) . log(3x) +2 , 221/2 45
lim ————~, — im :
z—+00 x z—+o0 log(2z) + 3 z—+oo 72 + 313/2 + 1

Fac-simile del primo compitino del 5 dicembre 2001

18. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

2senx — sen(2z)

lim , lim (va2 -3+ /322 4 5), lim (22 —1)(27" + 1),

x—0 xS xr— 400 r— —00
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. i —z+2 . _ 9 . 323 — Tx — 12
mll)r_noo 1 Ill)riloo?) “(1+ sencosz?), IEIEOO PR S
. a®—Br+2 _ 1 . tan(37/2 —x)
lim ——, lim , lim ,
z—1 223 + 22 + 3 a—1ad3 —x2 —x+1 a—r/2 T —T)2
. 222 —-3x+5 , tan(m + x) ) 5 5
I T i e (Ve ser Vet o),
: . 2" —5" . (1 —=cosvx)\/x
1 1l—x—+vV2-— 1 1 )
xﬂlinoo(\/ v \/ SC), :vﬁn}rloo 3z -+ 4:57 mi%l'*‘ 3x sen \/5 —+ 5.’173

19. Trovare i valori del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

a2
5($—1)2+2a—3, se x <0,
fz) =

cos(axr) — 1+ axsenx — 222

3 , sex>0.
x

Esercizi dell’11 gennaio 2002

20. Calcolare il valore dei seguenti limiti.

. e e . €T —cosy/x . logva?+1
lim ———, lim : lim —————,
z—0 X z—0 X T—+00 log z2+1

3x+5

21. Calcolare il valore dei seguenti limiti (si ricordi anche il limite fondamentale lim, o (1 +

1/x)* =e):

1\ 3z 7 1 z?—x
lim (1——) o lim(1-32)7, lim <1+—) :
Tr—+00 X x—0 T ——+00 2:(}
222 —1 \= 1—xz\® 27 — 5\*
lim (557) , lim (1+ x) , lim <1+ r 5) :
z—+00\2x2 + x + 2 z— 00 T +5 &— 00 r+3
dn (-5 ImOesemeaym, i (1o )

22. Calcolare i seguenti limiti di forme esponenziali:

. B x2 . o 2 1/x . P 1/x
il_}Hll<1 z)" xli%lJr (1—2(z+1/2)* —3z) ", xli)rggr (2¢” +senz) ',
1 T
lim (3¢ — 2 cos x)m, lim (1 + 7> , lim (sen )87,
x—0+ T——00 arctan x z—0F
23. Calcolare i seguenti limiti di forme esponenziali
1
lim (1 + arctanz)'/?, lim (e” — xQ)IOgm, lim (xsen x)loez?)
z—0+ z—0t z—0t
z2 . Vit . x
lim (sen 22 + cos :1:)1/ , lim (14 2tanz)” = | lim (em — 33“) .
z—0 r—0+ r—0+
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24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Esercizi del 18 gennaio 2002

Sia f : R — R una funzione continua tale che

lim f(z) = +o0, lim f(z)=—oc0

r——+00 Tr— —00

Allora f ammette uno zero.

Sia f : R — R una funzione continua tale che

lim f(x)=L", hrf flz)=1L%
con L=, LT € R, allora f ammette almeno un punto fisso (ovvero un z tale che f(z) = z.)
(Suggerimento: utilizzare opportunamente 1’esercizio 1) alla funzione g(z) = x — f(x).)

Sia f : R — R una funzione continua tale che

lim f(x)=0,
r—too
e tale che assuma valori di segno opposto, ovvero esistano a, b tale che f(a) > 0e f(b) < 0.
Dimostrare che f possiede minimo e massimo assoluti su tutto R.

Sia f : R — R una funzione continua tale che

li = .
Jim [ f(z)] = +oo
Allora vale
lim f(z) =400, oppure lim f(z)=—-c.

r—+00 r—+00

Vale ancora il risultato se f non e supposta continua 7

(Suggerimento: per ipotesi, definitivamente per x sufficientemente grande si ha |f(x)| > 1.
Mostrare che per gli stessi x la funzione f(x) & sempre positiva oppure sempre negativa
(dal che segue la tesi). A tal fine, ad esempio, si puo ragionare per assurdo ed utilizzare
opportunamente il teorema degli zeri.)

Risolvere il seguente limite

8

_1
lim (Ltz)> —(1-2) w.
r—0T €T

Esercizi del 25 gennaio 2002
Delle funzioni seguenti
3 1
g1(z) == 2"+, g92(x) == P logx

trovare il dominio, dire se sono strettamente monotone, trovare il dominio dell’eventuale
inversa, e dire se questa e continua.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
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Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fi(z) =logx + €* + tanz, fa(x) = x 4 arccos z, f3(z) = cosx + Y.

2

Usando le identita sen? a + cos? a = 1, sen(arcsen x) = z, cos(arccos x) = x verificare che

1 1
Darcseny = ——, Darccose = ————.
V1— a2

Verificare che

nei tre casi seguenti: (1) z € R e n € N (gia fatto a lezione); (2) z € R\ {0} en € Z
(per n < 0 usare la regola della derivazione del reciproco); (3) x > 0 e a € R (scrivendo
% = e*198% ¢ ysando la regola della derivazione di funzioni composte).

Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fa(x) = e senz, fs(x) = 22/3 arctan z, fo(x) = 2 log x,

fr(x) = e” cosxlog x, fs(x) = 3z%(arcsen x) arccos fo(x) = 4e”(arctan z) log x.

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio sia definita:

1 1 1

fio(x) = fu(x) fiz(z) =

cosT’ log z’ arccos
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando su quale dominio sia

definita:

2 +3x—-7 20 — 3 2 +3x2—2r+1
f13($)—x27+1, f14($)—m, fis(z) = 14 :
Fo(@) 1— 222 + 4x Fia(2) 2+ 42 + Tx* + 928

[L‘ = x =
16 2+ 22+ 5 17 14 422 + 724 + 928

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando su quale dominio sia
definita:

fis(@) =cos(a? +1)  fig(z) =" fao(z) = (logz)*/*
fo1(z) = sen(log(z* + 322 + 1)), foo(z) = log(e” + 1), fos(z) = arctan /22 — 1.

faa(x) !

1
= Titanty  J2(®) =cos(arcsenz), - fag(x) = exTrowis
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Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio sia definita:

for(x) = cos®(senz),  fag(x) = T_ri, fao(x) = log(z + V1 + 22) + /1 + 22,
2 x
frole) = Vit 2 2B, ()= PBULEVEIRD) gy sneT A2

sen3z — 5 " 3+ cos(l/z)’

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale):

fs3(@) = (logz)®,  faa(x) = (cosz + a)" 1B, fs(w) = (cosw + 1)*"7.

39.

40.

41.

42.

43.

Esercizi del 1° febbraio 2002

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale) specificando dov’e defi-

nita:

@)= (U41/07, o) = Gens 4 37, ) =

Studiare la derivabilita della seguente funzione:

fz) =

) 11—z, sex >0,
T 1222 —2+2, sex<O.

Studiare la derivabilita della seguente funzione:

f(x)

log /1 + 4z, se x > 0.

{ sen(2z + 3x2%), sex <0,

Dimostrare che per z > 0 vale la seguente relazione

arccos

] 5 = arctan x .
+x

Dimostrare che per z € [—1,0] la quantita

¢ costante e calcolarne il valore.

arcsen

1+ 22 + arccos

x? 41

322 4+2x+1

)
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44. Dopo aver verificato che valgono le ipotesi del Teorema di Weierstrass, determinare i punti

di massimo/minimo relativo ed assoluto delle seguenti funzioni sui rispettivi intervalli
indicati:

flz)=22° —6z+1, sul[-1,2],
g(z) =22 —32% +1, su[1/2,2],
h(z)=|x—1] — 2|z —2|, su[-2,3].

Esercizi dell’8 febbraio 2002

45. Mediante 1'uso del Teorema dell’Hopital (dopo avere verificato la validita delle ipotesi del
Teorema medesimo), calcolare i seguenti limiti:

. senz —1 . 2xe” —senx ) 2arctanx — T
lim ——, im —————, im ————,
z—m/2 cos(3x) z—0 log(1l + x) z—+oo  log +EE
— 2log(1 -2 2 T —
o Acsena —sen :1:7 lim og(l+z)—2z+x 7 lim &~ cos \/57
z—0 x3 z—0 x3 z—0+ x
. T —arctanx (L)Y — (1 —2)?T . 1—cosv2zx
lim —, lim , m ———,
z—0 x3 z—0 e — et z—0+ arcsen(bx)

. 6senx — 6z + 3 . €T 243 . xzlog(e®+1)
lim , lim , lim ————,
z—0 x(1 — cos(z?)) z—0 x z—+oo  /3z% 1

. logv3x2 41 . (A4 x)E—e . (senz)®* —1
lim ————, lim ) lim ——.
r—-+o00 log ?’/23«;3 +1 r—0 €T r—0+ T
46. Studiare le seguenti funzioni:
_2x2—3 z? — 51+ 6

f(z) =223 —32% —1224+12, g(z) e+l h(x) = (513_—1)2’ k(z) = 22{/logx .

Esercizi del 15 febbraio 2002

47. Studiare il grafico delle seguenti funzioni:

x? -3z +2 1
fi(z) = Top 1 fo(x) = 2emem,
2
fs(z) = ze7T, fal) = avesen .
f5(2) = |22% — 3z|eV/2, fe(x) = zsenx + cosz,
f(@) = (a*)7, fs(a) = |2/ (z — 2)?,
x

fo(x) = x — log(22* + 22 + 1) + arctan

x4+1
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Esercizi del 22 febbraio 2002

48. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni:

2/ — 322 + 1 V22
ho) =ssena ~5a £ T3, fole) = L ) =
3 1 1 x?

fa(z) = 2V —1)%, fs(z) = r2  g28 T 2%, fo(z)

49. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni:

o 2x — 3
f7(x) = 3¢ 17 f8(33) = m, fg(af) =sen’z cosz,
— 2cosx+3 _ senx — 3 _ e’
fio(z) =senwe ; fii(z) (32 + cos2)? fi2(z) N

50. Trovare 'integrale indefinito delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti:

fis(x) = zlog 2z, f1a(z) = 2% cos 3z, fis(x) = e *sen 2z,
fie(z) = arctan z, fi7(z) = 2V/1 + z, fis(z) = xarcsen z.

51. Calcolare i seguenti integrali utilizzando la sostituzione suggerita:

1 t
Iig(x) = dx, r=—=+2,
15() / V16z — 422 — 15 2
1 t 2
I = d =—-+=
() /9x2—12x+5 v T3ty
Igl(a:):/:c\?’/l—l—xdx, r=t—1.
Esercizi del 27 febbraio 2002
952. Trovare 'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:
) 2 20 — 1 2—z
fl(x)_’?w_'_?)’ fQ(x)_2_3x? f3(x)_3x+17 f4('x>_4x+17
a? 1 1
fs(x)—x—_l_la f6(90)—m7 fr@) = 55—
1 1 1
MO =g merr PP arngy MW=y
3z +1 20 — 1 z3
f11($)—m, flz(l’)—m, f13($)—m-
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53. Ricordando le formule

2tan 3 1 — tan? 5
1 + tan 5 1+ tan 5
utilizzare la sostituzione
T
x = 2 arctant, ovvero ¢t = tan 5
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1 1
T) = , T) = , T) = )
Fa( ) cosS T f15( ) S5cosx +3senx + 3 F1e( ) 4senx —cosx + —H
54. Ricordando le formule
9 tan? z 9 1
sen”r = ———, Cos”" 1T = ————,
1+ tan®x 1+ tan®x

utilizzare la sostituzione
xr = arctant, ovvero t=tanx,

per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

1 1
= v 100

fi7(x)

2sen?zx —4cos?x —1°

Esercizi dell’11 aprile 2002

59. Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati e, quando possibile, calcolarli:

+oo 1 +oo A +o0 7
——dx / = dx / dx
2 Va3 _3 4 3x—2

+o0 1 +oo 3 a;.4
——dx / ——dx.
1 vbr +1 1 2

956. Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati utilizzando il criterio di asinto-
ticita:

too Jr+1 s /+°O 1—a3 /+°°x2+3x—2dx
0 4

_verTe Y g
Vb razil Bed 2012 " 325 + 1
+o0 1 +oo 1_|_€—x +oo em+1
SN S— e —
o Va2+3x+5 1 2?2 +br+1 L /e 12

10
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57. Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati:
2 4 1
1 1 1
——dx / ———dx / ——dx
/0 (2—x)3 1V +1 172 (2 — 1)

/2 x? J /2 1 d /1 senx + 2 d
—dzx T — dx
o (x—2)1/5 1 (e —-1)v2—x 32243z —4

958. (Avanzato) Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati:

Y5 b b
—d ——d —d
/Otan\‘"’/f v /0 1—eve ™’ /0 Ea———

Esercizi del 18 aprile 2002

59. Studiare la convergenza delle seguenti serie e, quando possibile, calcolarne la somma:

+oo 9 ‘oo n +oo +oo A\ 7 +oo 1
Sy Xy 2 X6 Xawe

60. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri del confronto, di asintoticita
e il criterio necessario (a,, — 0):

i 1 i2n3—6n+1 i n*—1 i n?
9 mhT 5n24+n-+3 n:1n2+1—|—3n7 n:13+n2+2n3
oo o0

4m \/_+2n5/2—1 W o nt/% +n7/3 4 n95 +1
> 5 Z 2B =2 ) e
n ntvn /2 + 1+ nb/

arctann arctann = logn = logn
Z — — X 2

n=1 n=1

61. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio di asintoticita:
> oo o0 oo
1 Vn / 1 /1 1
§ : 5 § : 2 : 3
Sen H m tan F E ﬁ — arctan E
n=1 n=1 n=1 n=1

62. Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri della radice e/o del rap-
porto:

= /3n+ 1\ ./ 2n2 \n = /on — 1\
SEL S SE)
( n )2n+3 i(7n2+1>n
2n + 1 n3 + 2
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Esercizi del 15 maggio 2002

63. Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali:
y+9y=0, y =5y, 2 -3y=0,
y+3y=2 y=2-1  y-Ty=T,
y' —ysent =0, y 4+ (t* + 1)y =0, y +ty =2t —1.

64. Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali omogenee del secondo
ordine a coefficienti costanti:

y' =3y +y=0, y' 42y =0, y'+3y =0,
y'—y +2y =0, y"' 46y +9y =0, 2y —y =0,
4y —dy' +y=0, Yy =Ty +10y=0, y'+2y +5y=0.

65. Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali del secondo ordine a
coefficienti costanti:

v +y +4y=3t, Yy -3y +2y=¢",  y"'+2y=3sent,
y”—y’—2y:t2—t+1, y”—6y/—|—5y:256nt, y//_4y:€2t7
y//+y:2COSt, y//_2y/+y:3et, y//_2y/_3y:te_t.

66. Individuare per ogni equazione dell’esercizio precedente la soluzione che inoltre verifica le
condizioni iniziali y(0) = 0, y'(0) = 1.

Esercizi del 23 maggio 2002

6'7. Trovare il dominio delle seguenti funzioni di due variabili e disegnarlo sul piano cartesiano.

Rappresentare le linee di livello delle funzioni f1,..., fs.
1—-2x 43y o
fl(x,y): G f2($,y>:10g(«732+(y_1)2); f3(m7y):€ 2 y,
r—y+2
V1= 22— 2
f4(l‘7y)=T7 fs(@y) =V1—a2—y>+\/y -3,

folz,y) =Va?+2y2 =3,  fr(z,y) = arcsen(z — y) + V2 + y* — 9.
68. Trovare il dominio e calcolare le derivate parziali prime e seconde delle seguenti funzioni:

z® + 2y
g1(z,y) = 22%y — y° + 5y — 3xy + 7, g2(z,y) = x? — y3, g3(z,y) = ﬁ’

xr
BE) g6<x7y): \% —1—.1‘2—3]2,

=

ga(z,y) =2y° +32%y* + Ty — 1,  gs(z,y) =

gr(z,y) =2V gs(x,y) = cosx cosy,  golw,y) = arctan(z + y),
2
e +1 _
glO(x7y) - log ﬁv gll(xvy) - xy x? gl?(xa y) = ewy COS(ZL'y).
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69. Trovare i punti stazionari delle seguenti funzioni e dire se sono punti di massimo/minimo
relativo o di sella.

ki(z,y) = e Y ko(x,y) = log(z? + y* + 3),
ks(x,y) = 32° + 2y° — 9zy? + 4y + T, k4(x,y) = arctan(2x? — 3y* + 1).
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