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Esercizi del 7 novembre 2000

(Vedi esercizio del Libro di Testo n. 3.3-3) Provare che ogni numero naturale > 2 & punto
di accumulazione per l'insieme

A:{ﬁ +p@ : n,m,peN}.
m n

(Vedi esercizio del Libro di Testo n. 3.3-4) Determinare tutti i punti di accumulazione
(finiti o infiniti) dei seguenti insiemi:

Alz{(—l)”% - nen}, Agz{(—nnnzl - nen},
Agz{(—1)"+% : neN}, A4:{n(—1)”+% : neN}.

Determinare tutti i punti di accumulazione (finiti o infiniti) del dominio delle seguenti
funzioni:

Al@)=V1i-22,  fol@)=Va2-1 f3(z) = a2z -1),
fa(z) = log cos , f5(x) = log | cos z|.

Verificare, usando la definizione, la validita dei seguenti limiti:

1
1- 2x+1 — l —
xli%e & x—>l£q/3 (3.’13 + 1)2 +OO7
lim1 log(2+4z) =0, limi senx =senl.

Esercizi del 22 novembre 2000
Calcolare il valore dei seguenti limiti (di funzioni continue):

2+senx

N
lim (207 43— ™), L YT TEE

im
z—r 3Jcosx r—2 1+

1
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[Analisi Matematical Esercizi A.A. 2000/01

Calcolare i seguenti limiti, utilizzando un cambiamento di variabile:

5 1+ cosz . sen(2x — )
im ———— im ———=
T—T (7'(' — .I')2 ’ z—7/2 T — 7T/2

Calcolare ove possibile il valore dei seguenti limiti (forma L /oo, oppure L/0):

R o 1422 x2—1
lim , lim , lim —
z—0 2 r—0 z—01—cosx

Calcolare ove possibile il valore dei seguenti limiti (forma indeterminata 400 — 00):

lim (\/ﬁ—ﬁ), mhm <\/x4+2x+1—\/x4—1>

r——+00
hm (\/ 22 +3— Va3 +2x — > hm (\/ 4 =322 +1— a2t + )

Calcolare ove possibile il valore dei seguenti limiti (forma indeterminata oco/00):

10.

11.

12.

13.

. x> —dx+T7 . x? 43z —2 T —2
lim —————, lim ——, im —m——
r—+too 22 +1 z—~400 1—=x z——4o0 5 — 1023 — 1’
. 3 — z2 . x+ 1+ 222
lim ———, lim ———.
z——oco 3 + Tx2 +1 r—+too 3x2—1

Calcolare, riconducendoli a limiti notevoli, i seguenti limiti

2r +senx . xsenx + 2cosx — 2 . 1—cos*x

lim ——, lim , lim
z—0 €T z—0 2 x—0 2

Calcolare, utilizzando il Teorema dei due carabinieri, il seguente limite:

. 1 1
lim (— — >
z—0+t \ T tanx

Calcolare i seguenti limiti (forma 0 - (funz. limitata) ):

lim (%)x sen(bx), lim (2% — 1) (1 + sen . i 1).

r—+00 rx—1

Di ricapitolazione. I limiti sono ordinati per difficolta crescente.

3x—4
@) lmy ey () limacota, (c) lim e/,
. 1—-cosx . 1 —coszx . 1—coszx
Wi~ T O

(g) lim (z+senz), (h) lim 2?(2 — senx), (i) lim sen(1/z)cos(x'%% +1),

r——+00 xr——+00 Tr—-+0c0
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. T+ 2senx T+ 2senx . 2%+ 2xsenx — 1
(1) lim ———, (m) lim ————— (n) lim ,
z—0 3x + 2senx rz—+o0 3z + 2senx x—+00 T+ 7

1 — cos(x? + 3x)
Tsenx

1 . 3% — 10z

(r) lim g (s) W

tan s — sen - (@) lim (Va? +2—2senw —a),

r— 400

(0) lim = , (p) lim

3/2 _ 1
(t) lim el
z—+o0 12 — 2\/x + 4

14. Trovare il valore del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

f(x)__{iiax—l se x < 1,
T 124322 sex > 1.

15. Trovare i valori del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

2ax — 1

1
f(@) ::{2—1—2(1—@)36—@2:62 sy

se x > 1.

16. Trovare i valori dei parametri a,b € R affinché risulti continua la seguente funzione:

2ax? — (b+a) sex <1,
f(x):=10 se x =1,
2r+a+b se x > 1.

Fac-simile di preparazione al primo compitino

17. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

. cos(m/2 — ) , 1 — 522 + 2x
lim ——— b) 1
@) e ®) s st — 17
) 3 —1 . 2senx — sen(2x)
OB N Sy oy 4 (d) limy Ea—
2+ 3+ 2

lim (senx + 2cosx)e ,
r——+00

li L
im
e—1g3 — 22 —x+ 1’

lim (\/x2—3x+1—\/x2—1),

r——+00

tan(m + )
20 —m

lim

r—w/2— ’

f) lim ———

(f) lim ———,

(h) . esen(ﬂ/(2x))
1m ——-
r—1 .1'2 +1

4 x
. T — 2e
O i —

Y

(n) lim 232+ e").

r—r—00
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18.

19.

Analisi Matematical Esercizi A.A. 2000/01

Trovare i valori del parametro a € R affinché risulti continua la seguente funzione:

a’z +2 sex <1,
f(x) =13 se x =1,
22+ 3ax —a? sex > 1.

Esercizi del 19 Gennaio 2001

Ricordando il limite fondamentale lim,_, ;- (1 +1/2)® = e, calcolare il valore dei seguenti
limiti.

2

x 1 x
lim (1+ ) , lim (1+—) . lim(1+512)%,
T—400 x4+ 2 T—400 2 z—0
r+2\% 3—x\2 2 +1 x
(1 ). L (1 ) (sers)
m—l>r4r—100 + 3x+4 w—l>r—lr—100 + 4dor + 5 m—l>rfoo 22 +3x+5
1\
lim <1 + —) : lim (1 — z)°8%, lim (e® + x)%.
r— —00 x r—0+ r—0
Svolgimento.
. x . 1 r+2 3012 1
xgrﬂr-loo<1+x—|—2) :xgr—fr—loo(<1+$+2> ) Tee=e
1\2*
lim (1 + —2> =e.
r—+00 €T
3 1\ 15
lim(1+5av)z = lim ((1+5x) 51) = el,
x—0 z—0
1 (1 ) - [ 4/3 ] — 400,
leIJIrloo + 3xr+4 ( / ) +oo
3 — X \7T +00
li (1 ) - [ 3/4 ] —0.
:E—1>I—|I—loo + 4+ 5 ( / )
241 = Sr+4 \~ITEED _,_sen
lim <—$ + ) = lim (<1 ot ) e ) 2243045 = @79,
z—4oo\x2 +3x+ 5 z—+00 2+3x+5
12 1\ &
I (1 —) — i (1 —) —— [e==] = 0.
Jim (1) = tim ((1+0) )" == [e7]

Poiché los(1
lim (log zlog(1 — z)) = lim ((—xlog x) - M) =[0-1] =0,

x—0 x—0

si ha

lim (1 — z)'°87 = €% = 1.
z—0

T

lim (e”” +x) = lim e(<1 + %)7)1/81 - [e-el] — 2

x—0 x—0

8|~

4
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20. Calcolare il valore dei seguenti limiti.
. log(1l —cosz) . log(1+ %) ,
1 _ = 1 —_— = 1 log(1 + 2e*) — x).
om0+ log(sen ) o0+ (1 —cosx)?’ xirfw( og(1+2¢%) —7)
Svolgimento.
. log(1 — cosx) log(w) + 2logx log(1=¢gsz ) /logxr +2
lim ————= =1 = lim =
z—0+ log(senx) z—0+ log(*2*) +logx z—0+ log(*5*)/logz + 1
log(1 log(1 + z* 2 \2
li L0802 logl +x)'( =) =+
z—0t (1 —cosx)?  z—o0+ x4 1 —cosx
. z . . . 1+ 2e”
11111 (log(1 +2¢") —z) = 11111 (log(1 + 2¢") — log(e”)) = 11111 log< ) = log 2.
21. Calcolare i seguenti limiti di forme esponenziali.
. Z\T . (z®) . _oz\T
wli%l+ (:B ) ’ mlif{)lJf . ’ xli%lJr(l . ) ’
lim (14 sen5z) s lim (senxQ)loge,(z?) lim gsen(t/2),

z—0t z—0Tt

Svolgimento. Poiché

T — 400

lim (x log(x”’)) = lim (1’2 log x) =0,

e log x

x—0t z—0t
segue che
xli%l* ($m>x - 60 =1 z—0t
Poiché
mli%lJr (x log(l — x‘”)) = mlir(r)1+ (90 log(l
. 1-
B xlg(r)l+ <:c (log( —zxlogx

r—0t

r—0t

si ha

lim (zlog(—zlogx))

lim (:zslogx + xlog | log:z:\)

lim x(xz) =[0'] = 0.

- exlogm)) —

> + log(—xlog x)))

04+0=0,

lim (1 — af;x)x =¥ =1.

z—0t

z—0+ z—0t

sen 5x

lim (1 +Sen5a:) . lim ((1 —I—sen5x)ﬁ>cosx o [65/2} = eb/2,
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22.
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Siccome
2
log(sen z?) log(se;l?x ) +2logx
lim ————= = lim log3- =log3,
z—0t logs(x?) z—0+ 2log x
allora )
lim (sen x2) loz3(+%) = ¢lo83 = 3
z—0t
Poiché (1/r) 1
: , sen(1/x) logz
A (sen(1/e)logz) = lim (\=57— =) =00
allora
lim 25°(1/?) =0 =1,
r—+00
(Avanzato) Calcolare il valore dei seguenti limiti.
1 3\1/z _
lim (Va2 425 —2)°,  lim (tana)mmmy,  lim QT O) 05T
r— 400 r—0T z—0t :132

Svolgimento. Si osservi innanzitutto che

2z 2
lim (Va22+2z—2)= lim ——— = lim =1,
fﬂ—”roo( ) z—too /g2 + 2+ Tt /1+2/x+1

per cui il limite cercato e nella forma indeterminata [1°°]. Inoltre

1—+/142
Vai+2r—x=1+ il /1‘

1++/1+2/z
Detta allora f(z) = ——Y2/% 2=

= i si ha che lim, 1, f(z) = 0 percio

zf(x .
lim (Va2 +22—2)" = lim ((1 + f(x))l/f@) ) _ [lime—+os(@f@)]

xr——+00 xr——+00

e ci si e ricondotti a calcolare il lim, ;oo (x f(x)). Si ha

—2/x —2 1
lim (zf(x)) = lm (m ):—:——.
Quindi
lirf (\/ 2 + 20 — x)x —e /2,
Si ha che
log(tanx) 1Og<w%> +log _

om0+ log(log(1 + 2)) w0 log(log<1+x>> tlogz

6
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23.
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percio
lim (tanx)m =el=e.
z—0+
Siccome
log(1 + 23 log(1 + 23
limM:hm (l’QM =0-1=0,
z—0t xT z—0T x
si ha
lo l-i-m3
_ (1+a:3)1/x—cosa: _ e# —1 log(l1+2*) 1—cosz
lim = lim . + =
z—0+ x? z—0+t log(1+x3) x3 x2
1 3
=1-14-=—.
+ 2 2

Siano a € (0,1) ey € [0, y/a]. Dimostrare che la seguente successione definita per ricorrenza

{yn-i-l =Yn + %(a_y721>
Yo=Y

converge a y/a per n — 0o (questo & un modo alternativo di calcolare il valore approssimato

della radice quadrata di a). (Suggerimento: provare che per ogni n € N valgono le due
relazioni 0 < y, < Va e yp < Yni1)-

Svolgimento. Proviamo innanzitutto per induzione che y,, < y/a per ogni n € N. Per
ipotesi yg < y/a. Supponiamo ora la tesi vera per n e proviamola per n + 1. Si ha

\/__yn-i-l:\/__yn_%(a_yz) = (\/__yn) (1—%(\/54‘3/71)) 207

per lipotesi induttiva e poiché y, + /a < 2y/a < 2. Per il principio d’induzione si ha che
yn < +/a per ogni n € N. Da questo segue (sempre per induzione) che

1
yn+1=yn+—(a—yi)20, Yn+1 — Yn = (a—yZ)EO,

2

DO | =

OVVero Yn,+1 > Yn per ogni n. Per la monotonia della successione y,, deve allora esistere il
limite L = lim,,_, yn € deve valere 0 < L < y/a. Passando al limite nella regola ricorsiva
otteniamo che L deve soddisfare la relazione

1
L:L+§(a—L2),

dalla quale segue facilmente che L = y/a. Quindi z,, — +/a.
Per quanto riguarda l’errore, si ha

cost =i = vl = V- o = (Vi) (1= 5(Va+m) ) < enl1 = Var2).

7
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24.

25.
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L’errore quindi decresce in maniera lineare. Ci aspettiamo dunque che la convergenza del
metodo dato a lezione sia piu veloce di quella del metodo appena presentato.

Calcolare come varia l'errore e,, = |y, —+/al al variare di n, ovvero la relazione che intercorre
tra e,41 ed ey,.

Provare ad implementare il calcolo su un computer per entrambi i metodi proposti usando
il valore comune a = 1/2. Scegliere yg = 0 e £y = 1: in tal modo lerrore iniziale per
entrambi e uguale a 1/2. Quale dei due metodi sembra piu efficiente?

Sia f : R — R una funzione continua tale che

lim f(x) = +o0, lim f(z)=0,

xr— —00 r——+00

e tale che esiste un punto xg tale che f(zy) < 0. Dimostrare che f possiede minimo su
tutto R. Il risultato ¢ ancora valido se non si chiede ’esistenza di tale xg?

Svolgimento. In relazione a k = 0, per il primo limite esistera un L < 0 tale che f(x) >
k = 0 per ogni & € (—oo, L). Per il secondo limite, in corrispondenza di ¢ = —f(x¢) > 0,
esistera un M > 0 tale che per ogni z € (M, +00) valga

[f(x) =0 <e=—f(zo), = fl@)> f(zo).

Ne consegue che per tutti gli = in valore assoluto sufficientemente grande il valore della

funzione ¢ maggiore del valore della stessa calcolata nel punto xy. Si puo concludere allora
che

inf f(x) = inf x

inf f() Lo fz),
ed il secondo estremo inferiore ¢ effettivamente un minimo per la funzione grazie al Teorema
di Weierstrass.
Se infine togliamo I'ipotesi di esistenza di un tale punto xq il risultato non vale piu, come

mostra ’esempio f(z) =e™*.

Sia f : [0,1] — [0, 1] una funzione continua. Dimostrare che f ammette un punto fisso,
ovvero che esiste un zy € [0, 1] tale che f(xg) = zo. (Suggerimento: provare ad usare il
Teorema degli zeri applicato alla funzione g(z) = f(x) — x).

Svolgimento. Definiamo ¢g(z) = f(z) — x. La funzione g ¢ continua su [0, 1]. Si osserva
che i punti fissi di f corrispondono agli zeri di g. Basta allora fare vedere che g ammette
zeri.

Ci sono due casi: se f(0) = 0 oppure f(1) = 1 allora f ammette punto fisso rispettivamente
in x = 0 oppure z = 1. Altrimenti f(0) # 0 e f(1) # 1 e siccome per ipotesi I'immagine
di f & contenuta in [0, 1] si deve avere piu precisamente f(0) > 0 e f(1) < 1 il che equivale
a dire che g(0) > 0 e g(1) < 0. In questo caso si puo allora utilizzare il Teorema degli Zeri
e concludere che g ammette una zero in [0, 1] e quindi f ammette ivi un punto fisso.

8
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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Esercizi del 26 Gennaio 2001

Calcolare la derivata delle seguenti somme di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fi(z) =logx + e* + tanz, fa(z) = x 4 arccos z, f3(z) = cosx + /x.

Calcolare la derivata dei seguenti prodotti di funzioni, specificando su quale dominio sia
definita:

fa(z) = e®senx, f5(x) = /3 arctan fo(x) = 2% log .
f7(x) = e cosxlog z, fs(x) = 3z% arcsen = arccos z, fo(x) = 4e” arctan z log x.

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio sia definita:

! fi1(x) ! : f2(z) = !

fio(z) = , = :
cos T log x arccos x
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni razionali, specificando su quale dominio sia

definita:

2?2 4+3x—T 2x — 3 23 +3x2 —2r+1
f13(9€)—x2—+17 ful@) = 5———  fis(2) = 1
f () 1—2x2+4x ! () 2+ 4x2 + Tx* 4+ 928
r=—-— €Tr) =
16 2 4+2x+5" 17 1+ 422 + 724 + 928

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni composte, specificando su quale dominio sia
definita:

fis(z) = cos(z? + 1) fio(z) = g™ 1 fao(z) = (log x)3/*
fo1(z) = sen(log(z* + 322 + 1)), foo(z) = log(e” + 1), fos(z) = arctan /x2 — 1.

1
Ful®) = T s

1
) f25(x) - COS(arcsen .’Ij), f26 (.CC) e 6212+51+3
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, specificando su quale dominio sia definita:

1
T o) = lom(a + VT 22) + /T a2

. log(1+ Va2 + 1) sene” + 2
— Y24 g2 — 523 = = cos(1/0)
f30() + a7 —xe/, fa(z) sen3r — 5 ’ f() 3+ cos(1/x)

far(z) = cos®(sen ), fos(z) =

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni (forma esponenziale):

fa3(z) = (log )", f34(x) = (cosz + \/E)stogx, fas5(x) = (cosx + 1)%"7,

9
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33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

[Analisi Matematica.l Esercizi A.A. 2000/01

Trovare i valori a,b € R affinché la seguente funzione sia derivabile per ogni x € R

F(z) = {m, se x <0,

ax? +b, sex > 0.

Trovare ’'insieme di continuita e 'insieme di derivabilita della funzione

) = 1+x— a2, se z <0,
“ sen(1—[1—g]), sexz>0.

Esercizi del 2 Febbraio 2001
Calcolare la derivata della seguente funzione:

fz) = {x2 log|xz| sex #0,

0, se z = 0.
Studiare la derivabilita della seguente funzione:

fa) = loglj%x sex >0,
Va2 —x3 sex <0

Determinare il piu grande intervallo sul quale vale la seguente relazione:

2x
1+ 22

2 arctan x = arcsen

Dimostrare che la funzione f(z) = 223 +4x+3 ¢ invertibile su tutto R e calcolare (f~1)(3).

Dopo aver verificato che valgono le ipotesi del Teorema di Weierstrass, determinare i punti
di massimo/minimo relativi ed assoluti delle seguenti funzioni sui rispettivi intervalli di
definizione:

fx) =23z +2, sul0,2]

g(z) = { ?)* sex € [—e, 1], x #0,

se z = 0.
Ak
h(zx) = 2y [—1,1].

Esercizi del 9 Febbraio 2001

Mediante 1'uso del Teorema dell’Hopital (dopo avere verificato la validita delle ipotesi del
Teorema medesimo), calcolare i seguenti limiti:

. (42)5 -1 . 2x —sen2x . x —arctanx
lim : lim ————, lim ———M—
2—0 sen x z—0 sendx z—0 x3

Y

10
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2T —2x—x2 -2 L e te =2 V1=V +1
lim , lim —— lim ,
x—0 x3 x—0 1—cosx z—0 x?
. log(4 + e5%) , xlogx + 2 .oxtenT ]
lim ———~, im — lim ——.
z——+oo /3 + 2 z—+oo log(1 4 z7) z—0 T
1 1 z _ log(1 + 22
11m (1 + €T tan aj) log(l«l»sen2 ) , lim w, 1 M’
z—0 z—0 T T—~+00 lOg(l + 337)
_ 1 1 . senz —log(1 + senx) . log(1l —cosz)
lim (— - —), lim , lim ————~.
e—0t\x  log(l+ x) z—0 x? z—0+ log(senz)

41. Verificare che per i seguenti limiti

. 3 +senzx . 2x +senx
lim ——, lim ————,
z—00 2L — COS X z—00 L — COS 2%

non si puo applicare il Teorema dell’Hopital. Quali ipotesi vengono a mancare? Verificare
che tuttavia i limiti esistono e calcolarli.

42. Provare ad usare ripetutamente il Teorema dell’Hopital al seguente limite

. er +1
lim ——

200 \/eT — 1

dopo avere verificato la validita delle ipotesi. Cosa accade? Calcolare il limite senza usare
il Teorema dell’Hopital.

43. Studiare le seguenti funzioni:

2r2 — 11 () 202 —2x +5
:—7 €T :—’
z—2 g (z— 1)

h(z) = \/2e* — 27, k(z) = 2*{/log z.

Esercizi del 16 Febbraio 2001

44. Studiare il grafico delle seguenti funzioni:

fi(z) = |zle™™", falz) = wemT,

1 2 1,
fa(@) log?z logx T Ja(z) =z + 4 &
1
fs(x) = sen® x 4 2sen z, fe(z) = 2arctan — — log |x — 2|,
x
3/ .2 4
fr(z) = ﬁ#—g, fs(x) =1 — arcsen |e** — 1],

fo(z) =log(x — 1) +log(z + 1) — 6/ 22 — 1.

11
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Esercizi

A.A. 2000/01
Esercizi del 23 Febbraio 2001
45. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni:
1+ 3z — 5z 23
fila)=3a —sr 4ot 4T ple) = ) =T
3 5 1\2 - 7
i) = ot T B = (2t ) ) =3
46. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni:
t 3
frlw) =20 ) = I ) = cos?w sen,
cosx sen
3 2e2¢ — 32 arctan?
f10($)—ﬁ, f11($)—m» f12(90)—1+7x2
47. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni utilizzando il metodo per parti
fi3(z) = 2* log fra(z) = 2% sen 2z, fi5(x) = €** sen 3z,
x
= t - .
fiolw) = warctane,  free) = —

48.

Calcolare i seguenti integrali definiti utilizzando la sostituzione suggerita:

Lisg(x / t=x/3-1,
V(6 —x)
Iig(z

/ — L= VITe,

I20 / \/.’132 dZL' t:vx2—}—1—x_

Esercizi del 26 Febbraio 2001

49. Trovare I'integrale indefinito delle seguenti funzioni razionali:

1 1 1 2z +1
filz) = 5—, fz(x)—ma f3(2) = 55— f4(a:)—m7
r—1 1 1
1 1 r—1
Js@) = o fol@) = 5% fio(z) = @I E
50. Ricordando le formule

2tan 5 1 —tan2§
senx_im, Cosxzin,
1+ta 3 1+tan 5

12
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51.

52.

53.

54.

55.

[Analisi Matematica.l Esercizi A.A. 2000/01
utilizzare la sostituzione

x
x = 2 arctant, ovvero t = tan —,

2
per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:
1 1 1
fll(x)_senx’ frz(2) = 2senz + cosx + 2’ le(a:)_sen:U—l—cosx—i—l'
Ricordando le formule
9 tan? z 9 1
sen”r = ———, cos’r = ———5—,
1+ tan“x 1+ tan“x

utilizzare la sostituzione
x = arctant, ovvero ¢ =tanwz,

per calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

fraz) = — fra(e) = ——

sen z’ 1+ cos?2x’

Fac-simile di preparazione al secondo compitino

Calcolare utilizzando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital i seguenti limiti:

. eT—cosr —senzw . 2+2)2-1 . log(e® +5)
lim , lim , lim —,
z—0 x2 z—0+ senx x—+00 32 -1
lim esnT — 14—%7 lim e logZu —sen(x—l).
x—0 X r—1 1'3
Studiare e rappresentare il grafico delle seguenti funzioni:
x—1
fl (:E) - 72
2 1 5
fa(x) =2 — - log |z| + = log |x* — 3.
3 3
Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni
2 1 x—2
— Yy 9342 — S —
gl(x) z x° + T’ gQ(I) 2—3$7 g3((17) I2+1

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione g4(x) = z2e3%.

13
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

[Analisi Matematica.l Esercizi A.A. 2000/01

Calcolare 'integrale indefinito della funzione

el’

mediante la sostituzione ¢t = e”.
Esercizi dell’11 aprile 2001

Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati e, quando possibile, calcolarli:

+o0 1 +o0 . +oo 1 +oo 1
——dx / x° dx / dx / dx .
5 /[3]2° 1 1 2z +1 2 Vr+2

Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati utilizzando il criterio di asinto-
ticita:

oo 1 T arctan z° oo
S S aoL e —
0 V3xd +ax+ 7 0 I+ o x°+5

Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati:

0 1 3 1 2 56'2
d —d ——dx.
/_1\/—%1 * / B2 / (@—1)23 "

(Avanzato) Studiare la convergenza dei seguenti integrali generalizzati:

L ! 1 ! 1
d ——d ———dx.
/0 sen +/x v /0 1 —cos /x v /0 z —arctang

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche e, quando possibile, calcolarne la
somma:

+oo +oo 400 too 1\ 7 10 on
2257371 23 L 4—/2 ZBn/s Z(g) 3
n=0 n=0 n=0 n=3 n=2

Esercizi del 27 aprile 2001

Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri del confronto, di asintoticita
e il criterio necessario (a, — 0):

= 5" s 1 > 3n2 —2n = 2m%2—n+5
Zn5—|—1 ;n2+3n—2 ; 5n —1 Z3n3+5n2—|—2

= 5 n+1 > —2/n
By v SOl §1+n

n=1

14
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

[Analisi Matematica.l Esercizi A.A. 2000/01

Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando il criterio di asintoticita:

i(l—cos %)1/2 i\/ﬁsen% isen% i(% — arctan %) .

n=1 n=1 n=1 n=1

Studiare la convergenza delle seguenti serie utilizzando i criteri della radice e/o del rap-

porto:
- n/2 3 +1 37n!

n=1 ’ n=1 n=1 n=1
Studiare la convergenza semplice ed assoluta delle seguenti serie. Per la prima utilizzare,
qualora necessario e possibile, il criterio di Leibniz:

3|3
NE
5|3
NE
3

G (_l)n = n n+1 - 1

Zlog(n—i—l) nz_:l(_ ) n3 + 4 nz_:l( 1) Senﬁ
> " 1 > . n+l
7;(—1) <1—cos ﬁ> 7;(— ) CESIEES|

(Avanzato) Dimostrare la convergenza e calcolare la somma delle seguenti serie telescopi-
che:

o

2 (n+k)(7i+k:+1) > (logn — 2log(n + 1) + log(n + 2))

dove k ¢ un numero naturale fissato.
Esercizi del 9 maggio 2001

Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali:

1
1422
y—Ty=0, ¥y =3y, y=-y+2
y + ey =0, y +cosz-y=0, y' + (senz) -y = senz.

/

y:

+1, y = cosw, y' =1-— 22,

Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali omogenee del secondo
ordine a coefficienti costanti:

y' =2y +2y=0, y"' =5y =0, y'+y' —2y=0.

Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni differenziali del secondo ordine a
coefficienti costanti:

y//_Qy/:e:c7 y//+y/_2y:x2, y/l_3yzcosx7
y//_y:ecc’ y//_3y/+2y:xem, y”-i-yzsenx.
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70. Individuare per ogni equazione dell’esercizio precedente la soluzione che inoltre verifica le
condizioni iniziali y(0) = 0, y’(0) = 0.

Esercizi del 18 maggio 2001

71. Trovare il dominio delle seguenti funzioni di due variabili e disegnarlo sul piano cartesiano.

Rappresentare le linee di livello delle funzioni f1,..., f7.
— 3 _ 1 =1 2 2
fl(x’y)_Q-l—as—Ll—y?’ f2(x’y)_x2—+y2’ fa(z,y) =log(3 — x° — y*),

f4(x,y)=10g(2x2+2y2—5), f5(cc,y) = \/xQ_yQ_L f6(x7y): _'TQ_y27

Flew) = gy Ry = V=P D@ )

folz,y) = V/(2? —y? — 4)(1 — 2?).

72. Trovare il dominio e calcolare le derivate parziali prime e seconde delle seguenti funzioni:

202 — y2
ZL’Q +y2 ’
ga(,y) = V2% + 12, g5(z,y) = /2y, g6(z,y) = zsen(zy) + y cos(xy),

T T
g7($,y) =senxseny, 98(‘/177 y) = lOg 5 g9(x7 y) = arctan —,
Y Y

gi(z,y) =32° = 2y° + Toy — 2,  go(w,y) =sen(e”),  g3(z,y) =

T+ 1\v¥
gio(x,y) = arctan 1 Y : gi1(z,y) = y'°87, gi2(x,y) = (1 + —> .
—xy x

73. Scrivere I'equazione del piano tangente al grafico delle seguenti funzioni nel punto indicato:

hi(z,y) = 2° + 2y° — 32% + xy®> + 22 + 1, nel punto (0, 1),
ho(x,y) = arctan(zy), nel punto (1,1),
hs(z,y) =log(2x 4+ y), nel punto (0,1).

74. Trovare i punti stazionari delle seguenti funzioni e dire se sono punti di massimo/minimo
relativo o di sella.

1
22 —2x 4+ y2 + 2’
ks(x,y) = e_(m2+y2), ky(z,y) = 22% + 2y — 32%y — 3y + 5.

ki(z,y) =2y — 2 + 2oy + 204+ 1, ka(z,y) =

Fac-simile di preparazione al terzo compitino

75. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

o ! 1
a —— _dx, b -
) 1 Vab+2 ) /0 x(z?2 4+ 1)
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76. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche

v Yas W YA
4 ) 9
=nt+ 3 el 10g<27:f21>

> . 1\ 4n e n
¢) Zle (1+5) , d) 2:1(—1) Qn?T

77. Data I'equazione differenziale ' + 2y = 422
a) trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
b) trovare la soluzione generale.

78. Data I'equazione differenziale y" — 6y’ + by = xe®
a) trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
b) trovare la soluzione generale,
c¢) trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, y’(0) = 1.

79. Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(x,y) :=1/sen(2z — y + 1). Rappresentare inoltre le linee di livello.

80. Determinare i punti critici della funzione f(z,y) := 823 + 43 + 3zy? — 2z + 7 e dire se sono
massimi o minimi locali o punti di sella.
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