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1. Calcolare i seguenti limiti, usando il teorema de L’Hôpital dove si ritenga lecito e opportuno

a) lim
x→0

4 cosx− 4(1 + x)3/2 + 3x(e2x + e−x)

x ·
√

1− cosx
c) lim

n→+∞

(n2)!

nn2

b) lim
x→0

2 senx cos 2x + 2 cos 2x− ex(x2 + 2)− 6 log(1− x2)(
1−
√
x + 1

)
(cosx− cos 2x)

d) lim
n→+∞

n

(
1− e

(
1− 1

n

)n)
2. Data la funzione f(x) := x+log

∣∣∣2− 2x

x2 − 2

∣∣∣, trovare a) dominio, continuità, limiti agli estremi ed eventuali

asintoti; b) f ′(x), gli intervalli di crescenza/decrescenza e i massimi/minimi locali; c) mostrare che f
si annulla in esattamente tre punti; d) f ′′(x), mostrando che il grafico di f ha esattamente 2 flessi;
e) un grafico qualitativo di f .

3. Calcolare primitive delle seguenti funzioni (l’ultima per parti):

(a)
x4 − x + 2

(x2 − 2x + 2)(x + 1)
, (b)

3 tanx

1 + log2(cosx)
, (c)

1 + tan2 x

2− 3 tanx
, (d) (2 + x) log2 x

4. Calcolare l’integrale

∫
x + 4−

√
x + 2

(x + 3)
√
x + 2

dx, per esempio con la sostituzione y =
√
x + 2.

5. Si mettano in ordine le successioni seguenti, in modo che per n → +∞ la precedente sia “o piccolo”
della successiva: sen(1/n), n

√
1 + nn, log(1+nn),

√
n3 − n2 + 2−

√
n3 + n2, (n+1)n, 1/ sen2(1/n),

nn+1.

6. Poniamo X :=

{
2
(

1+
1

|n|

)n
−
(

1+
1

|n|

)n+1

: n ∈ Z\{0}
}

. Dimostrare che supX = e e che inf X = 0,

stabilendo se sono anche massimo e minimo, usando i risultati noti dalla teoria sulla monotonia delle
successioni fondamentali.

7. Indichiamo con Fn la nota successione di Fibonacci F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 := Fn +Fn+1. Definiamo
la successione cos̀ı definita per ricorrenza: bn := F0 + F2 + F4 + · · · + F2n−2 + F2n. Dimostrare
per induzione che vale la relazione bn+3 = 4bn+2 − 4bn+1 + bn per ogni n ≥ 0, nonché la relazione
bn = F2n−1 − 1 per ogni n ≥ 1.

Punti: 4 per ogni limite, 10, 4+3+2+4, 6, 6, 6, 6.
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1. Calcolare i seguenti limiti, usando il teorema de L’Hôpital dove si ritenga lecito e opportuno

a) lim
x→0

2 cosx− 4 senx cos 2x + 7 log(x2 + 1)− 2(1 + x2)e−2x

(cos 3x− cosx)
(
1−
√
x + 1

) c) lim
n→+∞

(2n)!

3n2

b) lim
x→0

2(x + 1)3/2 − 3x(2ex − e2x)− 2 cosx

x ·
√

1− cosx
d) lim

n→+∞
n

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
2. Data la funzione f(x) := log

∣∣∣2x + 2

x2 − 2

∣∣∣−x, trovare a) dominio, continuità, limiti agli estremi ed eventuali

asintoti; b) f ′(x), gli intervalli di crescenza/decrescenza e i massimi/minimi locali; c) mostrare che f
si annulla in esattamente tre punti; d) f ′′(x), mostrando che il grafico di f ha esattamente 2 flessi;
e) un grafico qualitativo di f .

3. Calcolare primitive delle seguenti funzioni (l’ultima per parti):

(a)
x4 − 2x3 + 1

(x2 + 2x + 2)(x + 2)
, (b)

senx√
cosx(cosx + 1)

, (c)
1 + tan2 x

4 + tanx
, (d) (2− x) log2 x

4. Calcolare l’integrale

∫
x + 1− 2

√
x + 2

(x + 3)
√
x + 2

dx, per esempio con la sostituzione y =
√
x + 2.

5. Si mettano in ordine le successioni seguenti, in modo che per n → +∞ la precedente sia “o piccolo”
della successiva:

√
n3 − n2 + 2−

√
n3 + n2, nn+1, log(1+nn), sen(1/n), 1/ sen2(1/n), n

√
1 + nn,

(n + 1)n.

6. Poniamo X :=

{(
1 +

1

|n|

)n+1

− 2
(

1 +
1

|n|

)n
: n ∈ Z \ {0}

}
. Dimostrare che supX = 0 e che

inf X = −e, stabilendo se sono anche massimo e minimo, usando i risultati noti dalla teoria sulla
monotonia delle successioni fondamentali.

7. Indichiamo con Fn la nota successione di Fibonacci F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 := Fn +Fn+1. Definiamo
la successione cos̀ı definita per ricorrenza: an := F0+F1+ · · ·+F2n−1+F2n. Dimostrare per induzione
che vale la relazione an+3 = 4an+2 − 4an+1 + an per ogni n ≥ 0, nonché la relazione an = F2n+2 − 1
per ogni n ≥ 0.

Punti: 4 per ogni limite, 10, 4+3+2+4, 6, 6, 6, 6.
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1. Calcolare i seguenti limiti, usando il teorema de L’Hôpital dove si ritenga lecito e opportuno

a) lim
x→0

2 cosx + log(1− 2x) + 2(2x2 − 1)ex + 2 cosx sen 2x

(cosx− cos(4x))
(
1−
√
x + 1

) c) lim
n→+∞

n

(
e
(

1− 1

n

)n
− 1

)
b) lim

x→0

2(x + 1)3/2 − 2 cos 2x− 3x(2ex − e−x)

x ·
√
ex2 − 1

d) lim
n→+∞

3n
2

(2n)!

2. Data la funzione f(x) := log
∣∣∣x2 − 2

2− 2x

∣∣∣−x, trovare a) dominio, continuità, limiti agli estremi ed eventuali

asintoti; b) f ′(x), gli intervalli di crescenza/decrescenza e i massimi/minimi locali; c) mostrare che f
si annulla in esattamente tre punti; d) f ′′(x), mostrando che il grafico di f ha esattamente 2 flessi;
e) un grafico qualitativo di f .

3. Calcolare primitive delle seguenti funzioni (l’ultima per parti):

(a)
x4 + 2x− 2

(x2 + 2x + 2)(x− 2)
, (b)

3 cos(log x)(
1 + sen2(log x)

)
x
, (c)

1 + tan2 x

1− 4 tanx
, (d) (x− 2) log2 x

4. Calcolare l’integrale

∫
x + 1 +

√
x− 1

2x
√
x− 1

dx, per esempio con la sostituzione y =
√
x− 1.

5. Si mettano in ordine le successioni seguenti, in modo che per n → +∞ la precedente sia “o piccolo”
della successiva: 1/ sen2(1/n),

√
n3 − n2 + 2−

√
n3 + n2, (n+ 1)n, n

√
1 + nn, log(1 +nn), nn+1,

sen(1/n).

6. Poniamo X :=

{
2
(

1 +
1

|n|

)n+1

−
(

1 +
1

|n|

)n
: n ∈ Z \ {0}

}
. Dimostrare che supX = 6 e che

inf X = 1/e, stabilendo se sono anche massimo e minimo, usando i risultati noti dalla teoria sulla
monotonia delle successioni fondamentali.

7. Indichiamo con Fn la nota successione di Fibonacci F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 := Fn +Fn+1. Definiamo
la successione cos̀ı definita per ricorrenza: dn := F0 − F1 + F2 − F3 + · · ·+ (−1)n−1Fn−1 + (−1)nFn.
Dimostrare per induzione che vale la relazione dn+3 = 2dn+1− dn per ogni n ≥ 0, nonché la relazione
dn = (−1)nFn−1 − 1 per ogni n ≥ 1.

Punti: 4 per ogni limite, 10, 4+3+2+4, 6, 6, 6, 6.
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1. Calcolare i seguenti limiti, usando il teorema de L’Hôpital dove si ritenga lecito e opportuno

a) lim
x→0

log(x2 + 1) + 2e−x(2x2 − 1) + 2 cos 2x− 2 senx cosx(
1−
√

1− x
)
(cosx− cos 2x)

c) lim
n→+∞

(n2)!

nn2

b) lim
x→0

4(1− x)3/2 − 3x(ex − 3e−x)− 4 cosx

x ·
√

1− exp(−x2)
d) lim

n→+∞
n

((
1 +

1

n

)n
− e

)
2. Data la funzione f(x) := x−log

∣∣∣2x + 2

x2 − 2

∣∣∣, trovare a) dominio, continuità, limiti agli estremi ed eventuali

asintoti; b) f ′(x), gli intervalli di crescenza/decrescenza e i massimi/minimi locali; c) mostrare che f
si annulla in esattamente tre punti; d) f ′′(x), mostrando che il grafico di f ha esattamente 2 flessi;
e) un grafico qualitativo di f .

3. Calcolare primitive delle seguenti funzioni (l’ultima per parti):

(a)
x4 + x + 3

(x2 − 2x + 2)(x− 1)
, (b)

2 sen(log x)(
1 + cos2(log x)

)
x
, (c)

1 + tan2 2x

1− 2 tan 2x
, (d) (2 + x) log2 x

4. Calcolare l’integrale

∫
x + 1−

√
x− 1

x
√
x− 1

dx, per esempio con la sostituzione y =
√
x− 1.

5. Si mettano in ordine le successioni seguenti, in modo che per n → +∞ la precedente sia “o piccolo”
della successiva: log(1 +nn), 1/ sen2(1/n),

√
n3 − n2 + 2−

√
n3 + n2, nn+1, sen(1/n), (n+ 1)n,

n
√

1 + nn.

6. Poniamo X :=

{(
1 +

1

|n|

)n
− 2
(

1 +
1

|n|

)n+1

: n ∈ Z \ {0}
}

. Dimostrare che supX = −1/e e che

inf X = −6, stabilendo se sono anche massimo e minimo, usando i risultati noti dalla teoria sulla
monotonia delle successioni fondamentali.

7. Indichiamo con Fn la nota successione di Fibonacci F0 := 0, F1 := 1, Fn+2 := Fn +Fn+1. Definiamo
la successione cos̀ı definita per ricorrenza: cn := F0−F1 +F2−F3 + · · ·+(−1)2n−1F2n−1 +(−1)2nF2n.
Dimostrare per induzione che vale la relazione cn+3 = 4cn+2 − 4cn+1 + cn per ogni n ≥ 0, nonché la
relazione cn = F2n−1 − 1 per ogni n ≥ 1.

Punti: 4 per ogni limite, 10, 4+3+2+4, 6, 6, 6, 6.


