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Analisi Matematica, tema A
Compitino del 5 febbraio 2015

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare i seguenti limiti
a) lim ln( L+t - I) h) lim (#)w
$—>+oohl$—'/1—|—2hl2x r—+00 23?—\/2—%1‘2

(x — 223)(22% — 2t — 323) (1 — z)log(z?)

2

) -
R (e MRS TR
1/x
| o S et
0 (T e iy
_ gY@ vt — o
4) lim —08027) k) lim

z—1 (22 —1)(322 — 2z — 1) logz
225 — 25 — (1 4 22?)(32% + 2%)

z—02cosx — vz +4

) lim <—x3 —2e 1>x2

2 =500 (x+ 1)x® + (a3 + 1) (222 — 23) z—foo\ 3 —1x
. i3 2 . cosx + rsen4r
f) xll)IEloo(2\/l' 23 + /1 + 4z ) m) mgrfoo PR
z(cos(L) —el/®)
Ii rz—1 _ 20222 z _ 1 Ii z
g) lim (ze Ve 2 4 ger —1) n) JMim 2% + VA22 + x

Risolvere le disequazioni seguenti:

32 5
(a) - >z+1, (b) 3min{z+ 1 max{—z —2,2z}} >z,

3z +4) 3@+l
(©) i:; ix; =2

Dimostrare per induzione che 2n+ (2n+1)4+ (2n+2)+---+3(n+1) = (n+4)(5n+3)/2
sen > 1.

Poniamo X = {(144(—1)"n)/(243n) : n € Z}. Dimostrare che 7/4 & I'estremo superiore
e —b5 e l'estremo inferiore di X, stabilendo anche se sono massimo e minimo.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema B
Compitino del 5 febbraio 2015

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare i seguenti limiti
225 + 2% — (222 — 1)(2* — 32?) h) (z + 1) log(z?)
z—+oo (23 — 1)(a3 + 222) — 25(z — 1) r—-1 243z — a3
) (222 — 23)(322 — 22 — 23) D In(z — V22 — 1)
i im
z—c0 (22 —1)(3+ 22° — ) =+ 3ng — Inx — 1

sen 2z — (z + 2)/(@+1) z(e/* — cos(L))

T

I . i
°) e (2 + 3x + 2)(1 — 22)sen(1 + x) ) B0 r+ V12 + 2z
er? — g—a?

d) lim (\/lo et —2%) —/x —3 x) k) lim

) z—+00 g( ) \/_ ) z—=0cosz — 2z + 1

2

)i ( x )S‘T Do rsenxr — 2cosx

e) lim | —mm—F— im
z—=too\ 2z — Va2 — 1 z—=+oo p3 — /26 4 3xd

1/x
' . 1—-= -3
f) xl{noo(\%x‘l — 23+ 2zV/1 + 22) m) iﬂ%i_ \/ﬁ

(333—|—2x— 1>~’C2
3 —x

: z+1 2,2x+2 T :
g) mgrfm(xe Ve + ze® + 1) n) xgrfoo

Risolvere le disequazioni seguenti:

32 5
(a) — >1—=z, (b) 3min{l -z max{z —2,-2z}} +z >0,

34—z) 3(1—-=x)
(©) -y 45_—%122 =2

Dimostrare per induzione che (2n—2)+ 2n—1)4+2n+---+Bn+1) = (n+4)(bn—1)/2
sen > 1.

Poniamo A = {(1 —4(—1)"n)/(2+3n) : n € Z}. Dimostrare che 3 & 'estremo superiore
e —9/4 ¢ lestremo inferiore di A, stabilendo anche se sono massimo e minimo.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema C
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Cognome e Nome:

Matricola: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare i seguenti limiti

_ cos 2z — (x 4 2)1/(@+1) , 23— 2r 4 1\*"
a) lim h) lim (—)
z——1 (22 — 2z — 2)(2%2 — 1) sen(x + 1) z—too\ 34
1 1 2 _ 1y _ ,1/x
b) lim n(v1+az2 - z) D lim z(cos(L) — e'/™)

=2 2ngy — V1+In’x so— 7 +31 + 22
Vi Jr2 —1 1+ z) log(?
¢) lim (Vdzt— 23+ 2zv2? — 1) i) lim (1 + x)log(x7)

T——00 z——1 23 —3x —2

d) lim 22° 4 2° — (222 + 1) (2" + 22?) Ve

k) i (1 + a:) -3
z—too x%(x + 1) + (1 + 23) (322 — 23) =

=0 20 — \/4x? — 23
er? — g—z?

e) xll)r_{loo<\/10g(e$ +22) — [/ — 2\/E> 1) ill)% T35 cosa

(5z — 23)(3z — 2t + 223) 3z

) $—>1 o0 (3x+1)(3+2x3—x) )m} ::( x T »’L')
—\Vx - _ — 3
g) lim (gcegC 1 \/ 20222 _ pox 1) ) li T Sen T — COoS ox

r——+00 r—+00 [173 — A /1/'6 _|_ 2335

Risolvere le disequazioni seguenti:

(a) » 16 >z—1, (b) 3min{z,max{-z—1,2(zx—1)}} >z -1,

3(x+5) 3(xz+2)
© T <t

Dimostrare per induzione che (2n—1)+2n+2n+1)+---+3n+2) = (n+4)(5n+1)/2
sen > 1.

Poniamo E = {(1 — 4(-1)"n)/(3 + 2n) : n € Z}. Dimostrare che 11/3 & l'estremo
superiore e —9 e I'estremo inferiore di F, stabilendo anche se sono massimo e minimo.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema D
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare i seguenti limiti

ln(x —Vx2 - 1) cw? _ o—a2

a) lim h) lim

m_hLoolnac—\/1—}—31n23: ) z—=0cosx — 1 — 3z
ZL‘2
T
b) i (\/1 v _97) /o +3 ) D lim [ —
)a:—l>r—|{loo Og(e ) z+ \/E 1) m—l>r—iI—loo 2@'—1/14-1[}2

z(el/* — cos(1))

x

log(2x) — 2t/ (==1)

! SN
2 b (2 = 1)(1 — 4z + 322) log J) z—o0 x4+ Va2 — 2z
226 4 25 — (222 + 1)(322 + 24 1— 2\ _3
Q) lim 2 + 25 — (222 + 1) (322 + %) k) lim (1-x)
z—+oo (23 — 1)(a® 4 222) — 25(z + 1) =0 2 — \/4x? — 23
3 1 (L'Q
) WEE T ) (S
2
. z+1 2,20+2 _ T : (CU — 1) log(:zc )
f) xgrfoo(we Ve ze® + 1) m) lim PR W
. (z—52%) (22 — 2t + 423) . cosx —2rsenx
g) lim n) lim
z——oo (4z+1)(3+ 23 — x2) z—+4o00 33 _ /36 — 345
Risolvere le disequazioni seguenti:
16 25 .
(a) - <z+1, (b) 3min{-z,max{2(-z—1),z —1}} +z+1>0,

32—z) 3(5—x)

x2 4 2z
< 1.
© V@1 =

Dimostrare per induzione che (2n+1)+(2n+2)+(2n+3)+---+(3n—2) = (n—2)(5n—1)/2
se n > 3.

Poniamo ¥ = {(5+ 2(—1)"n)/(3 — 2n) : n € Z}. Dimostrare che 3 & 'estremo superiore
e —9 e l'estremo inferiore di Y, stabilendo anche se sono massimo e minimo.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Svolgimento

Anno Accademico 2014/2015

Le figure che seguono ogni calcolo di limite, nonché quelle che accompagnano i complementi servono
ad allargare 'orizzonte per il lettore, e non sono minimamente richieste nello svolgimento del compito
d’esame. Gli schemi usati nella soluzione delle disequazioni sono invece parte integrante dello svolgimento;
sono consigliati ma non obbligatori.

Nel limite

i ln(\/l + 22— x)
im
ToF0 I /1421

il numeratore ¢ il logaritmo di una forma indeterminata 400 — co, mentre il denominatore € esso stesso
indeterminato del tipo 400 — oco. Dentro al logaritmo al numeratore moltiplichiamo e dividiamo per
v1+ 22 4+ z, mentre al denominatore ¢ piu veloce raccogliere il termine principale dentro la radice:

ln(\/l + 22— x)

ln 1+z2 —z?
lim Lhe?te

lim

T4 Ingp — /14 2In% 2 a

1+vV2

T g — (Inz)y/ o +2

_ lnl—ln(\/l—l—xQ—i—x) 1 B
In%z
—1—1/2#0
1 . In(avV1+a72+2)
= — lim =
1 — /2 2400 Inx
1 ln<x(\/1+m*2+1))
= 1. =
V2 -1 srHoo Inz
1 ) lnx—|—ln(\/1—|—x—2—|—1)
= lim =
\/5 — 1 z—=+o0 Inz
—2
—_——~
1 . ln(\/1—|—x—2—|—1)
= 7 hrf (1 + ] ) =
p— T—r+00
21 b
— 400
1 1 241
_ S(140) = _ V2 —1+V2.

V21 212

log(\/ 2+1 - 1:)
log(z) —V 2 log?(z) + 1

20 40 60 80

100
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b. 1l limite
lim (v —223)(22% — 2* — 323)

T——00 (JZ + 2)(1 =+ 2£3 — 132)

si presenta nella forma indeterminata co/co. Numeratore e denominatore sono (prodotti di) polinomi.
Raccogliamo i termini di grado massimo:
. (r—223) (222 — 2% — 323) o2 (72 -2) 242072 -1 - 3271
lim = lim =
g——co (x4 2)(1 4 223 — 22) z——o0 z(1+2zx71) - 23(x3+2—2"1)
—=(=2)(-1)

— Qim g3t4-1-3 . (272 -2)(207% —1-32"") _
T——00 A+2c D@3 +2-27")

—1-2
. 2
= lim 2% 2 = —o0.
T——00 2

(—223) (24 — 323 + 2 22)
(z+2) (223 - 22+ 1) 1500

T

1000

500

=500

-1000

—-1500

c. Il limite
S (Viogler +27) —yfr +2v7)
¢ della forma indeterminata +0o — co. Mettiamo in evidenza i termine principali:
Viog(er +27) — \Ja + 20z =y flog (e (1 + (2/€)7)) — y/x(1 + 2/1/2) =
= /loge® +log(1 + (2/e)®) — vVa\/1+2y/1/z =
=z +1log(1+ (2/€)*) — Va\/1+2\/1/z =

_ﬁwgogmwﬁ N

NS

—+o0

—1-1=0

Si ottiene una forma indeterminata oo -0 perché i termini principali si elidono. Quindi torniamo indietro
e moltiplichiamo e dividiamo per la differenza delle radici:

oo 7357 _ /a: —_ log(e” +2%) — (z + 2y/) _
tog(e” +27) +2f_\/10g(e“"+21)+\/x+2\/§_

_ ozt log(1+ (2/e)*) —x — 2/ _
Viog(er +27) + \/z + 2z

2
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2y +log(1 + (2/¢)7) 1 B
— NG : 5 -
14 080 Q) | s AT
.’II
_ (_2 log(1+ 2/6 1 R
log(1 2/6) )
IR \/1+ +1\/14+2/1/z
—1+1=2
(e i
5=
.
2 4 6 8 10

d. Nel limite

) log(2z) — 2/(==1)
lim
=1 (22 — 1)(322 — 2z — 1) log x

il numeratore ¢ nella forma indeterminata log 2 — 1> mentre il denominatore tende a 0. Pud convenire
fare un cambio di variabile del tipo y = x — 1 (ossia = 1 + y) per riportarci a un limite per y — 0:

g lo8@e) —atemY log(2(y +1)) — (1 +y)'/¥ _
a1 (22 =1)(322 — 2z — 1)logz  v=0 ((y+1)2—1)(3(y+1)2 —2(y +1) — 1) log(1 + y)

1082+ 2) — (A4t
y—0 (y2 + 2y)(3y2 + 4y) log(1 + ¥)

oy Jos(+2y) —(L+y)r
v=0y(y +2) - y(3y +4) log(1 +y)

—log2—e
1 log(2+2y) —(1+y)'/Y  2-e i L
log(1 - y3

y=0y2 -y (y+2)(3y + 4) og(1+y) 8 =0y

—2-4-1

L’ultimo limite & infinito con segno opposto a seconda che y — 0%, cioe che z — 1%:

<0
~ =
log(2z) — 2'/(==1) 2—e . 1
li = lim — = —o0,
a1+ (22 — 1)(322 — 22 — 1) logx 8 y—otys3
<0
~
i log(2z) — 2'/(==1) 2—¢ i 1 N
1m = m — =
a—1- (22 —1)(322 — 2z — 1) logx 8 y—o0- 33 >

Concludiamo che il limite cercato non esiste.
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100 |
I
I
I
I
50 | I
I
I
I
I
l Il
|
L ] ;
[ I
[ I
i \
-50 |
L : N
| log(2 ) — z+1
r | T - -
-100 - | (2 - 1) (32% -2z~ 1) log(a)

. Nel limite
220 — 25 — (1 + 222)(322 + %)

I
z—r+oo (x + 1)ad + (23 4+ 1)(222 — 23)
numeratore e denominatore sono polinomi ma non in forma normale. Vediamo cosa succede mettendo
in evidenza i termini principali senza applicare la proprieta distributiva:
225 —a2® — (1+22?) (322 +2*) 22— ') —2? (@2 +1) - 2*(Ba72 +2)
(x+1D)ad + (23 +1)(222 —23) 251+ a2 1)+ 231 +2-3)23(2z~1 — 1)
—2—2=0
2—2H) - (22 +1)(B272+2)
I+ H+A+2z73)2z -1)

—1—-1=0

Niente da fare, viene una forma indeterminata 0/0. Cambiamo strada e applichiamo la proprieta distri-
butiva per ridurre numeratore e denominatore in forma normale:

20° — 2 — (1+22%) (32 + 2*)  22° — 2° — (32% 4 2* + 62 + 225)
(z+1)25 + (23 +1)(222 — 23) 26 + 25 + 225 — 26 + 222 — 23

_ 228 — 2% — 322 — Tzt — 225 _ —z% — 7zt — 322 _
o 325 — 13 + 222 T 325 — 23 4 222
—1—7x71 =353 —-1+40 1
= — = ——.
3—x724 223 340 3
1 5 10 15 20

246 — 25— (242 + 1) (2! + 3 22)
@+ D) +Q222 -3 (BB +1)

T

. Il limite

lim (2\/x4 —x3+ x\/l + 43@2)
r—r—00

si presenta nella forma indeterminata +o0o — oo. Proviamo a mettere in evidenza i termini principali
sotto le radici, facendo attenzione che z — —oo, per cui Va? = |z| = —a:

2Vrt — a3 + a1+ 422 =22 (1 — 2 1) + 2 /22(z2 + 4) =
=2Vl -z +aVa2Vae 2 +4=2221—a 14z |z|Ve 2 +4=
:2x2\/1—x*1—12\/x*2+4:\xi/(Q\/lfxflf\/x*2+4).

—too —2-2=0
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Viene una forma indeterminata co-0. Cambiamo strada, moltiplicando numeratore e denominatore per la
differenza, in modo che si elidano i termini principali al numeratore mentre si sommino al denominatore:

(2\/9:4 — 23+ 21 +4:172) (2\/z4 — 23 —z/1 +4x2)
I/ x4 — 3 1 4+4x2 = _
vt A o2t — a3 — 2v/1 + 422

(2vzt — x3)2 — (zv1 —|—4x2)2 o A(xt —a?) — 2?1+ 4a®)
2021 -z 1 — - |z|vVa=2+4 B x2(2\/1 —x 42 +4) B

_ At — 423 — 2% — 42t _ —4g3 — g2 _
x2(2\/1—x—1+\/z—2—|—4) 172(2\/1—x—1—|—\/:v—2—|—4)
r3(—4 — 271 —4— g7t

x - )
x2(2\/1—x—1+\/x_2+4) W1 —ax 14+ 2+4

L’ultima espressione non € piu indeterminata:

—4—z! —4
: (~00) 5= =
2+2

lim (2\/334f:c3+x\/1+4x2): lim z-

= +o0.
T——00 T——00 2\/1 —r 14 \/J}_Q +4

Qualcuna sarebbe stata tentata di “trascurare” i termini 23 e 1 dentro le radici e procedere cosi:

Er_n (2Vat — 23+ V14 422) = lim (2\/9?—# rV4a?) =

li
Tr—r—00 r—r

m (22° +z - 2|z|) =

= lim (22% —22%) =0,

r—r—00
con risultato platealmente sbagliato.
201
15
z»—)\/41‘2+1 m+2\/.7,4—15 10:
5
1 n 1 n 1 n 1
-20 -15 -10 -5

. I limite

: -1 _ 2,252 _
wginoo(xe“: \/:r e2T—2 4 re® 1)

Si presenta nella forma indeterminata +o0o —oo. Mettendo in evidenza i termini principali sotto la radice

ze® 1 — /22252 4 per — | = ge* ! — Va2e2r=2(1 4 z—le—#+2 — g2 20+2) =

x—1 —1,— _2_
— re 1—v1taoleatz_ g2 2z+2)

—+oo —1—-1=0

viene una forma indeterminata oo - 0. Moltiplichiamo e dividiamo per la somma, in modo che al nume-
ratore i termini principali si elidano, mentre al denominatore si sommino:

rz—1 _ 2.2x—2 _ r—1 2,2x—2 _
pet—1 _ \/:U2629”—2 e —1— (:Ee Va2e25-2 4 ge 1) (xe +Vx2e20-2 | get 1) _
wer~1 4+ /22272 4 ger — 1
(xew—l)Z _ (1.262;E—2 +£L'€$ _ 1)

- xerfl(l +V1Fzle=at2 _ x72€72x+2) B

5
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Analisi Matematica, A
x2e?72 _ge® 41 _

22252 _

o xe;c—l(l 41+ leot2 _ x—26—2x+2)
_ —xe® +1 _
o xew—l(l +V1+ o leot2 — x—2e—2z+2) o
re®(—1+z e ®) _

o zes=1(1+ /1 + 2~ le—oF2 — g—2¢—22+2)

oz 14z te® _
T oper1 ] + V1t o leat2 _ g2e20t2
_ e:vferl . -1 + ‘rileiw _
- I+ Vitole @ o tc i
714’%716793 —-140 N e
141 2

= e -
1+ V1 + 3 le o2 — g=2¢=2w+2

Qualcuno forse sarebbe stato tentato di “trascurare” i termini trascurabili xze® — 1 dentro la radice:
— =0,

lim (ze" ! — Va2e2r=2 4 ger — 1) = hrf (ze"! — Va2e20-2) = lir+n (ze® ! —2e™ 1)
T—+00 T—>+00

Tr—+00

con risultato errato.

h. Nel limite )
lim (x)
=400\ 20 — /2 4 22

al denominatore abbiamo una forma indeterminata +co — oo, che si risolve raccogliendo il termine

principale dentro la radice:

2 — V2422 =2z — 222z 2+ 1) =2z — |z[V22 2+ 1=
=2(2—-V2z2+1) — 400-(2—1) = +o0.

Quindi nel limite originale dentro la parentesi abbiamo una forma indeterminata co/oco, che possiamo

x x _ 1 1 _q
2 - V2r2+1 '

20 —V2+ a2 x(2—v222+1)
Il limite originale ¢ dunque della forma indeterminata 1°°. La procedura standard in questi casi e di
prendere i logaritmi e riportarsi al limite notevole (log(1+ y))/y — 1 per y — 0:

2 (— )“_hm og( ) -
20 — & 20 — /2 + 2

risolvere cosi:

- T
log lm (| ————— = lim log| ——F——
gw—>+oo<2xw/2+x2> T—+00 8 V2 + 2 T—+00

x
= lim z%lo <1—|——1):
8 2¢ — V2 + 22

r—+00

—1-1=0

6
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= lim 2?%- (‘ y - 1) <1Og(1 * 235_\;24'7 - 1)> =

z—+00 2x — \/Q—I—il'2 20— x/r'_xz -1

—1
. 2 x ) 5 = — (20 —V2+22)

= lim =z ( — 1) = lim x*- =

@—r+00 2r — /2 + a2 T—+00 2r — V2 4 22

— V2 2 1

= lm 2? —CTVEEY oy g (a4 V2a?) — =

sotoo g(2— V20724 1)  aooe 2—V2272+1

—_——
—2-1=1

o (et VITT) = i o O VIR T o VBT

r—+00 T—+o00 —r—V2+ xr2

: (*z)Q —(2+ I2) . 22 —2— g2
= lim xz- = lim =z« =
zotoo g — /222272 +1) oot z(—1-V2z2+1)
. -2 -2
= lim 1.

potoo 12z 241 —1-1

Torniamo infine al limite originale:

lim (x>w2—ex log lim (m)m2 —expl=c' =¢
=00\ 2 — /2 + a2 P78 50 2 — V2 + 22 P '

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1. 11 limite )
L (- a)log(e?)
z—1 g3 — 3z +2

si presenta nella forma indeterminata 0/0. Il denominatore si pud scomporre in fattori 10 =312
usando la regola di Ruffini sapendo che una delle radici & 1: 23 —3x+2 = (z—1)(2?+ 1 1 1 |=2
x — 2). 1l fattore restante di secondo grado ha radici (—1++/1+8)/2 = (-1+3)/2, “ﬁ"o
e quindi si scompone a sua volta come 22+ — 2 = (z — 1)(x + 2). Possiamo quindi

semplificare

1 — ) log(z2 1 — ) log(z2 log(x2
Lo(-loal?) L (1-a)lose?) L loe?)
z—=1 3 — 3z +2 a—1 (x — 1)2(z + 2) a—=1 (x —1)(z+2)
2logzx 1 2 .. logx
= — lim . = —— lim .
z—1 x—1 T+ 2 Jz—lx—1
~——
—1+42=3

Facciamo il cambio di variabile y = x — 1, cioe¢ * = 1+ y, in modo da riportarci alla situazione piu

familiare y — O:
—glim logz _ 2log(l+y) 2 2

3amlaz—1 3 y 3 3

Si poteva fare la sostituzione y = x — 1 anche nell’espressione di partenza, con conti un poco diversi.




Analisi Matematica, A Svolgimento 5 febbraio 2015

(1 — ) log(?)
e
B -3z+2

T

j. Nel limite

i (1+m)1/gﬂ -3

250 z — 2 — 223
il numeratore tende a e —3 < 0
 (+2) -3 _ 1
lim ————— = (e —3) lim ————

=0 ¢ — /2 — 223 =0 ¢ — /2 — 223

e il denominatore tende a 0, per cui il limite & +00, col segno dipendente dal segno del denominatore.
Esaminiamo meglio il denominatore:

r—2vV1—-2x sex >0,
x—\/x2—2x3—:r—\/x2(1—2x)—x—|:v|\/1—2x—{m_'_x T=97 soz<0

Il limite da sinistra e facile perché il denominatore & chiaramente negativo:

1 1 1 1
e—3) lim ——=(-3) lIim ————=(e—-3) lm — ——— =
( )x—>0—gc—\/x2—2x3 ( )w—>0—x+:c\/lf2:z‘ ( )x—>0—x 1+vV1 -2z
S —
—1+1=2

= (e —3)(—00)(1/2) = 0.

Per quanto riguarda il limite da destra, un modo di risolvere il segno € di moltiplicare e dividere per la
somma:

. 1 . T+ Va2 — 23
(e—3) lim ——————= =(e—3) lim =
=0t ¢ — /a2 — 223 z—0t (z — Va? — 223)(x + Va2 — 223)

T+ xv/1— 2z

= —3 1. _—_— =
(e )xgng 22 — (22 — 223)
1++v1-2
= (e—3) lim u _
r—0t 213
. 1
:(673)I£r8+2—m2~(1+\/1—2x) =(e—3)(+0) 2= —c0.

—141=2
Concludiamo che il limite iniziale non esiste.

1
(z+1): -3

1
z—\ 2?2 -20
L T IR '

-

Il L L L L L L L L L L L L Il L L L Il L L

T
!
-1.0 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0,
-10
-20

8
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k. 1l limite
) €Z2 — 6_962
lim

z—02cosx —vVr+4

si presenta nella forma indeterminata 0/0. Proviamo a eliminare la radice quadrata moltiplicando e
dividendo per la somma:

2 2 2 2

er” —e % er? _ T
lim ————— = lim -(2cosx +Va+4) =
z=02cosx —vr+4 2=0(2cosx —x+4)(2cosx + Vx + 4) (—/—’)
—242=4
P — R R—
250 (2cosx)? — (x +4) 1%04cos2x—x—4
er? — g—a? er? — g—a?
=4 lim =4 lim ———— =
:JzHOél(l—sen2 x)—x—4 250 —dsen’z —
. Ver —emw . er? —e~* 1
= —4lm 04 dsenz + 1 _4111% ' senx 2 -
z—0 4sen“xr + T—r T 4x( ) 11
x
S —
—0+1
z2 _ o—z?
= —4lim Y& —F
z—0 x

Per semplificare il numeratore cerchiamo di riportarci al limite notevole (e — 1)/t — 1 per t — 0:

/22 2 / 2 2 2
. er? — e~ . e~ 21 2 62z —1
—4111117:—411111 4hmem/2~7=
z—0 x z—0 z—0 N~ x
—ed=1
21271
222 _ 272 . & f 2x2 _
. e 1 . 222 €T e 1
:—411m7:—411m7$: 4hm|‘ =
z—0 x x—0 x z—0 2,(62
——
—V1
. X
NI
z—0 X

A questo punto bisogna distinguere i limiti da sinistra e da destra:

er’ — e=* || x
i _— = 42 1 — = —4v2 li — = —4V2-1=—-4v2
xgng 2cosx —+v/xr+4 fxggh x \[aclg){r x V2 V2,

er® — e—7? || —
im Y T 42 lim Y = 4B lim = 42 2.
:I:~1>nOl’ 2cosr —vxr+4 zgg, T :vi%l* T (=1) =

I limiti da sinistra e da destra sono diversi. Il limite di partenza non esiste.

\ e? — o2

s —
2cos(x)—Vz+4

A A L A
-1.0 -0.5 0.5 T.0

4 ﬁ(/

1. 11 limite )
. 23— 22 — 1\
lim <7)

T—+00 1‘3 — X
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si presenta nella forma indeterminata 1°°. Riportiamoci al limite notevole (log(1 +t))/t — 1 per t — 0:

i (3:3—295—1)302_ ; ) <m3—2x—1)952_ - (x3—2x—1>12_
(T ) = mewien(TsT ) —ew i tos(Tp T ) =
| 321 -1
= exp lim xﬁog(u):exp lim xhog(l—l—i—l) =
T—+00 xS — xr——+00 1’3 — T
3_2r—1— (28—
= exp lim 22 log(l—i— < x (z x)) =
T—+00 x?’—x
e R B =,
= eszJme og( + x?)_x) —expm_1>1_~r_100x . o . _32’“'_1 =
N—— r3—x
—0
—1
_ I s —z—1 i —z3 — 2_ i —1—x_1_
= e lip ot S mew i S mew e 5
= exp(—1) = -

»-2z-1

2

)

B -z

15

m. Nel limite
cosx + xsendx

lim ——————
z—+o0o g3 — /o6 — 225

20

al numeratore c’¢ cosx che ¢ oscillante, e x sen4x, che ¢ il prodotto di x, che va a +00, per sen4z, che
e oscillante. Sembra quindi che il numeratore abbia oscillazioni sempre piu ampie al crescere di z. In
particolare il numeratore non pare avere limite. Il denominatore ¢ della forma indeterminata +oo — oo,
in cui i termini principali sono gli stessi. Cerchiamo di semplificarlo moltiplicando e dividendo per la

somimas:

cosx + xsendx

lim cosx + x sen4dx
r—+00 ((ES A /.’E6 _ 2555) ("EB + A /ZC6 _ 2£E5>

cosx + x sendx

lim

z—+o0 g3 — /a6 — 225

lim

_— . 3
z—4o00 26 — (26 — 229) (2" +

(2 + V2l — 229)

x6(1 — 2:6*1) =

en 4

. cosx + xsendx
= lim —m——— (:c3+:z:3\/172:z:*1) =
r——+00 2$5
. cosx + xrsendx
= lim —~x3(1+\/172x*1):
T—+00 20 ~—_———
—1+41=2
. cosx + xrsendx . cosT S
= lim — = lim (
r——+0o0 X Tr——+o0 X

Sapendo che seno e coseno sono sempre compresi fra —1 e 1, per z > 0 val

).

gono le disuguaglianze

X

—0 —0 —0 —0
= ~ = = ~ =
-1 cosT 1 -1 sen4x 1
— < 5, —< < -
2 x2 2 x x x
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Per il teorema del confronto quindi anche le funzioni comprese fra le disuguaglianze tendono a 0. Possiamo
infine applicare il teorema del limite della somma:

. cosr sendx . cos T . sen 4x
lim ( 5+ ) = lim lim =04+0=0.
r——+00 x €T r—+o0 I r——+00 €T
zsin(4 z) + cos(z)
0.2 oy 5@ D) + cos(@)

2} —faf - 245

n. Nel limite

1y _ ,1/z
i x(cos(m) e )

z=—o0 2x +V4x? +

il numeratore si presenta nella forma indeterminata oo - 0, e il denominatore in quella —oo 4+ oo con
termini principali uguale. Cominciamo a semplificare il denominatore moltiplicando e dividendo per la

differenza:

1y _ ,1/z
i x(cos(z) e )

t——00 2r +4x? 4+

= lim

z(cos(2) — e'/®)

x

S P | e B
z(cos(L) — el/®
(os(z) =€) (o _ Jras o)) =

z——oo (2x)2 —m(4302 +x)
z(cos(L) —el/®)

x

- xEIPoo 4x2 — 422 — ¢ ’ (233 - |.’L‘| v 4+$_1) =
1y _ 1/

_ Eljl x(cos(zi € ) . (23:_ (—:z:) /4—|—m—1) —
1y _ ,1/z

_ EIP x(cos(xa)c el/7) (2t /4_1_1,,1) _
1y _ ,1/z

= — lim x(cos(z) ¢ ) -x(2—|— \/4+x_1) =

T——00 x —_—— —

—24+2=4

1
= —4 lim x(cos——el/’”).
x

T—r—00

Puo convenire fare il cambio di variabile t = 1/x, con t — 0~:

1
—4 lim x(cos - — el/m)
x

r—r—00

1 t—et
= —4 lim ~(cost —e') = —4 lim <
t—0— 1 z—0~

Cerchiamo ora di riportarci ai limiti notevoli (1 — cost)/t> — 1/2, (et — 1)/t — 1 per t — 0:

cost — et

—4 lim —— =
t

x—0~

cost —1+1—¢t —cost+1—1+¢€t

—4 lim =4 lim =
r—0~ t r—0~ t
1-— t_1 1-— t_1
4 Tim cost+ e 4 lim ( cost e ) _
r—0— t r—0— t t
1—cost et—1
— 4 i <t~ ):40 1) = 4.
el 2 ¢ (0+1)
—1/2 —1

11
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x(cos(%) - el/T)
I —
22+ 42+
~100 -80 -60 -40 -20
Per risolvere la disequazione
32 5
— > 1
3w+d) 3@rn "
ci riportiamo alla regola dei segni portando tutto al primo membro
32 5 32 5
- > 1 = - —x—12>0,
3w+ 3@rn - "F 3@t d) 3@+l 7

e facendo denominatore comune:

32
0< -
~ 3(x+4)

3(z+1) —@+h)=

32z + 32— 52— 20 — 3(2% 4 2z + 1)(x + 4)
N 3z +1)(x+4)
27x + 12 — 3(2® + 222 + v + 42% + 8z + 4)

3z 4 1)(x+4)

5 febbraio 2015

R2(x+1)-5(x+4)—(z+1)3(x+1)(z+4)

3(x+1)(x+4)

3(z+1)(z+4)
27x + 12 — 3(2® + 622 + 9z + 4)

3(x+1)(x+4)
27x + 12 — 323 — 1822 — 27z — 12 _

3+ 1)(xz+4)

—323 —

1822

—322%(x + 6)

—a2(x + 6)

3(x+1)(x+4)

(x+1D)(z+4)

Che a nessuno venga in mente di “togliere 22”7 perché & “positivo”. Lo studio del segno e la soluzione
della disequazione sono nello schema seguente:

valore di z -6 -4 -1

segnodi —22 @ ———-—-—-—-— mm == % ———————— % ———————— ®---——-——-——-——-

segnodiz+6 ———————— ‘

segnodiz+1 ———————-—-- === % ——————— ‘% 0

segnodiz+4 ————————— " ———————
—a3 — 622 ' '

segno di ®---—-——"—-——"4%tvr—Ff1-——"—"—"—"-—- ®---—-—----
(x+ 1) (x+4)
13— 6 a2
soluzioni di ————=0 E————— O ) ()
(z+1)(x+4)

12
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Si intende che i tratti orizzontali (neri o rossi) continui significano segno +, quelli tratteggiati il segno —,
i pallini neri significano il segno 0 al numeratore, i quadratini bucati un segno 0 al denominatore, la linea
a zigzag verticale segnala punti dove non esiste Iespressione (tipicamente uno zero del denominatore).
Le linee continue blu e i pallini pieni blu vogliono dire invece soluzioni della disequazione, mentre i pallini
vuoti vogliono dire non soluzione.

Concludendo,

32 5
3(z+4) 3(x+1)

>r+1 <+<— zz<-6V-4<zx<-1Vz=0.

Complemento. Per chi non si capacitasse della soluzione isolata x = 0, la figura seguente puo essere
illuminante: il grafico della funzione z — ﬁ - ?>(Ti1) ¢ tangente alla retta y = x + 1 proprio nel
punto di ascissa 0, mentre nei punti attorno sta sotto.

301
| : [
5l r
o2 5, L2k
3(x+4) 3(x+:1) | s
| L
o
| L
| L
| T T T

| L

| r 2
! L
:—10j
‘ [
I L
:—QOj

. La disequazione
3min{z + 1, max{—z — 2,2z} } > =

si puo ricondurre all’unione di sistemi che non contengono max o min:

3min{z + 1, max{-z —2,22}} >z <<=

—x—22>2x v —xr—2<2x
— 3min{zx +1,—x -2} >« 3min{z + 1,22} >« —

—r—22>2 —x—22>2x
< {a:—l—lz—a:—Q vV {x+1<—x—2 vV

(—z—2)>=x 3(z+1)>x
—xr—2<2x —xr —2<2x
\% {sc+1>2x V {x+1<2m <=
3(2x 3x+1)>x
—3x > 2 —3x > 2 —3xr <2 —3r <2
= {2x23 \Y 20 < —3 \Y, {le \Y {x<1 <=
—3r—6>=x 3xr+3>x 6x > x 3xr+3>x

— x> —-3/2 x < —3/2 r<1 \Y, z>1 R

v < —2/3 x<—2/3 {x>2/3 x> —2/3
\%
x < —=3/2 x> —3/2 z>0 x> —3/2

3 3 2
valore di « T2 - .- valore di @ -3 -

2 : ;
2 o
soluziont di 2= - - *

soluzioni di z= ——
3

EEEE JERTTa

N 3 N : S 3 ;
soluzioni di 2= -~ * soluzioni <nz<—5 —0

3 . : 3
soluzioni di s ——~ @ ——————— @ . soluzioni di 72 ——
2 : : 2

intersezione ° intersezione

13
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2 3 2
valore di o 3 0 1 valore di z 2 3 1
2 : ! ! 2 ! : !
soluzioni di z> —— [o} 0 0 soluzioni di z> —— ! o
3 . . . 3 . . .
soluzioni di z= 1 - - ® soluzioni di z> 1 : : o——
: . : coni di 3 .
soluzioni di 2= 0 : [ A—— soluzioni di z= - > [
intersezione o——o intersezione oO—

<— x:—g vV falso V 0<z<1 VvV x>1 <—

valore di z 3 0 1

2 : :

luzioni di z=—— Py

3 ; ;

s0 : :

soluzioni di 0 =z =<1 . *——o
soluzioni di > 1 o——
o o

— xr=— 5 vV x>0

Complemento. Un grafico delle due funzioni z 3min{x + 1, max{—x — 2, 2x}} e r +— x puo far
capire la soluzione isolata x = —3/2: in quel punto la funzione vale 0, mentre nei punti attorno & negativa
(il grafico & angoloso).

- 3min(z+ 1, max(—z - 2, 2 7))

c. La disequazione

[4 — 422
<2
dr+5 —

si presenta nella forma v A < B, che equivale a un sistema che non contiene radicali:

4—4x2>0 1—:132>0
4 — 42 dx +5 — dx +5 —

\/4x+5 <2 <= 2>0 —= vero , —
4—43:2<22 4—4x 1<
dr+5 — dr +5

(1—x)(1+:c)>0 (1—x)(1+x)>0
— 4r +5 - — 4x +5 -
4—4x2—4(4x—|—5)<0 4—4m2—16x—20<0
4x+5 - 4dr +5 -
(1—:5)(1+x)>0 (1—$)(1—|—a:)>0
— 4x+5 - — dr +5 - —
—4x2—16x—16<0 _4:1:2+4a:+4<0
dxr +5 - dr+5

14
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(1—2z)(1+x)
ARSI
4x +5
<~ 9 <
(x+2)
——F 20
4z 45
5
5 valore di z -2 Ty
valore di « 1 -1 1
segno di 1 -z % : o - segno di (z+2)° *
NP S « _ ‘
segno di z+1 % v ; segnodidz+5 ———--———-—-- o it
segnodidz+5 — - - == %_. (z+2) :
. . segno di ———  —————————-— *--——————-——-
Lo R S ~—e-----——-- s
1o+5 Q
1-2)(z+1 z+2)
coluzioni di S 2ETY L) m—) O—g soluzioni di 2 2 [ O——
1245 T+5
r < — 1 v —-1<z<1
<> <
rT=-2Vzx>——
5
valore di z -2 _I -1 1
5 3 : : :
soluzioni dim<—1\/—lsmsl B — e © o ———o
5 . .
soluzioni di z= -2 \/ z> 1 . O
intersezione [ ] o—o

<— z=-2 V 1<zx<l1.

Complemento. Per capacitarsi della soluzione isolata —2 forse puo aiutare un grafico della funzione
z— /(4 —422)/(4z + 5):

Bisogna dimostrare per induzione che

(n+4)(5n+3)

n+2n+1)+2n+2)+---+3(n+1) = 5

quando n > 1. Il primo compito € di capire cosa vogliono dire i puntini di sospensione al primo membro
della formula. Il pezzo 2n + (2n + 1) + (2n + 2) & la somma di tre numeri interi consecutivi a partire
da 2n. A destra dei puntini ¢’¢ + 3(n+ 1), che sembra I'ultimo addendo di una somma, ed & un numero
intero. Sembra ragionevole che si intenda la somma di tutti i numeri interi da 2n a 3(n + 1) compresi.
Questo ha senso se 2n < 3(n + 1), che equivale a 2n < 3n + 3, cioé n > —3, che per noi & verificato.
Definiamo il predicato da dimostrare vero:

P(n) := <2n+(2n+1)+(2n+2)+...+3(n+1):(7"‘*4)(25”+3)>.

15
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Il caso base & P(1). Per n =1 il primo membro vale

M+ n+1)+C2n+2) 4+ 4+3n+1)=2-1+2-14+1)+2-142)+---+3(1+1) =
=2+4+3+4+--+6=2+3+4+5+6=20,

mentre il secondo membro vale

(n+4)(5n+3) (1+4)(5-1+3) 5-8 _

20.

2 2 T2

I due membri hanno lo stesso valore, per cui P(1) & vera. Per il passo induttivo scriviamo P(n) per

disteso

P(n): 2n+(2n+1)+(2n+2)+-..+3(n+1):w

che va confrontato con P(n + 1)

P(n+1): 2(n+1)+(2(n+1)+1)+ (2(n+1)4+2)+- - -+3((n+1)+1) = ((n+1)+ 4)55(71 1 +3) .

Svolgiamo le parentesi interne a P(n + 1):

(2n+2)+(2n+3)+(2n+4)+...+(3n+6):w’

Le somme ai primi membri di P(n) e P(n + 1) hanno dei termini in comune, che mettiamo in evidenza
incolonnando i termini uguali:

in P(n) ma

non in P(n+1) in comune
2n+ (2n+1)+2n+2)+ 2n+3)+---+ (3n+3)
2n+2)+(2n+3)+---+Bn+3)+Bn+4)+ (3n+5)+ (3n+6).

in comune

in P(n+1) ma
non in P(n)

In comune ci sono tutti gli addendi compresi fra 2n + 2 e 3n + 3. I due addendi 2n + (2n + 1) compare
nella prima riga ma non nella seconda. I quattro termini (3n+4)+ (3n+5)+ (3n+6) sono nella seconda
ma non nella prima. Quindi per passare dalla prima riga alla seconda si deve togliere 2n + (2n + 1) e
aggiungere (3n + 4) + (3n + 5) + (3n + 6). Facendo questa operazione ad entrambi i membri di P(n)
otteniamo

?

Cn+2)+(2n+3)+(2n+4)+---+ (3n +6)
2 (n+4)(5n 4+ 3)

> — (204 @n+1)) + (Bn+4)+ (Bn+5) + (3n+6)).

Dobbiamo decidere se questa espressione & equivalente a P(n 4+ 1). Manipoliamo il secondo membro per
vedere se per caso coincide con quello che vorremmo, cioé (n + 5)(5n + 8)/2:

L DB — (an+ nt 1)+ ({30 +4) + (30 +5) + (30 +6)) =

_ 5n% 4+ 3n + 20n + 12
N 2

5n? + 23n + 12 5n2 + 23n + 12 + 2(5n + 14)
- 5n2 + 23n + 12 4+ 10n + 28 B 5n2 + 33n + 40
N 2 N 2 '

—2n—-2n—14+3n+4+3n+5+3n+6=

Questo dovrebbe essere uguale a (n + 5)(5n + 8)/2. Applicando a questo la proprieta distributiva
effettivamente viene

(n+5)(5n+8) n?+8n+25n+40 n?+33n+40

2 N 2 - 2

16
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Concludiamo che il passo induttivo P(n) = P(n + 1) & valido.
Alla formula 2n+ (2n+ 1)+ 2n+2)+---+3(n+1) = (n+4)(5n + 3)/2 si pud arrivare direttamente,
senza induzione, se si da per nota la formula

n(n—|—1)_

L4243 4 ="

Infatti a 2n+ (2n+1) + (2n +2) + - - - + 3(n + 1) si puo arrivare partendoda 1+2+3+---3(n+1) e
togliendogli 1 +2+3+---+ (2n — 1):

M+ 2n+1)+2n+2)+ - +3n+1)= (1—|—2—|—~~-3(n—|—1))—(1—|—2+~~~+(2n—1)) -
(Bn+1)Bn+1)+1) (2n—-1)(2n—-1)+1)

2 2
_3n+1)Bn+4) (2n—1)-2n
- 2 B 2
_3(3n%+4n+3n+4) — (4n* —2n)

2

- 9n2+21n+12—4n2+2n7
= 5 =
_ 5n? 4 23n + 12

2

che coincide effettivamente con

(n+4)(5n+3)  5n®+3n+20n+12  5n® 4 23n +12
2 B 2 B 2 '

Questa procedura non induttiva ¢ perfettamente corretta, ma l’esercizio chiedeva espressamente una
dimostrazione per induzione.

Dimostrare che 7/4 ¢ I'estremo superiore dell’insieme

Fa(—)"n
" T
1+4(-1)"n —10 1.3929
X:{ gign) : ”EZ} —9 | —1.4800
-8 1.4091
significa dimostrare che 7/4 & maggiorante e che non ci sono maggioranti pitt =7 —1.5263
piccoli di 7/4. Vediamo se 7/4 ¢ minorante, lavorando sulle disuguaglianze —6 1.4375
come se n fosse variabile reale, invece che intera: =5 —1.6154
—4 1.5000
n n € pari n e dispari -3 —1.8571
Hﬁ%msg = it T v {1-dn T = ~2 | 17500
" 2+3n =4 2+3n =4 -1 | —5.0000
n € pari n ¢ dispari 0 0.5000
— ltdn 7 _ v Ql-dn T _ . ; Eoig%?)o
24+3n 4 24+3n 4 3 —1.0000
n € pari n e dispari 4 1.2143
= 4+16n714721n<0 V 4716n714721n<0 <~ 5 —1.1176
2+ 3n - 2+3n - 6 1.2500
n e pari n e dispari 7 —1.1739
= —5n — 10 \ —37Tn — 10 = 8 1.2692
2+4+3n ~ T 2+43n 9 —1.2069
n ¢ pari n ¢ dispari 10 1.2813
=
{nS—Q\/n>—2/3 {n<—2/3\/n2—10/37

(n & pari) V (n & dispari) <<= ne€Z.

17



Analisi Matematica, A Svolgimento 5 febbraio 2015

Abbiamo usato il fatto che la condizione n < —2V n > —2/3 lascia fuori soltanto il —1 fra gli interi, che
pero & dispari. La condizione n < —2/3 V n > —10/37 comprende tutti gli interi, sia pari che dispari.

Per decidere se 7/4 ¢ o no il massimo di X ripercorriamo i calcoli precedenti trasformando i “<” in “=":
otteniamo che l'uguaglianza (1 + 4(—1)"n)/(2 4+ 3n) = 7/4 vale per n = —2. Concludiamo che 7/4 & il
massimo di X.

Per decidere se —5 ¢ estremo inferiore di X, cominciamo a verificare se —5 ¢ minorante:

" n ¢ pari n ¢ dispari
%2—5 = ltdn Vv {l-dn_ o =
2+3n 24+3n —
n € pari n ¢ dispari
= 14+ 4n \Y 1—4n
2+3n+520 2+3n+520
n € pari n ¢ dispari
= 1—|—4n+10+15n>0 \% 1—4n+ 10+ 15n 0<:>
2+3n - 2+3n -
n € pari n ¢ dispari
= 19n+11> \Y 11n+11>0 —
24+3n — 2+3n —
n € pari n & dispari
<~ \Y
{n<—2/3\/n2—11/19 {ng—l\/n>—2/3

(n & pari) V (n & dispari) <<= ne€Z.

Si ¢ usato il fatto che sia la condizione n < —2/3Vn > —11/19 chelan < —=1Vn > —2/3 comprendono
tutti i numeri interi, sia pari che dispari.

Ripercorrendo i conti con = —5 al posto di > —5 si vede che I'uguaglianza vale per n = —1, che e
dispari. Quindi —5 ¢ il minimo di X.

Complemento. La struttura dell’insieme X:
-5

Insieme X (in orizzontale)

o
P

[
[
|
o o e @
[
[
[
|
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Insieme X (in verticale)
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