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Analisi Matematica, tema A
Compitino del 7 febbraio 2013

Cognome e Nome:

Matricola: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

_ e’ — 4% +1 . (v 422 (223 — 22+ 3)
a) lim h) lim
e—1 (222 —x — 1)(22 — 22+ 1) z——o0 2(x2 — 1)(1 + 2z + x2?)

x(e?® — e?)
b) lim (V225 — 323 — 2/ 25 + 22 i) lim Y———~
):c—>+oo< ) ) z—=0 1 —+/1+x

2
— x4+ 3\2
li rz+1 2 2x+2 __ T 3 li (IL’ X >
C) 3:—1>I~l1-100 (6 \/$ Te Je ) J) $—1>I—I|—100 2 + x
— log(ze® + 2 1+z)t/*—3
q) lim ol +2) K lim — )
e—=+o0 2p — 1 — /422 — xlogw e—0 (24 — 322)y/1 — cosw
) (22 — 1)%(z — 23) + 4a° . xsen2x —e Tcosz
e) lim —— 5 = 1) lim
z—too (x4 —222)(x +1)% — 25(x + 2) z=too g —2vad 4+
‘ - . log x
) lim (Viea(w +¢) — /2~ va) L P 1
2z rlog(l+ 1)
lim ( x?2+2r+1-— x2—1> n) lim L
8) Z—+00 % v ) e——00 \/3x + 22 — /22 — 3z

Risolvere le disequazioni seguenti:

8 —3x 6 — 1 9 -
> — b 2 in{—2, 2 21 > < —z.
(a) 7(z—2)+2(x+1)_14’ (b) max{2z, min{-2,2z +2}} >, (C)”x+2_ T

Sia a,, la classica successione di Fibonacci: ag = 0, a1 = 1, ap4+2 = ap+ay,4+1. Consideriamo
una prima somma ag + a1 + as + as + - - - + a,, una seconda ag + as + a4 + - - - + ao, € Una
terza ay; +as+as+ - -+ az,+1. Una delle tre somme vale ag,+1 — 1, un’altra vale a, 42 — 1
e la rimanente vale ag,42. Accoppiare le somme coi loro valori corretti, e dimostrare le
uguaglianze per induzione.

Poniamo X = {|n|/(4n — 2|n|+ 1) : n € Z}. Dimostrare che 1/2 & 'estremo superiore e
—1/5 ¢ il minimo di X.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema B
Compitino del 7 febbraio 2013

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

3z 3—2(1+ )Y/
lim (Va2 +20+2- Va2 1) h) li
a) a:—l>r—|{loo \/x v \/x ) 250 (x* — 22)y/1 — cos 2z
1—3e”
b) i V3x5 + 223 — 3/ 2P 2 ' li
)xirfw( T2+ 2w z° +a?) i) P (22 +4x + 3) (22 +2x + 1)
32° + (z — 1)%(z — 323) zlog(l—1)

y
) TP T 1) — 20 (@ 1 2)

d) tim_(Viog(er —a) =/ - V&)
¢) lim 2z + z) (223 — 32° + 2)

z——oo 3(1 —22)(1 4 2z + 2?)

£ 1 x — log(xze® 4+ 1)
im
r=+00 27 + 1 — /422 + 2rlogx

g) lim (e — V323 + 202 — e®)

T—+00
Risolvere le disequazioni seguenti:

(a) 6 +1 _ 3r+ 8 >g
2(x — 1) 7(m+2)_14’

lim
z—=—o00 /g2 4+ 2 — V12 — 2x

) 22+ — 427
I Gty

T—+00 2 —x

e Tsen2x — xrcosx
Tz — V3 —2x

lim x(e® — e 7)

=0 1 —y/x+1

) log(2 + x)
lim
z——1x(x? + 22 — 3)(x + 1)

lim
Tr—+00

— 2
(b) max{x,min{Q, —5x—3}}+2m >0, (c)4/ $3 < 3%
x —_—

Sia z,, la classica successione di Fibonacci: zg =0, 1 = 1, 42 = x,, + ,,+1. Consideria-
mo una prima somma g + 1 + T2 + 3 + - - - + T, una seconda xrg + o + T4 + - + Top
e una terza x; + x3 + x5 + - -+ + Tap+1. Una delle tre somme vale x9,2, un’altra vale
ZTpto — 1 e la rimanente vale x5,11 — 1. Accoppiare le somme coi loro valori corretti, e
dimostrare le uguaglianze per induzione.

Poniamo A = {|n|/(4n — 2|n| + 1) : n € Z}. Dimostrare che —1/5 & il minimo e 1/2 &
I’estremo superiore di A.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema C
Compitino del 7 febbraio 2013

Cognome e Nome:

Matricola: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

a _ 5
a) lim (e”“Ll — Ve2rt2 _ g4 +2e$) h) lim € SONT T ACoSAT

T— 400 T— 400 T — vV .13‘3 =+ 2x
b) lim x — log(ze® + 1) D lim zlog(l— 1)
r=+00 27 — 1 — /422 — 2rlog w—=—00 \/32 4+ 31 — Va2 — 2z

c) lim (W \r+ ) j)  lim (ﬂyfc

x——+o00 z—+oo \ 12 +x—1

29 — 1 2 2 3 5 20 _ p,—2x
d) lim (22 — 1)*(x + 22°) + 8z k) lim x(e e=27)
z—+o0 2% (x + 2) — (1 — x)2(a* — 222) =0 1—4/14z

| L 2 (14
5 3 _ 5 322
e) xkriloo( 2x° 4 3x° — 2/ x° — 3x ) 1) };13%) (423 — 22)y/1 — cosx

(2z — 324) (223 + 25 — 4x) 2e” — 1
f) lim m) lim
z——oo 3(1 —2x2)(x2+2x+1) z—-1 24z —22)(22 4+ 22+ 1)
3x ) log(2 + x)
2 — /2 _
8) mgmoo<\/x +1-Va?—2a+ 1) ) Il_1>nr_11 z(z? —x—4)(z+1)

Risolvere le disequazioni seguenti:

x—12 10z + 11 47 —x
>—. (b — in{2, —3z—1} > =2 < -2
(a) p— +10(x—|—1) 2 10’ (b) max{—z, min{2, —3z—1}} > —2z, (c) ”x—kl < —2x

Sia f, la classica successione di Fibonacci: fo =0, f1 =1, fn+2 = fn+ fnt1. Consideriamo
una prima somma fo + f1 + fo + f3 + -+ fn, una seconda fo+ fo+ f4+ -+ fon, € una
terza fi1+ fs+ f5+ -+ font1. Una delle tre somme vale fs, 11 — 1, un’altra vale f,12 —1
e la rimanente vale fa,12. Accoppiare le somme coi loro valori corretti, e dimostrare le
uguaglianze per induzione.

Poniamo E = {|n|/(4n —2|n| + 1) : n € Z}. Dimostrare che 1/2 & 'estremo superiore e
—1/5 ¢ il minimo di E.

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Analisi Matematica, tema D
Compitino del 7 febbraio 2013

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori. Le risposte vanno giustificate.

Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

x — log(xe® — 1) 1—2(1 + )t/

a) lim

r=40 27 + 1 — /422 — 3wlogx =0 (23 — x2)4/1 — cos 2z

(e:r—l _ \/6233—2

1+e*—4"
— 4z +1)(1 — 22 + z?)

325 + (v + 1)%(x — 3a3)

b) lim

Tr—r+00

— x5 — 2630)

¢) lim

r—1 (31‘2

d) i
) TR+ 207 — B (@ 1+ 2)

e) lim (\/315 — 23 — 3/ab + 2332)

r——+00
lim (x/log (r+e*)—/x+ )
r——+00

hrn <\/x2 + 22 — 22 — 3)
Risolvere le disequazioni seguenti:

10z — 11 _ 47
(a)

x4+ 12
+ >_7
10(x —1) = 10

x+ 2

(b) max{—2z, min{—1,3—4z}}+z >0, (c)

(5x — x) (23 + 225 — 22)
lim
z——oo 2(1 —3x2)(2?2 4+ 2z +1)
zlog(l+ 1)
lim
z——00 \/3x + 22 — V12 — 2x

(2777
z—+oo\222 +x — 1

. log
s (222 — 2 —2)(1 —x)

1' x(ezr _ e—2$)
im
=0 1—-+1—-x
rcosx —e Fsen2x

20 — Va3 —x

lim
r—+00

< 2x.

x—1

Sia b, la classica successione di Fibonacci: bg = 0, by = 1, by, 42 = by, + by 1. Consideriamo

una prima somma bg + by + by + b3 + - - -

terza by + bz +bs + - - -

+ bp, una seconda by + by + by + - - -
+ bapy1. Una delle tre somme vale byy, 10, un’altra vale b,10 — 1 €

+ by, € una

la rimanente vale by,11 — 1. Accoppiare le somme coi loro valori corretti, e dimostrare le

uguaglianze per induzione.
Poniamo S = {|n|/(4n — 2|n| + 1)
I’estremo superiore di S.

: n € Z}. Dimostrare che —1/5 & il minimo e 1/2 &

Punti: 2 per ogni limite, 3 per ogni disequazione, 6 per ogni altro esercizio.
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Compitino del 7 febbraio 2013

Svolgimento

Le figure che seguono ogni calcolo di limite, nonché quelle che accompagnano i complementi servono
ad allargare ’orizzonte per il lettore, e non sono minimamente richieste nello svolgimento del compito
d’esame. Gli schemi usati nella soluzione delle disequazioni sono invece parte integrante dello svolgimento;
sono consigliati ma non obbligatori.
Nel limite

. e’ —4" 4+ 1

lim

a1 (222 —z — 1)(2? — 22 4+ 1)
la variabile x tende a 1. Il numeratore tende semplicemente al numero e —4 + 1 = e — 3 < 0, mentre
il denominatore tende a (2 —1—1)(1 —2+ 1) = 0. Quindi il limite & *oo. Per stabilire se & +oo
0 —oo studiamo il segno del denominatore. Il polinomio 222 — x — 1 ha determinante 14 8 = 32 e radici
{(1£3)/4} = {1,—1/2}. L’altro fattore fattore ¢ il quadrato perfetto (z —1)2. Il segno del denominatore
si determina con questo schema:

valore di = 2 1
segno di (z—-1)2 ——--——-----= - o
segnodi 2z+1 —————----— L 4
segnodi (2 -2z+1)2a2-z-1) ———————— @ - —————— *————

Il denominatore € negativo a sinistra di 1 e positivo a destra. Pertanto

. e’ —4" +1 e—3 n . e’ —4* +1 e—3

im = = 400, im = = —00.
z—1- (222 —x — 1) (22 — 22+ 1) 0- a1+t (222 —x — 1) (22 — 22+ 1) 0+
Strettamente parlando il limite bilaterale assegnato in partenza non esiste, oppure & co senza segno. Un
modo leggermente diverso di procedere sarebbe di fattorizzare il denominatore usando le sue radici: ci

si libera dei fattori che non tendono a zero, mentre di quelli che tendono a zero il segno & evidente:

li ef —4" 41 i e’ —4* 4+ 1
im = lim =
a1 (222 —x—1)(22 =224 1)  a-17 2(x —1)(z+1/2) - (x —1)2
-3
—
et =441 1 e—3 .. 1
= lim . = lim ———— = +o0
a—1F 2(x +1/2) (x—1)3 3 21T (z—1)
—_——— ————
—3 oF
er— 4741

T

t -
10k QQr-z-1(@@2-2z+1)

20
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b. 11 limite

lim (\/2335 — 323 — 2v/a5 + z?)

T—+00
si presenta nella forma co — co. Per capire quali sono i termini principali si puo portare il fattore 2 sotto
radice:
lim (v/22% — 323 — \/4(2® + 2?)).
r—+00

Nella prima radice il termine principale ¢ 22°, mentre nella seconda & 42°, che non sono uguali. Possiamo
semplicemente raccogliere le potenze z° e portarle a fattore comune:

lim (\/2955 — 323 — 2¢/25 + 22) = lim (V252 -3272) —2/25(1+273)) =

T—r+00 T— 00
= gin (x5/2m—2x5/2m):
- (VI e i) -
—+o0

—v2-2<0

=50

T T

T

—-100

T T

T

-150

T T

eo255 -3 —2\s 42

C. Nel limite

lim (e"*!' — Va2 + e2rt2 — 3e*)
T—r+0o0
sotto radice abbiamo la potenza 22 e due esponenziali: 1'ultimo ha base e e il primo si puo riscrivere come
e?r+2 = 2762 = (e2)%e? e quindi ha base 2. Il termine principale sotto radice & pertanto e?**2, che
trascina la radice a +o00. Pertanto il limite di partenza e della forma indeterminata +oco — co. Il primo
addendo e**1! si puo scrivere sotto forma di una radice e*t! = v/e2¢+2 nella quale il termine principale
(unico) & identico a quello dell’altra radice. Conviene quindi moltiplicare e dividere per la somma dei

due termini, ottenendo al numeratore una cancellazione dei due termini principali:

em+1 _ \/x2 n 62z+2 — Bem _ (em+1)2 _ (.'132 + 62:E+2 _ 36x) _
el 4 /o 4 2042 _ 3w
—22 + 3e®

= ex-‘,—l + \/62w+2<e—2$—2x2 + 1— 36—$—2) =

e*(—x%e ™% + 3)

er+1 + e:v+1\/6729372x2 +1— Je—r—2

e —z2e7 % 43 _
Cestl 14 \fe20-2;2 1 | _3¢-2-2
—3
—_——
1 —2%e +3 1 3 3e
= — . _ - = = —
e 1 + \/e—Qx—2x2 + 1— 3e—x—2 e 2 2
—2
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T @™ — [ €22 — 3 e® + 12

d. Nel limite
lim x — log(ze® + 2)

w=too 2p — 1 — \/422 — xlogw

raccogliamo i termini principali dentro al logaritmo, e scriviamo 2z — 1 (che &€ > 0 per © — +00) come
radice, per confrontarlo piu facilmente:

x — log(ze® + 2) T log(ze™(1+ 2z~ te™™)) _ x—logz —loge® —log(1 + 2z~ 'e™™)
20 — 1 — /422 — zlogx B V(2 —1)2 — /422 — zlogx O VA2? Az +1- V4x? — zlogx B
—log 1=0

_z—logz—z—log(l+2z7'e™®)  —logz —log(l+ 22 'e™®)
B VarZ —4x +1-— \/4:52 —zlogx B VarZ —4x +1— \/4x2 —zxlogx B
_ —logx ' (1 ~log(1 + 2:5*16*1))

\/4x2—4x+1—\/4x2—a:logx log '

—1-0=1

L’ultimo fattore che tende a 1 si puo eliminare dal limite. Al denominatore restante abbiamo una forma
400 — 00 in cui i termini principali dentro le due radici sono identici. Quindi conviene moltiplicare e
dividere per la somma delle radici, in modo che i termini principali si elidano da una parte e si sommino
dall’altra:

—logw _ —logx ).(\/4x2—4x+1+\/4m2—mlogw)

20— 1— /422 —zlogz 4a? —4z+1— (42® —zlogx

- ;iof:;bgm ' (\/m2(4 —da 272 + /224 — 2! 10gm)> _
B 2llogm 1 'x(\/4743371+3572+\/4fx*110gx> =
(wlog) (~ oo+ oo+ 1)
; -1 .(\/4_433—1 +$_2—|—\/4—x_110g33> 4
(_1ng + xlogx + 1) —2+2=4
—1

Dalla figura seguente si vede che al convergenza al limite —4 & lenta.
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s S S S R S S S
20000 40000 60000 80000 100000

e i

z—log(2 + ze®)

2z-1-+4a? - zlog(x)

T

. Il limite e del rapporto di due polinomi:

) (22 — 1)%(x — 2®) + 42®
lim
z—+oo (24 — 222)(z +1)2 — 2% (x + 2)

Proviamo a raccogliere i termini principali nei prodotti:

(20 —1)%(x —2®) +42° (2(2 — 27)) a3 (272 — 1) + 42
(x4 —222)(z +1)? —a®(z +2) 24 (1 —2272)(2(1 + xfl))2 —a6(142z71)
B 22— 2 (272 - 1) + 4a° B
b1 —2272)(1+ 27 1)2 —26(1 +2271)
—0

(2—2H%(z2-1)+4
Z q1 —2r )14+ - (1 + 2x—1))

—roo -0

Abbiamo ottenuto una forma molto indeterminata 0/(cc-0). Cambiamo tattica ed espandiamo i prodotti:

2z —1)%(z —2®) + 42> (42 — 4z + 1)(z — 2®) + 42°
(vt —222)(x + 1)2 —25(x +2) (24 —222) (22 + 220+ 1) — 26 — 225

o Ard —Ae® — A HArt o — 2 e
T a6 4 225 4 2t — 2t — 403 — 202 — 26 — 25
_ do* + 323 — 422 + 2
Tzt —4a3 — 222
- 443z -4z 2 4273 4
IS P B T S g |

Qz-12@-2®)+42°

T
(=222 (1 +2)? -2 (z+2)

4p-----—-—-—-—---""""“- -
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f. 11 limite
i (Vo7 )

si presenta nella forma indeterminata +o0o — co. Dentro il logaritmo c’e¢ un esponenziale, che si puo
estrarre: log(z + %) = log(e®*(ze™* 4+ 1)) = loge® +log(xe™* +1) = z +log(xe™* + 1). Quindi il termine
principale dentro entrambe le radici ¢ . Moltiplichiamo e dividiamo per la somma delle radici, in modo
che i termini principali in un posto si cancellino e nell’altro si sommino:

\/log(x—+ew)_\/ﬁ: \/w+log(xe—w+1)—m o +logze ™ +1) — (z — V1) _

N Va +log(ze ™ + 1) + o — x
VvV +log(ze ™ 4+ 1)

B VZ(y/1+ 2 Tog(ze * + 1) + V1 — 2~ 1/2)
14272 log(ze® + 1) 1+0 1

= — = .
V1+atlog(ze ™ +1) + V1 —z-1/2 I+1 2

x4 loge®+x) —\ z— \/?

g. Il limite

2z
lim (\/x2+2x+17 \/:0271)

Tr——+00

si presenta nella forma indeterminata (+o0o — c0)*>°. Dentro le due radici il termine principale & 22, lo

stesso in entrambe. Lavorando per ora soltanto nella base, moltiplichiamo e dividiamo per la somma
delle radici:

\/x2+2x+1—\/x2—1:($2+2x+1)_(m2_1): 2c+2 _
V2 +2r+14+vVa2 -1 Va2 +2z+1+Va2 -1
B z(2+2z71) B
B r(V1+2z7 T+ 272+ V1 —272) -
2+ 207! 2+0

1.

- Vi+2z T4z 24+V/1—22 7 1+1
Dunque il limite di partenza ¢ della forma indeterminata 1t°°. Ci si puo riportare a una forma
indeterminata piu familiare scrivendo la base nella forma 1+ f(x) con f(z) — 0
2+ 227!
- VI+2s T +z24/1—22
s 24227 — V1420 T +272 /122 _
Vit2rT4+224+/1—-22

=f(=)

Va2 2 +1 -2 —1=1 1=
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e poi portando la variabilita all’esponente col logaritmo:

(VEr2es1-Var- 1)2“’ = (1+ 7)) = exp(2rlog(1 + £(2)) ).

Si puo sfruttare il limite notevole (log(1 +1t))/t — 1 per ¢t — 0:

lim exp(2xlog(1 —l—f(ac))) = exp( lim 2zf(x)- M) = exp( lim 2xf(x)) .

r— 400 r— 400 f(x) r— 400
Dentro all’esponenziale 'ultimo limite & del tipo indeterminato oo - 0. Possiamo lavorarlo cosi:

. . 24227 V1420 T +272 -1 —22
lim 2zf(z) = lim 2z- =
z—+00 z—+00 \/1 + o2 124 \/1 )

5 20+2— Va2 +2+1—-Va2 -1

= lim
eotoo VT4 2 T4 24Vl —a?
2
= lim -(2x+2—\/x2+2x+1—\/m2—1)=
z—+oo \/1—|—2x*1—|—x*2—|—\/1—x*2
—2
— lim (2x+2—\/x2+2x+1—\/x2—1)=
r——400
=2+ lir_ir_l (Qm—\/x2+2x—|—l—\/x2—1>.
T—r+00

Di nuovo una forma indeterminata, questa volta del tipo 400 — oo —o0o. Possiamo riscriverla come somma
di due termini del tipo x — v/ :

2:10—\/:102+2a:+1—\/x2—1:(w—\/x2+2x—|—1)+(x— x2—1):
22— (2*+22+1) 22— (2% 1)

e+ V2t 2e+1 w4+ Vaio1
B 2z — 1 1 B
Tl iViter i) a(livioa?)

2! n 1 R
1+vV1i+2zT+22 2(l+vV1-272)
20 1

— =—-1.
1+1 +oo-(1—|—1)

Torniamo infine alla forma con I’esponenziale:

2x
lim (\/x2—|—2:c—|—1—\/z2—1) = exp lirf 2zf(3:):exp<2+(—l)):expl:elze.
T—r+00

T—r—+00

IH(\/$2+2{E+1 —\/12—1)21
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h. Nel limite
. (2 + 22%)(22% — 2% + 3)
im
z——o0 2(x? — 1)(1 4 2z + x2)
sia il numeratore che il denominatore sono prodotti di polinomi. Il numeratore ha grado 4 +3 = 7, il

denominatore ha grado 2+ 2 = 4. Quindi il limite & infinito. Per trovare il segno si possono per esempio
raccogliere i termini principali:

. (4221 (223 — 22 +3) ) 2t x3+2) 232 — 271 +3273)
lim = lim =
z——o0 2(x2 —1)(1 42z +22)  as—-0222(1 —z72) -22(x 2 +22"14+1)

27 (273 +2)2—27t +3273)

= lim =—. —
s oo l—z2)(z2+22"1+1)
2.2
= lim 2° == = (-00)? = —o0.
T——00 1-

-500

—1000

-1500

(z+274) (223 - 22 +3) —2000
g I
2@ -1 1 +2z+a2?2)

—-2500

-3000

i. La funzione del limite
) x(e2r — ev)
lim ————*
z=0 1 —+/1+=x
¢ della forma indeterminata 0/0. Possiamo semplificare moltiplicando e dividendo per 1+ /1 + z, che
tende a 2:

. x(€2x _ eac) . .13(629” _ eac) ) .73(6293 _ ex)
S Sy L py rprn e G R B S
—2

Alla differenza dei due esponenziali si puo aggiungere e togliere 1, in modo da far apparire il limite
notevole (e —t)/t — 1 per t — 0:

e — 1 et —1 e —1 -1
. . :x<2 )

Quindi

T T T
_\/:1:72 \/262”1 et —1
T 2t x
—1
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Tornando al limite di partenza:

2r __ px A/ r2
g VEE ) g, VA2

z—=0 1 —+/1+4+2x z—0 X

Poiché v a2 = |z|, bisogna distinguere i limiti da sinistra e da destra:

2 _ px
o YT o T2 91— o,
z—=0+t 1 —+/1+=x z—0+t X

2 __ px _
i Y ) o TP o (c1) =2

z—=0- 1—+1+zx z—0— T

Il limite bilaterale di partenza non esiste. La funzione ha un salto.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-C
v z(e?? - e?)
T —
1-vV1i+z
j. Nel limite
) 22 — x4 3\2
i (2529)
r——+00 T4+

& nella forma indeterminata 17°°. E consigliabile riscrivere la base nella forma 1+ f(x) con f(z) — 0,
aggiungendo e togliendo 1:

2 _ 2 _ (2 _
x m+3_1:1+x x+3—(x +x):1+ 2z +3

1 _
+ 2+ 2+ 2+

Trasferiamo la dipendenza da x dalla base all’esponente col logaritmo e poi facciamo apparire il limite
notevole (log(1+1t))/t — 1 per t — 0:

Jim () = L e (295 g 1.+ M)) =o i 2elog(1+ 25 0) =
_ log(1+ =22£2)  —22+ 3
= exp lim 2z 5273 S =
T—+00 az;iw T4+
L g =203 fy 42?462 A6
= e im 20-—— =¢€ m —5——— =2¢€ m 7 =
*P o e 2+ P e 22t g P e Tt
1
eXp( ) ol

Alternativamente si poteva riportarsi al limite notevole (1 + %)t — e per t = +00, e poi sfruttare i fatto
che se f(z) = €1 e g(x) — £y allora f(x)9(*) — ¢4 qualora £4* non sia una forma indeterminata:

——4
—e
—2x+3
22 — g 43\ 2% 1 \=5\ 2+ ,
(27) = 1+ i —> e .
etz —2x+3
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2+

[12 -+ 3]2’
e

el

k. Nel limite
. (1+x)/* -3
lim

=0 (x4 — 322)4/1 — cosx

il numeratore tende a e — 3 < 0, mentre il denominatore tende a 0. Quindi il limite & +co0. Cerchiamo il
segno del limite. Al denominatore possiamo raccogliere il fattore 22, che lascia un fattore con limite non

nullo:
—e—3
—_——~—
i (1+z)/* -3 i (1+z)/" -3 1 3—c . 1
im = lim . = im =
=0 (x4 — 322)y/1 —cosx  2—0 z? —3 z2y/1 —cosx 3 2-022\/1—coszx
——3
3—e n
- — . = 0.
3 0t
11 limite & +o0 sia per x — 0 che per x — 0~.
60
L 1 +a)" -3
e T —
[ (4 = 312) V1 - cos(x)
10
20
i i i i 1 i i j i I i i i i 1 n T
5 L 0.5 1.0
/—- L

1. Nel limite
. rsen2xr —e *cosx
lim

zotoo g —2\/ad 4

il termine x sen 2x ¢ altamente oscillante, perché ¢ il prodotto di x, che va all’infinito, per sen 2x, che e
oscillante. Il termine e~® cosz tende a 0, perché prodotto di e™”, che tende a 0, per cosz, che oscilla
fra —1 e 1. Quindi il numeratore & altamente oscillante. Il denominatore & della forma indeterminata
+00 — 00. Scrivendolo nella forma Va2 — v/4z3 + 4z vediamo che prevale la seconda radice, e quindi
conviene raccogliere il termine principale z3:

. rsen2xr —e *cosx . rsen2x —e Tcosx
lim = lim =

rotoo g — 2Vl 4 o—+too g — 203/2/1 4 72
9
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. asen 21:3;/2—90 cosz — 21 — -
e (SE S

l i

"W A AR AR AR A

TR TTAA

m. Il limite

Tim logz
z—1 z(a? — 3z — 2)(1 — x)

si presenta nella forma indeterminata 0/0. I primi due fattori al denominatore tendono a un limite
finito # 0, per cui si puo semplificare:

lim log x ~ fim 1 logz 1 lim logz
es1z(22 =3z —2)(1—2) a=lg(a®—3z-2) 1l-a 4201 o
—_———
—1(—4)=—4

Cerchiamo di riportarci al limite notevole (log(1+t))/t — 1 per t — 0 col cambio di variabile t =1 — x:

} log(l—t):l_lz

1.. logz 11_ log(1 —¢) 1
—t 4 4’

—21 =_Z =AM A

1
4211 —2x 4t1—>0 t 4

o=

log(z)
s —_—
z(2-3z2-2)(1-12)

=

10
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. Il limite
_ rlog(l+ 1)
lim =
z——00 \/3x + 22 — V22 — 3z
¢ della forma molto indeterminata (+00) - 0/(+00 — c0). Il numeratore si puo riportare al limite notevole
(log(1+1¢))/t — 1 per t — 0:

. rlog(l + 1) log(1+ 1) 1
lim = = lim -
=00 \/3x + 22 — /22 —3x w00 = V3z + 22 — 22 - 3z
1

lim
w——00 \/3x + 22 — Va2 — 3z

Dentro le due radici il termine principale ¢ lo stesso: 2. Quindi conviene moltiplicare e dividere per la
somma delle radici, in modo che al denominatore z2 si cancelli, mentre al numeratore si sommi:

1 . V3z + 22 + V22 — 3z

li —
b V3z + 22 — Va2 -3z =00 (3z 4+ 22) — (22 — 3x)

|z|vV3z~ T + 1+ |z|v/1 -3z~ T

T——00 6x
= lim M . (\/33;—1 +1+ \/1 —33:—1) =
z——00 61
—2
1 1 — 1 1
= lim m—* im —zzf im (—1):_7.
T——00 T 3zo—c0 I 3zo—0 3
Si & usato il fatto che |x| = —x quando x — —oo0.
1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1
-20 15 ~10 -5
xlog(l + 17)

T

N
\/3x+m2 —\/—314—22

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% o

Per risolvere la disequazione

8-3r  6r—1 _ 9
T(w—2)  2@+1) 14

portiamo tutto al primo membro:
8—3x+6x—1 9 — 8—3m+6x—1 7g>0
T(x—2) 2(x+1) ~ 14 T(x—2) 2x+1) 14~ 7

e facciamo denominatore comune, con l'intenzione di applicare la regola dei segni:

0< 8§ —3z n 6x —1 _g:
T T(x-2) 2x+1) 14
(8—3x) - 2(x+1)+(6zx—1)- Tz —-2)—(x—2)(z+1) -9z —2)(z+ 1)
14(z —2)(z + 1)
162 + 16 — 622 — 6x + 4222 — 84x — Tz + 14 — 922 + 182 — 9z + 18
14(z — 2)(z + 1) -
2742 — 722 + 48 3 922 — 24z + 16

Uaz-2)(z+1) 14 (z-2)(z+1)"

11
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Troviamo dove si annulla il numeratore. Il discriminante ridotto ¢ A/4 =122 -9.16 =144 — 144 =0 e
¢’e una radice doppia 12/9 = 4/3. Ora che ci facciamo caso, il numeratore & un quadrato perfetto:

3 922 —24x+16 3 (3z — 4)2
U (z-2(x+1) 14 (x-2x+1)

Lo studio del segno e la soluzione della disequazione sono nello schema seguente:

4
valore di z -1 5 2
segno di (3 z— 4)? @

segnodi x—2 ——————— g——————:_ _____

segnodiz+1 —————— 7

di (3z—4)? .
segno di r{49—-—-—-——— @ — — — — —

" (z—2)(z+1) L L5

Bz—4)?
soluzioni di ————— >0 =————) [ ] C—
(x—=2)(x+1)

Si intende che i tratti orizzontali (neri o rossi) continui significano segno +, quelli tratteggiati il segno —,
i pallini neri significano il segno 0 al numeratore, i quadratini bucati un segno 0 al denominatore, la linea
a zigzag verticale segnala punti dove non esiste I’espressione (tipicamente uno zero del denominatore).
Le linee continue blu e i pallini pieni blu vogliono dire invece soluzioni della disequazione, mentre i pallini
vuoti vogliono dire non soluzione.

Tirando le fila, gli « che rendono > 0 Iespressione sono quelli tali che z < —1Vz =4/3Vz > 2.
Complemento. Per chi non si capacitasse della soluzione isolata x = 4/3, la figura seguente puo essere
illuminante: il grafico della funzione z +— % + % ¢ tangente alla retta y = 9/14 proprio nel

punto di ascissa 4/3, mentre nei punti attorno sta sotto.

8-3z 6z—-1
TP +
T(x-2) 2(z+1)

b. La disequazione si pud ricondurre all’unione di sistemi che non contengono valori assoluti o min:

max{2z, min{-2,2z +2}} >z <=

—2>2x+2 —2<2x+2
= max{2z,2z + 2} >z max{2z, -2} > x

—2>2r+2 —2>2x+2 —2<2x+2 —2<2x+2
<= {2:8223:—1—2 \/{2x<2x+2 V {2x2—2 \/{2x<—2 <=

<~

2c > «x 20 +2>x 20 > x —2>x
20 < —4 20 < —4 20 > —4 2 > —4
= {falso \/{VGI“O V {xz—l \/{a:<—1 =
x>0 T > -2 x>0 r< =2
T > —2 T > -2
<= falso V {ii:; V {xz—l\/{x<—1
- x>0 <=2

12
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= -2
<— z=-2 V z>0.

>0 VvV falso <«—

Complemento. Un grafico della funzione = + |1 +min{l —2z,z+1}|4+x —2 pud far capire la soluzione
isolata x = 0: in quel punto la funzione vale 0, mentre nei punti attorno & negativa (il grafico ¢ angoloso).

4+

T max(2 z, min(-2, 2 z+ 2))

-6

. La disequazione y/—xz/(x + 2) < —x si presenta nella forma VA < B, che equivale a un sistema che non
contiene radicali:

—

valore di z

segno di —z
segno di z+ 2

segno di —
T

T

—x —x
>0 >0
. r+2 rx+2
<—z <= -z >0 = <0 <
z+ 2
—x (—x)2 —x 2
T+2 = T+2 7
—z —x
>0 >0
r+2 = T+ 2
= z <0 <— z<0 —
_22<0 x—a*(x+2) 0
T+ 2 z+ 2 -
—z 0 —x T 0
T+2 " T+2 " r+2
z<0 — z<0 — <0
3 2 2 2
—x° —2x° —x —x(x® +2x+1 —x(x+1
o2t —ri 24 l) g G Y
T+ 2 T+ 2 T+ 2
Risolviamo le due disequazioni razionali con gli schemi seguenti:
-2 0 valore di = -2 -1 0
L
segno di (z+ 1)2 *
S —
segno di e E—O—Q fffffffff
O— soluzioni di s@ 2ol < O [ O——

soluzioni di —

z
=0
+2

zT+2

Attenzione: qualcuno sara tentato di “cancellare il fattore (z + 1) perché & positivo”. Il ragionamento
sarebbe corretto se il fattore fosse > 0, ma nel nostro caso il fattore e soltanto > 0, e cancellarlo fa

13
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perdere soluzioni. Tornando ai nostri sistemi:

—T
>0
T+ 2 —2<x<0
<0 = z <0 =
—x(a:+1)2<0 —2<xVr=—-1Vz>0
r+2
valore di -2 -1 0
soluzioni di -2<z=<0 O——Q
soluzioni di z=<0 e
soluzioni di =2>zVz=-1Vz=0 40 . .7
intersezione o o
— z=- VvV z=0

Complemento. Per capacitarsi delle due soluzioni isolate —1 e 0 forse puo aiutare un grafico delle due
funzioni z — /—xz/(z + 2) (in blu) e £ — —z (in rosso):

0.5 1.0

-2.0 :
4L
Introduciamo dei simboli
) n an T, Yn Zn az2n+1 — 1 ant2 — 1 a2n+2
per le tre somme:
0 0 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 3 1 1 3
Tn = Gotartayt+an, P 1 2 4 8 4 P 8
Yn =ao taz+ -+ azy, 3 2 4 12 21 12 4 21
Zp = a1+az+---+azp41. 4 3 7 33 55 33 7 55
5 5 12 88 144 88 12 144

Nella tabella si riportano

ivaloridin, an, Tn, Yn, 2n,

G2n+1— 1, ant2 — 1, agpyo per i valori di n da 0 a 5. Le uniche uguaglianze compatibili con questa tabella
SONO Ty, = Upt2 — 1, Yn = Gont1 — 1 € 2, = agpy2. Per la decisione basterebbero i valori fino a n = 2.
Cominciamo dimostrando la prima uguaglianza. Il predicato P(n) da dimostrare & semplicemente z,, =
an+2— 1. Il caso base ¢ P(0), cioe xg = agy2— 1, cioed 0 = 1—1, che & vero. Esplicitiamo P(n) e P(n+1):

Pn) <= a,=ap2—1 = ap+ar+as+ -+ a, =apio—1
P(TL+1) < Tp+1 :a(n+1)+2*1 <~ apotaita+---+ay +an+1 :(Zn_;,_g*l.

Confrontandoli notiamo che se si aggiunge a,+1 al primo membro di P(n) si ottiene il primo membro di
P(n+1). Aggiungiamo dunque a,; ad entrambi i membri di P(n), un passaggio che conserva la verita

14
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e che conduce a P(n + 1):
Pn) <= as+tar+tas+-+a,=ap2—1
< avtartast--+ap+ansr = (apio— 1)+ ans1
an+3
—_——~
=  Tp4l = Qpy1 Tt apgo—1
= Ipj1=ap3—1 <= Pn+1).

Passiamo alla seconda uguaglianza. Il predicato Q(n) da dimostrare & semplicemente y,, = ag,+1 — 1. 11
caso base ¢ Q(0), cioe yo = ag41 — 1, cioe 0 = 1 — 1, che & vero. Esplicitiamo Q(n) e Q(n + 1):

Q(n) = yYn=azm+1—1 = ap +ag + -+ ag, = agpq — 1
Qn+1) <= Yn+1 = Gmt1)+1 — 1 < a0+ a2+ +as Hagmy1) = d2nts — L.

Confrontandoli notiamo che se si aggiunge ag, 12 al primo membro di Q(n) si ottiene il primo membro
di Q(n+1). Aggiungiamo dunque ag, 42 ad entrambi i membri di Q(n), un passaggio che conserva la
verita e che conduce a Q(n + 1):
Q(n) S d ap+az+ -+ a, =am+1 — 1
< ap+tax+-+az + a2 = (G2n1 — 1) + azngo
az2n+3
—_—
<= Yn+1l = G2p41 + G2n42—1
= Ynp1=amy3—1 =  Qn+l).

Veniamo all’ultima uguaglianza. Il predicato R(n) da dimostrare & semplicemente z, = aap42. Il caso
base ¢ R(0), cioe yo = ag+2 — 1, cioe 1 = 2 — 1, che & vero. Esplicitiamo R(n) e R(n + 1):

R(n) <<= zp = a2p42 = ay+az+ -+ Gopp1 = A2pg2
R(n+1) <= ZzZny1 = Gami1)42 < @1+ a3+ -+ G2ny1 T02>ny1)+1 = G2ni4-

Confrontandoli notiamo che se si aggiunge ag,+3 al primo membro di R(n) si ottiene il primo membro
di R(n +1). Aggiungiamo dunque as,+3 ad entrambi i membri di R(n), un passaggio che conserva la
verita e che conduce a R(n + 1):

R(n) <— ai +az+ -+ agpt1 = A2p42
<~ a1+tas+---+ a1+ a2n43 = Aopy2 + A2ny3
a2n 44
= Zn+l = A2py2 T A2ny3
= Zpnt1 =aopta = R(n+1).

Dimostrare che 1/2 ¢ Destremo superiore dell'insieme X = {|n|/(4n — 2|n| + 1) : n € Z} significa
dimostrare che 1/2 ¢ maggiorante e che non ci sono maggioranti pitt piccoli di 1/2. Vediamo se 1/2 &
maggiorante, lavorando per ora come se n fosse variabile reale, invece che intera:

n>0 n <0
il <1 {_n I v —n 1l =
- = <z " <=
n—2ln[+1 = 2 in—2n+1-2 in—2(-n)+1-2
n>0 n <0
- 1
— { n 1§0 vV { n oo —
2n+1 6n+1 2
n>0 n<0
2n — ( 2n—|—1)§0 V; —2n—(6n+1)§0<:>
2(2n + 1) 2(6n +1)
>
n:l() n8<n071 — n>0 v n <0 —
— < n>-1/2 n<—-1/6Vvn>-1/8
2n+1_ 6n+1

n<—1/6\/ 1/8<n<0) =
n<-1/6 v —-1/8<n.

15
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] § 0 5 0
- : : : : :
[ : :
g fin<o T T ; t di n= 0 -~
soluzio 1 : : : : :
B . usioni o ——o o
. JE— [ — o

La disuguaglianza |n|/(4n — 2|n| 4+ 1) < 1/2 ¢ vera per tutti gli n reali

tali che n < —1/6 V —1/8 < z, che comprendono in particolare tutti n n|/(4n = 2[n| +1)

glin € Z. Quindi 1/2 & effettivamente un maggiorante. —10 —0.1695

Per decidere se 1/2 & il massimo si possono ripercorrere i conti preceden- -9 —0.1698

ti con delle uguaglianze al posto delle disuguaglianze: -8 —0.1702

| ) -7 —0.1707

_ —6 —-0.1714

oo+l 2 -5 —0.1724

n>0 n<0 —4 —0.1739

— { n 1 v —n R SN -3 —0.1765

dn—2n+1 2 dn—2(-n)+1 2 —2 —0.1818

= ... = -1 —0.2000

n>0 n <0 0 0.0000

<:>{ 1,V {—8n—1:0 — 1 +0.3333

2n+1 6n +1 2 +0.4000

> n <0 3 +0.4286

- {zﬂgoo v {n=—1/8 = n=-1/8 4 +0.4444

5 +0.4545

11 valore n = —1/8 non & intero. Quindi il valore 1/2 non appartiene 6 +0.4615

a X. 7 +0.4667

Sapere che 1/2 ¢ maggiorante di X significa che sup X < 1/2. Per 8 +0.4706

decidere se sup X ¢ proprio uguale a 1/2 un tentativo puo essere di 9 +0.4737

calcolare i limiti per n — +oo di |n|/(4n — 2|n| + 1): 10 +0.4762

[n| n n 1

lm —————— = lim — = lim = .
n—t+oodn —2n|+1 notodn—2n+1 notoo2n+1 2

Giacché il limite (quando esiste) & sempre compreso fra I'inf e il sup

. . n|
< — <
inf X < xBI—iI-loo PR sup X
abbiamo che )
inf X < 3 < sup X.

Combinando questa con altra disuguaglianza sup X < 1/2 gia trovata, concludiamo che sup X = 1/2.
Un modo concettualmente pilt elementare ma pin laborioso per dimostrare che sup X = 1/2 & far vedere
che non ci sono maggioranti piu piccoli di 1/2, ossia che per ogni € > 0 esistono soluzioni intere della
disuguaglianza
|n| 1
n—2n+1 2 °

Proviamo a risolverla, riciclando i conti precedenti:

n=>0 n<0
¢>1— <~ n 1 \V4 —-n 1 =
An—2nj+1 2 °© — > ¢ ey i
An—2n+1 "~ 2 dn —2(-n)+1 " 2
{nZO {n<0
= n 1 V —-n 1 —
_ = 0 — = >0
il 21°7 Gnrl 2 °
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n>0 n <0
2n—(2n+1)+25(2n+1)>0 V —2n—(6n—|—1)+26(6n+1)>0 —
2(2n+1) 2(6n+1)
n>0 n <0
den 426 — 1 Y (=8+12e)n+2 -1 —
— >0 >0
2n+1 6n + 1
0
>0 n <
”+ (-8-12n-2e-1_
M75>0 v 6n+1 —
poco promettente
n>0
= \n>-1/2+ 4

L’ultimo sistema ha certamente soluzioni con n intero per il principio di Archimede, qualunque sia il
valore di € > 0. Dunque 1/2 & 'estremo superiore di X.
Dire che —1/5 & il minimo di X vuol dire che & un minorante e che appartiene a X. Che sia un minorante
significa che la disuguaglianza

n 1

_ >
dn—2n|+1° 5

e verificata per ogni n € Z. Facciamo il conto con n reale:

n>0 n <0
LZ*E — { n 1 v —-n S 1 —
dn=2nl+1 7 5 n—2mt1- 5 dn—2(-n)+1~ 5
n>0 n <0
< n vV <
{2n—|—1+ {6n+1 20
n>0 n <0
= 5n+(2n—|—1 {—5n+ (6n—+1) S =
S 5(2n+1) 56n-+1) —
n>0 n<0
<— {7n+1 V {n+1 —
2n+1_ 6n+1_

n>0 y n <0
= \n<-1/2vn>-1/7 n<-1vn>-1/6 <

n>0 Vv (n§—1\/—1/6<n<0) =

— n<-1 VvV -=1/6<n.

I valori reali di n che verificano la disuguaglianza coprono tutti i valori di Z. Quindi effettivamente
—1/5 & un minorante di X. Per vedere se ¢ minimo ripercorriamo il conto con uguaglianze al posto di
disuguaglianze:

In| 1 n>0 n<0
=—- = { n 1 v —n 1l =
4n—2n+1 5 dn —2(—n) +1

dn —2|n| +1 5

17



Analisi Matematica, A Svolgimento 7 febbraio 2013

n>0 n<0
— {m+10 vV {n+1 0 =

m+1l 6n+1
n>0 n<0
{n=—1/7 v {n:—l A
= n=-—1.

Il valore —1/5 & raggiunto quando n = —1 € Z. Quindi —1/5 = min X. Il calcolo del limite per n — —o0

|n -n 1

li — =i =
e dn —2|n| +1 S 6n + 1 6

avrebbe dato I'informazione che inf X < —1/6, che & vera ma di nessuna utilita.

Complemento. La struttura dell’insieme X:

_1 i
5 2
i i
| Insieme X (in orizzontale) |
[ [
| [
o= ® ® oo,
| |
| |
[ [
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