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Si prega di consegnare anche il presente testo. Va riportato lo svolgimento degli esercizi.
Si possono consultare libri e appunti.

Calcolare i seguenti limiti
sen & 2 — 21 2 1 1 2 _ n
(a) lim eSNTy + (x° 4 ) cosx og(v2x + ), (b) Tim (_ L 3 ) ,
z—0 (x — arcsen(x? + 2x))log(1l — x) n—+oo\2 = 2n2 +2

Vi~ Tl

5(x2 — 2)e?* — 2(x — 1) log(1 — ) + Tsen x cos? x

c) lim d) lim

© z—0 (log(z +2) —log2)(vV1 — 22 — /1 + 22) ) 2—0 (3 — cosx)(senz — x)
: -t -1 : L . :

Data la funzione f(z) := 2 ar1 O studino (a) il dominio di definizione; (b) i

limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti; (c) gli zeri e il segno (una radice
si indovina facilmente); (d) la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza,
i punti di massimo/minimo locale e/o globale; (e) la derivata seconda, gli intervalli di
convessita/concavita ed eventuali flessi. (f) Si tracci 'andamento qualitativo del grafico
di f.

Trovare una primitiva (integrale indefinito) delle seguenti funzioni

x2 —2x —2
x2 —4x+5’

elﬁ

V1= e2z’

(a) (b) (2 +sen®x)? - 2sen x cos x +

(c) e*senzxcosz.

Studiare la convergenza delle serie

(a) . el/n _e=1/n (b) Zoo n?+1 () RG]
Z n+1 ’ n+2n’ nn’
n=1 n=1 n=1
+oo 2
n° + 2n
Datal i —1D)"log ———
ata la serie g (—1) 8 a1

n=1

. discuterne la convergenza, usando per esempio il criterio di Leibniz;
. discuterne la convergenza assoluta.

33'2+2

Della funzione di due variabili f(z,y) := trovare il dominio e le curve di livello, e

20 —y
descriverle geometricamente.

Punti: 8+3+4+38, 1+2+42+242+2, 4+3+4, 3+3+3, 4+4, 6.
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Va riportato lo svolgimento degli esercizi.
Si possono consultare libri e appunti.

Calcolare i seguenti limiti
sen & 2 — 21 2 1 1 2 _ n
(a) lim eSNTy + (x° 4 ) cosx og(v2x + ), (b) Tim (_ L 3 ) ,
z—0 (x — arcsen(x? + 2x))log(1l — x) n—+oo\2 = 2n2 +2

Vi~ Tl

5(x2 — 2)e?* — 2(x — 1) log(1 — ) + Tsen x cos? x

c) lim d) lim

© z—0 (log(z +2) —log2)(vV1 — 22 — /1 + 22) ) 2—0 (3 — cosx)(senz — x)
: -t -1 : L . :

Data la funzione f(z) := 2 ar1 O studino (a) il dominio di definizione; (b) i

limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti; (c) gli zeri e il segno (una radice
si indovina facilmente); (d) la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza,
i punti di massimo/minimo locale e/o globale; (e) la derivata seconda, gli intervalli di
convessita/concavita ed eventuali flessi. (f) Si tracci 'andamento qualitativo del grafico
di f.

Trovare una primitiva (integrale indefinito) delle seguenti funzioni

x2 —2x —2
x2 —4x+5’

elﬁ

V1= e2z’

(a) (b) (2 +sen®x)? - 2sen x cos x +

(c) e*senzxcosz.

Studiare la convergenza delle serie

(a) . el/n _e=1/n (b) Zoo n?+1 () RG]
Z n+1 ’ n+2n’ nn’
n=1 n=1 n=1
+oo 2
n° + 2n
Datal i —1D)"log ———
ata la serie g (—1) 8 a1

n=1

. discuterne la convergenza, usando per esempio il criterio di Leibniz;
. discuterne la convergenza assoluta.

33'2+2

Della funzione di due variabili f(z,y) := trovare il dominio e le curve di livello, e

20 —y
descriverle geometricamente.

Punti: 8+3+4+38, 1+2+42+242+2, 4+3+4, 3+3+3, 4+4, 6.
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Tempo a disposizione: 3 ore.

Data I’equazione differenziale scalare del secondo ordine
y'(t) = —V/Iy(t)| sgny(t),

. Discutere esistenza ed eventuale unicita locale per i problemi di Cauchy associati.
. Trovare l'integrale primo dell’energia, e descriverne gli insiemi di livello.

. Sfruttando l'integrale primo, discutere I’esistenza e unicita in grande dei problemi di Cau-
chy.

. Mostrare che le soluzioni che non partono con y(0) = ¢’(0) = 0 sono periodiche, trovare
una formula integrale della soluzione. Mostrare che il periodo tende a zero quando i dati
iniziali tendono a 0.

Poniamo I = {1,2,3,4}, e siano A, Ay, A3, Ay C R¥ insiemi non necessariamente mi-
surabili, ma due a due disgiunti e con misura esterna di Lebesgue A* finita. Quando
J C I, diremo che \* ¢ additiva su J se \*({J,c; Ai) = >, 5 A"(Ai). Dimostrare che si
equivalgono:

1. \* e additiva su [;

2. \* ¢ additiva su ogni J C [;

3. \* ¢ additiva su {1, 2} e su {3,4}, e inoltre A*(,c; 4i) = A" (A1 U Az) + X\* (A3 U Ay).
(Usare la subadditivita).

icJ

Punti: 5+12+15+10+10+5, 20.
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1.a. Sia f:R — R una funzione limitata e nulla al di fuori di un intervallo limitato. Dimostrare
che f e integrabile secondo Riemann se e solo se per ogni € > 0 esistono due funzioni
g, h:R — R continue tali che g < f < he [p(h—g)d\ <e.
(Una funzione a gradino si puo approssimare dall’alto o dal basso con una funzione
continua. . . )

b. Datauna g:R — [—o0, +00], si dice che g & semicontinua inferiormente se Vo € R I'insieme
{z | g(x) > a} ¢ aperto, ed ¢ semicontinua superiormente se Yo € R I'insieme {x | g(z) <
a} ¢ aperto. Dimostrare le seguenti affermazioni: ¢ ¢ semicontinua inferiormente se e solo
se —g lo ¢ superiormente. Se g; ¢ semicontinua inferiormente per ogni i € I, allora sup,;c; g;
€ ancora semicontinua inferiormente; se g; € semicontinua superiormente per ogni ¢ € I,
allora inf;c; g; € ancora semicontinua superiormente. Infine, una funzione g:R — R &
continua se e solo se ¢ semicontinua sia superiormente che inferiormente.

C. Sia f:R — R una funzione limitata e nulla al di fuori di un intervallo limitato. Dimostrare
che f e integrabile secondo Riemann se e solo se esistono g, h: R — R semicontinue rispet-
tivamente inferiormente e superiormente tali che ¢ < f < h dappertutto, e ¢ = h quasi
ovunque (rispetto alla misura di Lebesgue).

(Per una delle implicazioni, osservare che nei punti x in cui g(z) = h(z) la f risulta
continua. . . )

2. Sia U il cerchio unitario di C e F:U — R definita da F(e®) := (t — 7/2)? se 0 < t < 7,
F(e) := (t +7/2)? se —m < t < 0. Indichiamo la base hilbertiana usuale di L?(U) con
un(2) := 2" per n € N, z € U. Calcolare i coefficienti di Fourier di F rispetto alla base w,,.
Cosa dice 'identita di Bessel per questa F'7

Punti: 10+10+10, 15.



