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Calcolare i seguenti limiti

(a) lim 3 —2e* 42z —cosx (b) lim6—6\/§+ln(a§2+x—1)
2—0 3x2 +2In(1 + 2 — 22) —sen2x o1 1 + cos(mx)

In(1 — 2
(© tim (Vi ta? - VE-3), (d) i 2UF CosT) — arctan(a” = 3r)

r——400 r—0 COS(Q:L’) —1

Y

2 _
Data la funzione f(x) := ~ LT istudi

V|5 — 222

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio;

. gli eventuali asintoti;

. il segno della funzione;

. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

locale e/o globale della funzione;
la, derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita ed eventuali flessi.
Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

2

Trovare una primitiva (integrale indefinito) della funzione %, usando per esempio
— 2

il cambio di variabili z = 1/5/2 cost.

Studiare la convergenza delle serie

o n 5 o0 n
e" —n’>+3 2
, b -1t
(&) ;n4+3”+lnn (b) 712::1< ) (2n)! - 37

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(z,y) = arctan /y — e*. Descrivere geometricamente e rappresentare le linee di livello.

Punti: 3+3+8+3, 2+3+1+2+2+2, 5, 3+3, 5.
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Esercizio 1. a.

Esercizio 1. b.

Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

1. a. Il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando la regola de I'Hopital si riottiene 0/0 e quindi
la si applica una seconda volta. Si arriva alla forma 1/0:

3—2e" 4+ 2x —cosx

I
200 322 4+ 2In(1 + z — 22) —sen2z

0/0 0/0
L’Hépital —2e* + 24+ senx L’Hbpital
1m =
w0 61 + 235255 — 2cos 27
L"Hoa/p?ital ) —2e* 4 cosx
= 1m =
=06 42 _2(1+x_(f?;fi;)gzl)(l_2w) + 4sen 2z
-241 1
T Greziio 0
1

Per trovare il segno dell’infinito finale raccogliamo z al denominatore:

=214z —2%) — (1 —22)(1 — 2z)

—2—2r 4222 —1—4x*>+ 4z

6+2 (142 —22)2 _6+21+x2+x4+2x—2x2—2x3_
6+ 62 + 62t + 120 — 1227 — 122° + 2(—22% 4 22 — 3)
N 14+ 22+ 24+ 22 — 222 — 223 N
6zt — 1223 — 1022 + 162
142242t 4+ 20 — 222 — 223
_ 623 — 1222 — 10z + 16
- (142 —22?)2
Dunque
1
—2¢e” + cosx 1 —2e® + cosx
6+ 2—2(1+w—(9102+);7(9162—)22w)(1—21) + 4sen 2z Tz 62° — 1222 — 10z + 16 sen2x
(1+x—x2)? 2x
—16+8=24
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Concludiamo che esistono i limiti da destra e sinistra:

i 3 —2e” +2x —cosx i 1 —2e” + cosw (400) ( 1 )

1m = m — - = ox0) - R = —0

e—0t 322+ 2In(l + 2 — 22) —sen2z  s—o0t x 6x3?11i§2_;12(;§+16 + gsenZe 24 ’
lim 3 —2e” 4+ 2x —cosx ~ lim 1 —2e” + cosw — (—0) (__) — 4o

o—0- 322 +2In(l + 2 — 22) —sen2zx -0~ stzlliii—zg(;gﬂﬁ gsen2z 24/ ’

e sono diversi.

b. 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando la regola de 1’Hopital si riottiene 0/0 e quindi
la si applica una seconda volta, arrivando a una forma non indeterminata:

i 6 — 6\/5 + 1n(x2 +x— 1) L‘IfC{;)ital . —6(1/2)33_1/2 + wgiiil L’Hoé/p?ital
1m = 1m =
z—1 1+ cos(mx) z—1 (—sen(rz))m
2
L’I—?f(poital ' _3(_1/2)33—3/2 + 2(z +x7(;2);ﬂ(f_27;3%)(2x+1)
= im =
z—1 (— cos(rz)) w2
s 2(1°+1-1)—(2-1+41)°
G e e e T e SRR Y|
B (= cos(m - 1)) 72 I S S

c. Entrambi gli addendi

2
\/4w+x2 \/22z+x2 22w(1+ z )

2x

\/ T
V4T — 2T = /22z _ 27 = 229” 1—— —27”\/1—2—1
tendono a +o0o per £ — +00, e quindi il limite si presenta nella forma indeterminata 400 — co. Per di piu

entrambi sono asintoticamente equivalenti a 2%. Usiamo il trucco di moltiplicare e dividere per la somma
delle radici:

\/4x+x27\/4172r)(\/4x+1.2+\/493721)
4T + 2 _ 4x_2w:(

e 2?4 27
- 4m 2 4m_21_ z
VAT 22+ 9 1+22£+2./1f2—1
2
2°(5 +1) 2—x+1 .
R TR RS
0+1

— =.
VIF0+V/1F0 2
11 limite cercato vale quindi 1/2.
d. Tllimite si presenta nella forma non indeterminata (In2)/0. Il segno del limite deriva dal segno di numeratore

e denominatore. Il numeratore tende a In2, che &€ > In1 = 0. Il denominatore & negativo, perché il coseno &
sempre < 1. Quindi

_ 2 _
lim In(1 + cosz) — arctan(z 395) In2

2—0 cos(2z) — 1 o -
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2. a. La funzione
|

N

¢ definita per gli x per i quali il radicando & > 0 e il denominatore & # 0:

5 — 222 >0 z€eR 2 5
= 9 — b5-2*#0 <<= zx#Hy/=.
V05 =222 #0 |5 — 22| #0 2
Quindi il dominio di f & R\ {—4/5/2,1/5/2}. Si vede che f(—x) = f(z) per ogni z, e quindi il grafico
¢ simmetrico rispetto all’asse y. La funzione e continua sul suo dominio, perché composizione di funzioni

continue nel loro dominio (il valore assoluto ¢ una funzione continua dappertutto). I comportamenti al limite
da studiare sono per  — +00 e per x — £4/5/2. Giacché

21 a0 h)

fle) = V15— 222 \/|17|2|§2 Py B
_P0od) _Pa-d) -k
21Z -2 ll/E-2] -2
abbiamo che
lim fr) = lm o] = oo 120
r—+o0 r—+o0 |$% _2| \/m

Quanto ai limiti per x — ++/5/2 (non importa se da sinistra o da destra), si presentano in una forma non

indeterminatas: )
(£v5/2)" -1 3/2
1. = - = — = 0
za:ﬁim5/2 f<x) 0+ 0+ -

Per certi calcoli conviene esplicitare il valore assoluto:
>0 se —m <z< m,
5-222¢ =0 sea:z:l:\/m,
<0 sex<—/5/20x>,/5/2.

Quindi
2?2 -1
f( ) $2_1 \/ﬁ se —\/5/2<$<\/5/2,
€Tr = —]—m—m—— =
/15 — 202 2_1
5 = 2271 79;2 : sex < —/5/20x>./5/2.
T2 —

b. Dato che la funzione tende a +oo per x — £./5/2, il grafico della funzione ha le due rette & = 4+/5/2
come asintoti verticali. Per vedere se ¢’¢ un asintoto obliquo per z — 400 calcoliamo ’eventuale coefficiente
angolare:

f@) o lPO-E) 1% 10

m; = lim —% =

im = = = —.
o =too w400 x|x|\/‘% Y \/‘% Y VIo=2] V2
L’eventuale asintoto di equazione y = mix + ¢; avrebbe come valore di ¢;

0=t (f() —ma) = Jim_(f) = 7).

Il limite si presenta nella forma indeterminata 400 — co. Usiamo la forma di f(z) valida per x > /5/2,
facciamo denominatore comune e poi moltiplichiamo e dividiamo per la somma;:

f()_i— 2 -1 _i_ﬁ(xQ—l)—x\/2m2—5
VTR T VaE—s V2 V2v232 =5
(\/5(902 —1) —zv2z? — 5) (\/5(332 —1) +2v2z2 — 5)

ﬂM(\/ﬁ(aﬁ —1)+ xm)

3
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2(x? — 1)% — 22(222 - 5) B

|x\\/_,/2—z—2 ( V222 — 1)+ || 2—%)

2xt — 4a? + 2 — 2¢* + 522

W% (Va(l- )+ - %)

— $2+2 —

VR E (VAR - 3)

_ (14 %) _

VR (V- )+ 2 5
1+ 5

8 [

RY: 2_1%-(ﬁ(1_52)+ 2_;%)'

Quindi
2

g1 = lim (f(x)—mlx): lim =

z—+00 r—+oo T \/‘/2_$_2( _|_ 2_;1_2)

1 140
- a —0.1-0.

T VEI- 020 -0 +vEo0)
La retta di equazione y = 2/4/2 & dunque asintoto al grafico di f(z) per  — 4o00. Dato che il grafico della f
& simmetrico rispetto all’asse y, la retta simmetrica, cioé quella di equazione y = —z/ V2, risulta asintoto al
grafico di f(z) per x — —o0. Se non si usa la simmetria bisogna svolgere i conti a parte:

LG T M_ T 2 ) B

me = lim 27 =

= lim

R SN CU RN
r——00 /F_2 ‘/|0 2 \/i
Perx<fMVale

f(z) — )+ x 2 —1 x _\/§(x2—1)+x\/2x2—5
Wmmer =IOt B = he s T NENT

(\/i(x —1) 4+ av22? — 5) (ﬂ(w 1) —av22? — 5)

NoNor - 5(\/§(x2 — 1)+ V222 = 5)

2(x% — 1)% — 2%(22% - 5) B

|a:|\/_\/ -5 ( 22?2 —1)—x - |z| 2—3%)

4 4x? + 2 — 22* + 522 _

=% 2—%-#(@@—%@)_

B 242 B

Va5 (VA0 ) 2o )

_ r(1+ 4) _

Va2 (V- E) 2o E)
1 1+ 2%

TRk (V) k)

4
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Quindi
1+ %
2= lim (f(z) —mex)= lim —- 2 —
o T Vg (V) w2 )
B 1 140 —0 I 0
—00 V2(1-0)(v2(1-0)+v2-0) 4
La retta di equazione y = —x/\/§ ¢ dunque asintoto al grafico di f(z) per z — —o0.

C. Dove la funzione ¢ definita, il denominatore ¢ > 0. Quindi il segno di f coincide col segno del numeratore,
cioe col segno di 2 — 1:

>0 sex < —1o0x>1 (fermo restando = # +/5/2),
f@)q =0 sex==1,
<0 se—-1<z<l.

d. Calcoliamo la derivata separatamente a seconda del segno di 5 — 222, Se x < —+/5/2 0 > /5/2 allora

) = D( 2 —1 ) _ 225 — 222 — (22 — 1)(1/2)(5 — 222)~1/?(—4x) _
Nepwr= 5— 222
C 22(5—22?) +2z(a? —1) 223 +8z  2wx(4—a2?)
- (5 — 2$2)3/2 - (5— 2x2)3/2 - (5— 2:62)3/2 -
22(2 — 2)(2 + z) >0 se—2<ﬂc<—\/m0$>27
= W =0 sex==+2,

<0 se—y/b/2<xz<2.
Se invece —4/5/2 < x < 4/5/2 allora

o) = D( 2 —1 ) _ 22222 — 5 — (22 — 1)(1/2)(222 — 5)1/2(4x) _
V212 =5 222 -5
2¢(20% —5) —2z(2®* —1)  22° -8z  2ux(a? -4
B (222 — 5)3/2 (222 -5)3/2 (222 —5)3/2
22(x — 2)(z + 2) >0 se0<x<m,
= W =0 sex=0,

<0 se—y/5/2<z<0.

La funzione & decrescente su |—oo, —2|, crescente su [—2, —4/5/2[, decrescente su |—4/5/2,0], crescente su
[0,/5/2[, decrescente su ]4/5/2,2], e infine crescente su [2,+oo[. I punti 0 e +2 sono di minimo locale:

_L__i f(ig)_L_i_
S VpB-2-03 V5 VB2 (%27 V3

Il punto z = 0 € anche di minimo globale. Non ci sono punti di massimo locale.

f(0) V3.

e. Calcoliamo la derivata separatamente a seconda del segno di 5 — 2z%. Se x < —/5/2 0 x > /5/2 allora

f"(x) _ D( 8x — 223 ) _ (8 - 61’2)(5 - 21~2)3/2 _ (&E _ 2x3)(3/2)(5 . 21'2)1/2(74%)
(5 — 222)3/2 (52277
(8= 622)(5 — 22%) + (8= — 22%)(6x) 40 — 162 — 3022 + 122* + 4822 — 122*
= (5-— 2372)5/2 = = 2m2)5/2
222 + 40

m >0 sempre.
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Se invece —4/5/2 < & < /5/2 allora

f(x) = ( 22° — 8z ) _ (622 — 8)(22 — 5)¥/2 — (22% — 82)(3/2)(22% — 5)'/*(4w) _
(222 — 5)3/2 (5 —2x2)3
(6% —8)(22% —5) — (22® — 8x)(6x)  122* — 302% — 1622 + 40 — 122" + 4822
- (222 — 5)5/2 - (222 — 5)5/2 -
22 + 40
= m >0 sempre.

Quindi la funzione & convessa su ogni intervallo su cui ¢ definita, ciot su |—00, —+/5/2[, su |—/5/2,/5/2[
e su ]4/5/2,+oo[. Non ci sono punti di flesso.

Il cambio di variabile suggerito ¢ x = /5/2cost, per cui de = /5/2(—sent)dt:

22— 1 2cost)? — 1 \/3 \[/ (5/2) cos®t — 1
sent)dt = ent)dt =
\/5—2362 /\/5 ) (= V5 —5cos?t (sent)

2cost

1 5cos t—2 5cos?t — 2

= — sent)dt = —

2v/2 ) V1 —=cos?t ( 2\/_/ sent

= — 5cos t—2)dt =— /cos tdt+—/2dt
2f/ 2V2

— —— | cos tdt+—/dt:——/6082tdt+—.
2\/5/ V2 2v2 V2

(Strettamente parlando avremmo dovuto scrivere v/1 — cos?t = |senz|, ma lesperienza con gli integrali
insegna ad andare avanti ignorando i valori assoluti). Una primitiva di cos? ¢ si puo ottenere usando I'identita

(sent)dt =

6
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trigonometrica cos? t = (cos 2t + 1)/2:

) 1 1/1 1 1
cos tdt:§ (0082t+1)dt:§(§sen2t+t):Zsen%—&——t.

Svolgimento

Altrimenti integrando per parti e usando 'identita sen?t + sen?t = 1:

/ cos? t dt = /(cos t)(cost)dt = /(cos t)D(sent)dt = costsent — /(D cost)sentdt =

2

= sentcost—/(—sent)sentdt:sentcost+/sen2tdt:

= sentcostJr/(lfcoszt)dt:sentcostthf/cosztdt.

Sommando a entrambi 1 membri f cos? t dt si ricava

2/0082tdt:sentcost+t, cioe /

9 1 1 1 1
cos“tdt = §sentcost+ 575 = Zsen2t—|— —t.

7 luglio 2004

2

Per avere una primitiva della funzione originale dobbiamo ritornare alla variabile z: da x = /5/2cost si

ricava cost = 21/2/5 e t = arccos(z+/2/5). Quindi

2 -1

1

5 A
42

42

. Per n — 400 gli addendi dominanti sono gli espo-
nenziali, che vincono su potenze e logaritmi. Al nu-
meratore il dominante ¢ €™, al denominatore ¢ 3",
che raccogliamo:

ey eomed)
4 T qn(nt Inn\
nt4+3"+1lnn 3(3_n+1+?)
“\3) "®f 1 In
3 3_n+1+ 3n
= (e/3)" - (qualcosa che tende a 1).

Il termine generale della serie € quindi asintoticamen-
te equivalente a (e/3)™:

n __ n5 3
e-nts (e/3)"
n*+3"+Inn
La serie geometrica > (e/3)™ converge perché la ra-
gione e/3 & positiva e minore di 1. Per il criterio

dell’equivalenza asintotica, anche la serie originale

per n — +00.

+§ e" —n®+3
ot nt4+ 3" +1Inn

converge.

1
—sentcost + —t

5
— — dr= — —
V5 — 222 v 2\/5(2 2

— (cost)? cost —

t

7=

t
42
- 45% (\/1 - §x2>x\/§ - ﬁ arccos(z+/2/5) =

1 1
A% 5—2z2 — G arccos(z1/2/5) .

5
———=sentcost —

4v2

42

5
t+—

n an S ohoy ak an/(e/3)"
1 1,17957 1,17957 1,30
2 | —0,84112 0,33845 ~1,02
3 —2,01574 —1,67729 2,71
4 —2,85591 —4,53320 —4,24
5 —3,41945 —7,95265 —5,60
6 —3,63608 —11,58873 —6,57
7 | —342212 | —15,01085 6,32
8 | —2,79424 | —17,80509 —6,15
9 —1,94096 —19,74606 —4.71

10 —1,12917 —20,87523 —-3,03

11| —052752 | —21,40275 1,56

12 —0,15588 —21,55863 —0,51

13 0,04383 —21,51480 0,16

14 0,13788 —21,37692 0,55

15 017420 | —21.20264 0,77

16 0,18179 —21,02084 0,88

17 0,17594 —20,84491 0,94

18 0,16456 | —20,68035 0,97

19 0,15142 | —20,52893 0,99

20 0,13822 —20,39071 0,99
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b. L i n
a sene 00 on n (*l)nbn Zk:l(*l)kbk bn+1/bn
D) 1 | —0,33333333 | —0,33333333 0,056
= (2n)!-3 2 0,01851852 | —0,31481481 0,022
. , , , o 3 | —0,00041152 | —0,31522634 0,012
¢ a segni alterni. Proviamo col criterio della con- 4 0.00000490 —0.31522144 0.007
vergenza assoluta: 5 | —0,00000004 | —0,31522147 0,005
oo (oo}
o on
('~ = 2 o
nz_:l‘ (2n)!- 3" 7;2::1 (2n)!- 3"
Criterio del rapporto:
271
bp = ————
(2n)! - 37
buit gntl (2n)!-3" 2m9! (2n)!-3"
by (2(n+1))!- 30+ 2n  (2n+2)!-3731 oan
2 2

= -(2n)! =

(2n +2)(2n +1)(2n)! - 3 — 0 pern— +00.

(2n+2)(2n+1)

Poiché b,,41/b,, tende a 0, che & < 1, la serie Y by, e quindi anche Y (—1)"b,, converge.
Si poteva anche procedere notando una somiglianza con la serie di MacLaurin del coseno:

22 gt 46 too . 22"
e R Il I DUl o7y

<, 2 = e (V2R
;( D e = 2(_1) ((2/n)>' 22(_1) ( (2n)? -
0 o) 2n
= — (—1)0% + Z(—l)”((%?;? = —1+4cos+/2/3.
n=0

La serie data pertanto converge, non solo, ma la somma & —1 + cos 1/2/3 ~ —0,315221.

5. L’arcotangente non ha restrizioni sul dominio. La radice quadrata richiede che I’argomento sia > 0. L’e-
spressione y — e® & definita per ogni z,y € R. Quindi la condizione affinché f(z,y) := arctan/y — e® sia
definita nel punto (x,y) & che y — e > 0, cioe y > e”. Geometricamente il dominio & 'insieme dei punti che
stanno al di sopra del grafico della funzione x — e”, grafico stesso compreso. Nella figura a sinistra della
pagina seguente il dominio € la regione in grigio.

L’insieme di livello k & l'insieme {(z,y) € R? : f(z,y) = k}. Per capire com’¢ fatto trascuriamo dapprima
le condizioni di esistenza:

fle,y)=k = arctan\/y—e®* =k = tanarctan/y —e® =tankyy — e* = tank

= y—e"=(tank)? = y=¢€" +tan’k.

L’insieme di livello & & dunque un sottinsieme della curva di equazione y = e*+tan? k, che & una traslata verso
lalto della curva y = e®. Tenendo conto che 'arcotangente di un numero ¢ sempre compresa (strettamente)

8


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Analisi] Svolgimento 7 luglio 2004

fra —m/2 e m/2, e che la radice quadrata di un numero & sempre > 0, si ricavano le condizioni precise:

_ — _ impossibile sek<-—-mw/20k>m/2,
fly) =k arctan \y —e* =k {\/y—ez=tank se —m/2 <k <m/2
impossibile sek<-mw/20k>mn/2,
= impossibile se tank < 0
y—e® =tan?k altrimenti
impossibile sek<-—-mw/20k>m7/2,
= impossibile se tank <0
y=e” +tan?k altrimenti
impossibile sek<0o0k>m/2,
<~ . 9
y=e"+tan‘k se0<k<m/2

Dunque D'insieme di livello & & la curva di equazione y = e + tan®k se 0 < k < 7/2, mentre & vuoto
altrimenti.
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