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Risolvere i seguenti limiti

7log(2z — 1) — 3tan*(5x) In(1 + arctanz) + e® — (z + 1) cosx

b) i
() em1-  arccosz + (x—2)2 (b) 20 rv/1—x —2senx ’
(¢) lim 3senx—5’25anx—2x, (@) lim (2 + 4z) sen(x — 22) — (1 + x)e” + cos x .
z—0 X z—0 T — arctanx
In®z + 21
Data la funzione f(x) = nrteme si studi
x

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio;
. gli eventuali asintoti;
. il segno della funzione;

la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo
relativo e/o assoluto della funzione;

la, derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita;

si tracci infine ’andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare, ad esempio utilizzando il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione
g(z) = In(1 — 2?).

Studiare la convergenza delle serie

o« X000 v Xy

n=1

Della funzione di due variabili f(z,y) =In(y/22 +y> — 1 —y)

. si determini il dominio e lo si rappresenti sul piano cartesiano;
. si descrivano geometricamente e rappresentino le linee di livello.

Punti: 2+42+2+3, 24242424242, 4, 3+3, 3+3.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.
. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale
~ TIn(2z —1) — 3tan2(§x> 0— oo
lim = = _
z—1- arccos T + (x — 2)? 0+1
. Si puo applicare de ’'Hépital (forma indeterminata 0/0):
0/0
lim In(1 + arctanx) + e¢* — (z + 1) cos vRopital m : H% +e” —cosz+ (z+1)senz _
z—0 /1 —2x —2senzx z—0 \/1—x—2\/%—$—2cosx
_ [1 +1-1+07 1
S L1-0-2 1 7
. Si puo applicare de ’'Hépital (forma indeterminata 0/0) ai limiti destro e sinistro:
0/0 5
I 3senx — Stanx — 2xr LHepital | deosw — 55— — 2 {3—5—2}
im = im = = Foo,
T—0* x2 0% 2% 0* +

quindi il limite completo non esiste.

. Il limite potrebbe essere risolto utilizzando de I’'Hépital tre volte (forma indeterminata 0/0). In questo caso
& pero preferibile usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3:

3 233 3
senx = — % +o(z®), sen(x —2?) = (z —2?%) — % +o((z —2?)?) =2 —2* - % + o(z?),
2 .3 22 23
ez:1+x+7+g+o(:c3), cosx:177+o(x3), arctan:c::cfquo(:cS),
da cui si ricava
2 , 3 o 13 3 3
(2+4x)sen(m—x):(2+4x)(x—x —F—I—o(x )):2x—|—2x -3 + o(z”),
a? | 2 3 32 23 3
(1—|—x)ef”=(1+m)<1+x+?+€+o(m ))=1+2x—|—§m —|—§x + o(z”).
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Quindi gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono

2

13 3 2 .
Num(z) = (22 + 227 — gzzzg' +o(z?)) — (1422 + 5:172 + gzd +o(z%) +1— % +o(z?) =
= —52% + o(2%),
z3 3 z3 3
Den(z) =z — (z — 3 +o(z%)) = 3 + o(z”).
11 limite ¢ allora
lim (2 +4x)sen(z — 2?) — (1 + z)e® + cosx — lim —5;103 + o(x?) — lim -5+ 0%3) _ 15
-0 T — arctan T v=0  Z 4 o(z3) a=0 14 _0(;”3)
11 limite richiesto vale allora —15.
Il dominio ¢ D = ]0, +o00[. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. Inoltre
. . Inz(lnx+2) (—00) - (—00)
zli%l+ J(@) = zll%h T N [ 0+ } = Foo,
0/0 2lnx 2 0/0
‘Hépita £ 2(1 1 "Hépita 2
lim f(x):[ﬂ} R T ety lim MLH:” " lim ﬁzo.
x——+00 400 r— 400 1 r— 400 €T r——+00

Quindi la funzione non ammette massimo assoluto.

. Dallo studio in a si ricava subito che la retta z = 0 € un asintoto verticale e la retta y = 0 un asintoto
orizzontale a +oo0.

. La funzione ¢ > 0 se e solo In®z+2nz > 0 ovvero se Inz < —2 oppure Inz > 0, cioe < e~2 oppure z > 1

. La derivata prima &

2Inx 2 2
(T—FE)J?—(IH x—|—2lnaj) 21 2
f(@) = ===,

2 2

quindi f'(z) > 0 se e solo se 2 — In?x > 0 ovvero se —v2 < Inz < \/5, ovvero e~ V2 <z < eV2. La
funzione ¢ dunque crescente su Je= V2, eV2[, decrescente su ]0,e"V2[ e su JeV2, 400 Inz =e VZez =e
p)

S

ammette rispettivamente un minimo assoluto e un massimo relativo, con valori f(e=V2) = (2 — v/8)eV2 e

f(e¥?) = (24 VB)/eV2.

. La derivata seconda &

721_¥z27(271n2x)2:c In®z —Inz—2

F(x) = =2

i 3

Si ha che f”(z) > 0 se e solo se In®z—Inz—2 > 0. Poiché le soluzioni dell’equazione 22— 2—2=0sono —1

e 2, cio accade se Inaz < —1 oppure Inz > 2, ovvero & < e~ ! oppure & > €2. La funzione ¢ dunque convessa
su ]0,1/e[ e su Je?, +oo[ mentre & concava su |1 /e, e?[. I punti (1/e, —e) e (€2,8/€?) sono dei flessi del grafico
di f.
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2
3 £ In®z + 21
H s n°x nz
5 f(x) == —
f=i
13
! +\°
(2+\/§)/‘§-7\/r§>, | .&qy Q@@O
e / ——

1
ez,

0

Utilizzando il metodo per parti, per z € |—1, 1|, si ottiene

dunque la serie converge.

/g(x)dx::rln(l—m2)—/x1_2i2 dx:xln(l—xQ)—/(2+ a:il - xil)dx
:xln(l—x2) —2z—Injz—1|+lnjz+1]+c=
9 z+1
=2zIn(l —2%) — 22 ln‘xfl"
. La serie & a termini > 0. Utilizzando il criterio della p

radice si ottiene " . k=1 O Yan
T 1 1 | 0,000000000 | 0,000000000 | 0,0000

Jim g/an = lim { (1 — ﬁ) == 2 | 0,001953125 | 0,001953125 | 0,0442

Lo 1 3 | 0,000107046 | 0,002060171 | 0,0475

= lim (1 - —) — 4 | 0,000009788 | 0,002069959 | 0,0559

notood /o ({/n)° 5 | 0,000001209 | 0,002071168 | 0,0655

=e 1= 6 | 0,000000181 | 0,002071350 | 0,0752

1 7 | 0,000000031 | 0,002071381 | 0,0847

=2 <L 8 | 0,000000006 | 0,002071387 | 0,0937

quindi la serie converge.

. Iia sellrie ¢ a termini positivi. Utilizzando il criterio del rapporto n an ZZ:1 ar | ans1/an
1 ottiene . (412 (2n) 1 | 050000 | 0,50000 | 0,3333
lim —* = lim ( : 2) = 2 | 0,16667 | 0,66667 | 0,3000
notee g neteol (2(n 1)1 (nd) 3 | 005000 | 071667 | 02857

_ ( ((n+1)n!)? , (Qn)!) _ 4 | 0,01429 | 0,73095 | 0,2778

n—+oo\(2n + 2)(2n + 1)(2n)!  (n!)2 5 | 0,00397 | 0,73492 | 02727

y (n+1)2 1 6 0,00108 0,73600 0,2692

= Gn et D) 4 <1 7 | 0,00029 | 0,73629 | 0,2667

8 | 0,00008 | 0,73637 | 0,2647
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5. a. Il dominio & dato dalle soluzioni del sistema

{z2+y2120,

Vat+y2—1—y>0.

La prima equazione rappresenta la regione di piano esterna alla circonferenza unitaria di centro l'origine. La
seconda equazione & equivalente all’'unione dei seguenti sistemi

Espandendo il quadrato e semplificando:

y <

{x2+y2—120,

{x2+y2—120,

0.

y <0.

$2+y2_1207
\Y y >0,

(Va2 +y? — 1)2 > 92

$2+y2_1207
Vv y >0,
2 —1>0.

Poiché % > 0 sempre, la condizione 2 —1 > 0 implica 2% +y>—1 >
0, che quindi e superflua nel secondo sistema:

{x2+y2—120, y {y>0,

y <0. 22 —1>0.

La disequazione 22 — 1 > 0 si espande in z < —1 oppure z > 1. In
conclusione, il dominio della funzione si puo allora scrivere come

D={(x,y) eR* : y <0, 2°+y> > 1}U
U{(z,y) eR* : y >0,z <—-1Vaz>1}.
A parole, il dominio & formato dai punti del primo e secondo qua-
drante con ascissa non in [—1, 1], e quelli del terzo e quarto quadran-

te che stanno al di fuori o sul bordo del cerchio unitario. Sull’asse x
i punti del dominio sono quelli fuori da [—1, 1].

b. L’insieme di livello & si ottiene risolvendo 'equazione f(z,y) = k:

=
- |
-
-

= 2+ —l-y=e = Va2+y2-l=y+ef =
I2+y2—1:(’y+6k)2 {I2+y2—1—y2+2y6k—|—62k
y—l—ekZO y—i—ekZO
2_1_62]6
2_1:2 k 2k :33
v k>0ye te — Y 2ek =
+e
Y - y+ef >0
22 —1—e2k 22 —1—e2k
y: yzi
2ek 2ek
< <
$2—1—€2k+ k>0 $2—1—62k+2€2k>0
2ek = 2ek -
22 —1—e2k
vy= 2ek
1:221 ek,
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A questo punto bisogna distinguere a seconda del segno di 1 — e?*, che si vede essere I'opposto del segno
di k: se k > 0 allora e?* > 1 e quindi 1 — e?* < 0, e la disuguaglianza 22 > 1 — e2* & automaticamente
verificata; se invece k < 0 allora 1 — e?* > 0 e la disuguaglianza 22 > 1 — e?* va lasciata. Quindi I'equazione
f(z,y) = k equivale a

k<0

22 —1—e2k
2_ 1 _ 2k v -z - "
e —1—e y 5o

%
2e < —vV1—e2k vV z>1-—e2k

Detto pilt a parole: Iinsieme di livello k & la parabola y = (22 — 1 — ¢?¥)/(2¢?*) quando k > 0, mentre se
k < 0 ¢ formato dai punti della parabola con ascisse non comprese in ]—v/'1 — e2¥ /1 — e2¥[. Notiamo che
in questo secondo caso la parabola ¢ tangente al cerchio 22 4+ y? = 1 in due punti.

f(zy) =In(y/22+y' — 1<y
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