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Risolvere i seguenti limiti

In(2e* — 1) + 3sen(2x2) (3x — 1)(arctanx) — 31In(e + z)

li b) 1
(&) P20 (senz)cosx + Htanx (b) 720 sen(2x — x?) ’
(©) lim e?* Tl sen(x + 32%) + 21In(1 + 3:6), (@) ITim (1 —32)e3® — (222 + 1) cosx
e—0- arcsen(l 4+ x) + (cosx)send x 2—0 2z senx + In(1 + x2)

2
Data la funzione f(x) = v
T

3 si studi

-1

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio;

. gli eventuali asintoti;

. il segno della funzione;

. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo
relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita;

. si tracci infine I’andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare, ad esempio utilizzando il metodo per parti, l'integrale indefinito della funzione
g(z) =1In(z? + 1).
Studiare la convergenza delle serie

oo oo

a Z 2v/n3 + 2arctann —n b Z 3(n?)
) 3logn+5n2+2 ’ (n!)?

n=1 n=0

Della serie
o0 . 1
(_1) 3 )
vVn? —Tn+ 17

n=1

. si studi la convergenza assoluta
. e la convergenza semplice.

Punti: 2+42+2+3, 24242424242, 4, 3+3, 3+3.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

1. a. Si puo applicare de 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

. In(2e* — 1) + 3sen(22?) L Hagital . 26252 + 12z cos(22?) 240 1
lim = lim = :{1 0+5}:—

z—0 senx cosx + btanx z—0 cos? z — sen? z + P 3

b. 1l limite si presenta nella forma [—3/0]. Studiamo dunque il segno della funzione vicino a x = 0. Il numeratore
tende a —3 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere negativo in un intorno di 0. Il
denominatore & positivo se 2x — x2 > 0, il che accade quando z € ]0,2[. Quindi la funzione & negativa in un

intorno sinistro di 0 e positiva in un intorno destro. Si conclude che

lim (3z —1)arctanx — 3In(e +z) [—_3} o
r—0% sen(2x — x2) ~loEl T

dunque il limite completo non esiste.

C. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale

e lsen(x 4 32%) +2In(1+3z)  0+0

- —0.
Praay arcsen(1l + x) + cos z(sen x)3 /440
d. Si puo applicare de I’'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
i (1 - 3z)e3® — (222 + 1) cosx LHbpital i —3e3% + 3(1 — 32)e3® — 4z cosx + (222 + 1) senx
11m = 1m =
z—0 2zsenz + In(1 + 22) z—0 2senz + 2x cos T + 1%;2
. —9xe3® — drcosz + (222 + 1) senx {0}
= lim = |=
z—0 2senx+2xcosm+% 0
Lsdpieal . —9e3% — 272e3® — 4cosz + 8zsenx + (222 + 1)cosz  —9+0—4+0+1 5
= im = =-2.
z—0 dcosz — 2z sen g + 2(te?)—da? 4-0+4+2

(1+a2)2

1
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Alternativamente dopo la prima applicazione di de I’Hopital si poteva procedere nel seguente modo:

—9ze3® — 4z cosz + (222 + 1) senx —9¢*” —dcosx + (227 + 1)%22

lim o = lim = 5 —
z—0 2senz + 2z cosx + 75 z—0 250L 4 Jcos T + 17

-9 —-4+1 5

24242 7

Oppure, alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 2 del numeratore e denominatore
centrati in zg = 0. Ricordando che

2

senz =z 4 o(z?), cosx=1-— % + o(2?), In(1 4 2?) = 2 + o(z?),
3x)? 9
3 =143z + Bo)” +o((32)%) =143z + §x2 + o(x?),

2

si ha che gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono

Num(z) = (1 — 3z)(1 + 3z + gajz +o(z?) — (22 +1)(1 — % + o(2?)) = —62% + o(2?),
Den(z) = 2z(z + o(z®)) + (2° + o(2?)) = 32* + o(z?).

Il limite ¢ allora

2
(1-30)e — (222 + Veosz . —6a® +o(?) | —6+ %)

lim = lim = lim ——2— = —-2.
z—0 2zsenz + In(1 + z2) a—0 322 +o(z2)  2-0 g4 o)

Il limite richiesto vale allora —2.

. Il dominio ¢ dato dagli z € R per cui z —1 # 0, ovvero D = R\ {1}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile.
Inoltre

[V
Quindi la funzione non ammette né minimo né massimo assoluto.
. Dallo studio in a si ricava subito che la retta z = 1 & un asintoto verticale. Ricerchiamo gli eventuali asintoti
obliqui:

f(2) i z? 43 _

lim ——= = lim 1,
r—+oo I r—+oo ;172 —x
lim (f(z)—z) = lim I+3—1,

r—+o00 z—too x — 1 B

percio la retta di equazione y = z 4+ 1 & un asintoto obliquo a +oo.

. Il numeratore ¢ sempre positivo quindi la funzione ¢ positiva se e solo se x—1 > 0 ovvero & > 1. In particolare
non si annulla mai.

. La derivata prima e
2¢(x — 1) — (22 + 3 x?— 2 —3
f/(.%') — ( ) (2 ) — 5 ,
(x—1) (x—1)

quindi f’(x) > 0 se e solo se 22 —2x—3 > 0 ovvero se x < —1 oppure z > 3. La funzione ¢ dunque crescente
su ]—o0, —1[ e su |3, +oo[, decrescente su |—1,1[ e su |]1,3[. In x = —1 e = 3 ammette rispettivamente un
massimo e minimo relativo.
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e. La derivata seconda e
(22 —2)(z — 1)2 — (2? — 20— 3)2(x — 1)

fi(z) = (x—1)4 -
@2z -2)(x—1)—-2(*-22-3) 8
(z —1)° CEE

Si ha che f”(z) > 0 se e solo se (x —1)3 > 0 ovvero se x > 1. La funzione ¢ dunque concava su |1, 4+oc],
convessa su |—oo, 1[.

3. Utilizzando il metodo per parti si ottiene

/1n(z2+1)d:c::cln(z2+1)7/:172—$dx:

2 +1

2
—rln(a? 4+ 1) — (2——)d:
zln(z®+1) / w)d
=xIn(z? +1) — 2z + 2arctanz + ¢

. a. Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede n Qn ZZ:1 ak an/ (5%/77)
che W 1 | 0,3672566 | 0,3672566 | 0,9181
q, — Y 2actann —n 2 | 02438242 | 0,6110809 | 0,8620
3logn +5n2 +2 3 | 0,1966444 | 08077253 | 0,8515
w2 4 | 0,1700537 | 0,9777790 | 0,8503
5n2  Bnl/2’ 5 0,1525278 1,1303068 0,8527
che e il termine generale di una serie divergente perché 6 0,1398539 1,2701607 0,8564
1/2 < 1. Per il criterio di asintoticita anche la serie data 7 0,1301163 1,4002770 0,8606
diverge. I criteri del rapporto o della radice in questo 8 0,1223127 1,5225897 0,8649
caso portano a un limite 1, che non decide sulla conver- 9 0,1158637 1,6384535 0,8690
genza o divergenza. 10 0,1104086 1,7488621 0,8729
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b. Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene

n an 22:1 ay Gnt1/an
i Ant1 3(n+1)? (n!)? 1 3,00 3,00 6,75
n_l)rf_loo an n_l)rf_loo<((n_|_ 12 ’ 3(n2)> = 2 20,25 23,25 27,00
g2n+1 3 546,75 570,00 136,69
= lim ———— =+o0, 4 74733,89 75303,89 787,32
n—oo (n 4 1) 5 58839486,77 58914790,66 4920,75
dunque la serie diverge. La a,, cresce molto veloce.
. a. Si ha che la serie € a termini alterni. Poiché n
n an D=1k | langal/(1/n)
|an]| 1 1 —0,3015 —0,3015 0,302
n—too 1/n 2 | 40,3780 | 40,0765 0,756
3 —0,4472 —0,3708 1,342
cioe a,, ~ 1/v/n? = 1/n, termine generale di una serie 4 10,4472 10,0765 1,789
divergente, per il criterio di asintoticita, la serie data 5 —0,3780 —0,3015 1,890
diverge assolutamente. 6 +0,3015 +0,0000 1,309
7 —0,2425 —0,2425 1,698
b. Si pud applicare il criterio di Leibniz. Infatti a,, > 0 ) 10,2000 ~0,0425 1,600
per ogni n ed € una successione infinitesima. Resta da 9 —0,1690 ~0,2116 1,521
provare che vale |a,| > |a,+1| per ogni n. Osserviamo 10 10,1459 —0,0657 1,459

che si puo scrivere |a,| = f(n) dove f(z) = (2? -7z +
17)~1/2. Basta allora verificare che f & una funzione
decrescente almeno per tutti gli « sufficientemente grandi. Si ha

20 -7
2¢/(x? — Tz + 17)3

che & negativa almeno per gli x > 7/2. Dunque f & decrescente per x > 7/2, quindi a,, > a,11 per ogni
n > 4.
Alternativamente si poteva ragionare nel modo seguente

1 S 1
V2 —Tn+17 ~ /(n+1)2 —=7(n+1) + 17
\/n2—5n—|—112\/n2—7n+17 — n?-5n+11>n’ -"m+17 << n>3.

Ap 2> Qpyl <

Per il criterio di Leibniz la serie converge semplicemente. Curiosita: la somma dei primi 6 addendi della
serie fa esattamente 0.
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