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Si prega di consegnare anche il presente testo.
Risolvere i seguenti limiti

(a) lim

z—0  sen(x? — x)

) sen(z?) + e — cos
1111 )
=0 1In(1 4+ 22) — /1 —z +senz

(22 — 22) sen(z — 2?) + 2(sen? x) cos T

In(e — x) 4+ tanx

(b)

In(cos z) + arctan z + 22

li d) L
(c) 200 sen(2z) — tan(2z) ' (d) 220 In(1+ 22) 4 (22 — x) arctanx
24 3
Data la funzione f(z) = ﬁ si studi

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio;

. gli eventuali asintoti;

. il segno della funzione;

. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita.
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare l'integrale indefinito della funzione g(z) = (922 + 62) In(1 + ).

Studiare la convergenza delle serie

a > 3n—e ™ —nd = (22 —2a:+ "
(&) T; n(nm) ++/n—(n—1)’ (b) nz—o '
Della serie .
S0 (@2 + 0+ 1)~ In(e? + 1))

. si studi la convergenza semplice
. e la convergenza assoluta.

Punti: 2+42+2+2, 24242424242, 4, 3+3, 3+3.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

1. a. Il limite si presenta nella forma [1/0]. Studiamo dunque il segno della funzione vicino a z = 0. Il numeratore
tende a 1 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere positivo in un intorno di 0. Il
denominatore & positivo se 2 —x > 0, il che accade quando = < 0 e > 1. Quindi la funzione & negativa in
un intorno destro di 0 e positiva in un intorno sinistro. Si conclude che

. In(e—z)+tanz
lim = Foo,
e—0%=  sen(z? —x)

dunque il limite completo non esiste.

b. Si puo applicare de ’'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

2 x?2 o/0 2 z2
. sen(z?) + e* —cosz L'Hopital 2x cos(z?) + 2ze™ +senzx 0
im = im =|=| =
e—0In(1 4+ 22) — 2y/1 — 2 + senzx z—0 13';2 —vl—x—i—z\/%—i—cosx 0

Uhopal 2 cos(x?) — 4z2 sen(z?) + 2¢° + 4x2e™ + cosx

= lim 3 5
2—0 2(14z2)—4zx + 1 + T

(1422)2 Vi-z o4 /(1-x)3

2-0+2+0+1 5

—senz  2+14+0-0 3

Alternativamente dopo la prima applicazione di de ’'Hopital si poteva procedere nel seguente modo:

22 cos(?) + 2ze” + senx 2 cos(x2) + 2¢* + s

0 1125::2 —VI—z+ 54— +cosz =0 1+2I2 + @—1 + 3 LI — plocgex
B 2+2+1 5
C2+41/24+1/2+0-(1/2) 3’
essendo
o Y1 VI AT 1 1
im ——— = lim = = =_,
z—0 —X y—0 Yy dy 2v/14+0 2
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Oppure, alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 2 del numeratore e denominatore
centrati in zg = 0. Ricordando che

senz =z + o(z?), sen(z?) = 2% + o(x?), e =1+2% + o(z?),
2

+o(x), coszx=1-— % + o(z?),

In(1+ 2?) = 22 4 o(2?), 1,1.:1,;

si ha che gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono

Num(z) = (22 + o(2?)) + (1 + 2* + o(a?)) — (1 - %2 +o(a?)) = g:ﬂ +o(a?),
Den(z) = (2 + o(2?)) — z(1 — g +0(2)) + (z + o(z?)) = gmz + o(z?).

Il limite ¢ allora

2 z? 5.2 2
I sen(z?) + e* —cosx L + o(2?) lim
2=0In(1+22) —ay/1 -2 +senz a—0 322 4+ o(22) 2-0 3/2+ = o )

|
wl o

Il limite richiesto vale allora g

. Si puo applicare I'Hopital (forma indeterminata 0/0):

/ S

i In(cosz) + arctana + 2% uipar  —SBL 4 Lo 49
im = 1 =

z—0  sen(2z) — tan(2z) —0 2 cos(2x) — ms«fm

_senz 4 1 42 1
= lim | cos?(2x) —S22 14a? = | =] = —c0.
z— 2(cos3(2z) — 1) 0~

. Conviene usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati in g = 0. Ricor-
dando che

4
arctanx = z + o(z?), cosz =1+o(x), In(l+2?%) =2*— % +o(z*) = 2% + o(z?),
sen’ x = (z + o(2?))? = 2% + o(z?), sen(z — 2°) = (z — 2%) + o((z — 2°)*) =z — 2* + o(2?),

si ottiene
(sen®z) cosz = (2 + o(z?))( 1—|—0( )) = 2% + o(z?),

(22 — 2z) sen(z — 2%) = (2° — 22) (z — 2% + 0(2?)) = —22% + 32° + o(2?),
(2? — z)arctanz = (2% — z)(z + o(z?)) = —2* + 2% + o(2?).
In definitiva gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono
Num(z) = (= 22% + 32% + 0(2?)) + 2(2” + o(2?)) = 32® + o(2?),
Den(z) = (2% 4+ o(2*)) + (— 2° + 2° + 0o(2?)) = 2° + o(2?).

Il limite ¢ allora

lim (2 — 2x) sen(x — 2%) + 2(sen? z) cos = ~ lim 323 + o(z?) ~ lim 3+ O(;g.g) _ 3
=0 In(1 + 22) + (22 — x) arctan x 2—=0 23+ o(x3)  a—01 4 o)
p

Il limite richiesto vale allora 3. Alternativamente si sarebbe potuto usare de L’Hopital tre volte consecuti-

vamente.
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Il dominio ¢ dato dagli € R per cui 322 — 12z # 0, ovvero D = R\ {0,4}. La funzione ¢ ivi continua e
derivabile. Inoltre

MHﬂ@:{EJ:¢m, Mlﬂ@:{i}:im, mlﬂ@:%.

PRV 0+ z—Foo
Quindi la funzione non ammette né minimo né massimo assoluto. Osserviamo infine che la funzione puo

essere scritta come 1

L +

3 22 —dx’

. Dallo studio in a) si ricava subito che le rette © = 4 e = 0 sono asintoti verticali, mentre la retta y = 1/3
¢ un asintoto orizzontale.

fz) =

. Il numeratore & > 0 quando 22 — 4z + 3 > 0 ovvero x < 1 oppure = > 3, mentre il denominatore & positivo
se e solo se x < 0 oppure x > 4. Si conclude che

=0, sexz =1 oppurez =3,

>0, sex<0ol<zx<3ozx>4,
of
<0, sel<zx<lold3<x<d4.

. La derivata prima e

2z —4
(22 — 4x)2"

) = -

quindi f'(z) > 0 se e solo se 2z — 4 < 0 ovvero se < 2. La funzione & dunque crescente su |—oo,0[ e su
10,2[, decrescente su |2,4] e su |4, 4+o00[. In = 2 ammette un massimo relativo.

. La derivata seconda ¢
() = _2(352 —4z)? — (22 — 4)2(2® — d2) (2 —4) _2(332 —dx) —2(2x —4)2
N (22 — 4x)* N (22 — 4x)3 B
322 — 122+ 16
(22 — 4z)3

=2

Poiché il numeratore & sempre positivo, si ha che f”(x) > 0 se e solo se (z% — 4z)% > 0 ovvero se z < 0
oppure = > 4. La funzione ¢ dunque concava su |0, 4], convessa su |—o0, 0] e su 4, +00[.

2

9 ¥
7\/\\ i‘\{&
-2 0 2 4 6
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Utilizzando il metodo per parti si ottiene

/g(g;) dr = (32 + 32%) In(1 + z) — /(3x3 + 32%) ; i

dr =

21 luglio 2003

= (32% +32%) In(1 4+ z) — /33:2 dr = (32° + 32*)In(1 +2) — 2% + ¢

. Poiché n a, ZZ:l ar an/n
B In—e " —nd B 1 1,63 1,63 1,63
~ sen(nm) +/n — (n—1)2 2 —95,16 —3,52 —2,58
3(3 e 3 7,96 4,44 2,65
— n*(pz — S — 1) ~n, 4 7,43 11,87 1,86
n2(SR0m) 4 p=3/2 (1 1/n)2) 5 799 | 19,86 1,60
6 8,78 28,64 1,46
abbiamo che lim,, 4o @y, = lim, 1 oo 1 = +00. Per il criterio ne- 7 9,65 38,29 1,38
cessario la serie non converge. Essendo a termini definitivamente 8 10,57 48,86 1,32
positivi, diverge.
. Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene n a, (x =3) ZZ:O ag Any1/an
0 1,0000000 1,0000000 1,000
im 2~ i (UE — 12 (2n)! ) _ 1 | 1,0000000 | 2,0000000 | 0,300
n—too an  n—teo \ (2(n 1) (z—1)% 2 | 0,3000000 | 2,3000000 | 0,143
~ m (r —1)2 _ 3 0,0428571 2,3428571 0,083
n—+oo (2n +2)(2n + 1) 4 0,0035714 2,3464286 0,055
—0<1, 5 0,0001948 2,3466234 0,038
6 0,0000075 2,3466309 0,029
dunque la serie converge per ogni = € R. 7 0,0000002 2,3466311 0,022
. Si ha che la serie € a termini alterni. Inoltre n a, 2221 an lanl/(1/n) ZZ:1 x|
n?+n+1 1 —0,405 —0,405 0,405 0,405
|an| = ln( 1 +n2 ) 2 0,336 | —0,069 0,673 0,742
_1 ( ) _ 3 —0,262 —0,331 0,787 1,004
1+ n? 4 0,211 | —0,120 0,845 1,216
_n ( n ) N 5 —0,176 —0,296 0,879 1,392
1 + 1+n 6 0,150 —0,146 0,902 1,542
1 7 —0,131 —0,277 0,917 1,673
1y nz T 8 0,116 | —0,161 0,929 1,789
9 —0,104 —0,265 0,937 1,893
che ¢ il termine generale di una serie diver- 10 0,094 —0,170 0,944 1,087

gente, quindi la serie data diverge assoluta-
mente.

. Si puo applicare il criterio di Leibniz. Infatti a,, > 0 per ogni n ed & una successione infinitesima. Resta
da provare che vale a,, > a,,1 per ogni n. Osserviamo che si pud scrivere a,, = f(n) dove f(z) = In(z? +

Ut

[

f(n):=In(z?4+z+1)—In(1+z?)

x + 1) — In(1 + 22). Basta allora verificare che f & una funzione
decrescente almeno per tutti gli = sufficientemente grandi. Si ha

2v+1 2x 1— 22

/ = — =
f(x)_:@—i—x—l—l 241 (22 4+z+1)(=22+1)°

che & negativa almeno per gli z > 1. Dunque f e decrescente per
x > 1, quindi a, ¢ decrescente. Per il criterio di Leibniz la serie
data converge semplicemente.

4
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Si prega di consegnare anche il presente testo.
Risolvere i seguenti limiti

(a) lim

x—0 senxr — tanx

In(cosz) + €** — cosx . (2% —x)sen(z — 22) + (sen? z) cos

b
(b) 200 In(1 + 22) 4 (22 — x) arctan x

Y

(©) lim In(e +x) +senx

7 (@) lim sen(z2) + e — In(e + .732).
z—0 arcsen(z? — x)

z—0 In(1l+ 22%) —z +senzx

2
Data la funzione f(z) = ﬁ si studi
il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio;
. gli eventuali asintoti;
. il segno della funzione;
. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo
relativo e/o assoluto della funzione;
. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita.

. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.
Calcolare l'integrale indefinito della funzione g(z) = (922 — 6z) In(1 — ).

Studiare la convergenza delle serie

?’L

(a) Z 2n+e " +n? (b) Z ac —x)

—c s(nm) +vn+ (n+1)2’ — (2n+1
Della serie
+oo
S (-1 (1n(1 v n?) —In(n2 +n+ 1))
n=1

. si studi la convergenza semplice
. e la convergenza assoluta.

Punti: 2+42+2+2, 24242424242, 4, 3+3, 3+3.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.
1. a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):
2x 0/0 sen x 2x
I In(cosz) + e** — cosz rHopital iy _cose + 2e** 4 senx
im = im =
z—0 senr —tanx z—0 CcoS T — %
CcOos“ T
. —senzcosx + (2e2® + sen ) cos? x 2
|
= 11m = |— | = —0
z—0 cosdz —1 0-

b. Conviene usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati in xy = 0. Ricor-

dando che
4
arctanz = z + o(x?), cosz =1+o(x), In(l+2?) =a2%— % +o(z*) = 2% + o(z?),
sen’x = (z + o(x?))? = 2% + o(z?), sen(z — 2%) = (z — 2°) + o((z — 2%)?) =z — 2* 4 o(2?),
si ottiene

(sen®z) cosz = (2° + o(2®)) (1 + o(z)) = 2” + o(2?),

2 z— a2 +o(z?) = —2® + 22° + o(z?),

(22 — z)sen(z — 2?) = (2* — x)
2 z+o(z?)) = —2% + 2% + o(2?).

2% — z)arctanz = (2% —
( ) (

—~

In definitiva gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono
Num(z) = (— 2 + 22° + o(2%)) + (2® + 0(2”)) = 22° + o(2?),
Den(z) = (2° + o(z®)) + ( — 2® + 2° + 0(z?)) = 2° + o(z?).

Il limite ¢ allora

3

. (2% —2)sen(w — 2?) + (sen®x)cosz . 223+ o(x?) gy o)
lim =lim ————= = lim —% =

e—0  In(1+22) + (22 — z) arctan x a—0 23 +o(x3)  2-071 4 o)

Il limite richiesto vale allora 2. Alternativamente si sarebbe potuto usare de L’Hopital tre volte consecuti-
vamente.
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c. Il limite si presenta nella forma [%] Studiamo dunque il segno della funzione vicino a x = 0. Il numeratore
tende a 1 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere positivo in un intorno di 0. Il
denominatore & positivo se 2 —x > 0, il che accade quando z < 0 e > 1. Quindi la funzione & negativa in
un intorno destro di 0 e positiva in un intorno sinistro. Si conclude che

In(e + x) + senx

z—0+ arcsen(x? — x)
dunque il limite completo non esiste.

d. Si puo applicare de ’'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

sen(x2) + e‘”z — ln(e + x2) L’P;)G/r?ital . 2x COS(:L'2) + 21’6‘702 — 62;;2 0
= lim ot — 0

im
2 ; 1
z—0 In(1+222) —z +senx z—0 T3a,7 — L+ cosz

2y 4.2
Litgpiat ; 2cos(2?) — 4a?sen(a?) + 2e* 4 daZe” — ALGT 909402
- mli% 4(14222)—1622 - 4-0
W —Ssenx
_2e—1
T 2
Alternativamente dopo la prima applicazione di de ’Hopital si poteva procedere nel seguente modo:
2 2
m 2z cos(z?) + 2xe® — 63_22 i 2cos(x?) + 2% — e—i—% _ 24+92— % _ 2% — 1
»0 e — l4cosw U v e 4-0-(1/2) 2

Oppure, alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 2 del numeratore e denominatore
centrati in xg = 0. Ricordando che

senz =z + o(z?), sen(z?) = 2% + o(z?),
In(1 + 22?) = 222 4 o(2?), e =1+a°+ o(z?),
2 2 2 2
In(e + z?) =Ilne+In (1+x_> 1+ <x—+0 (m—)> 1+x—+0(x2),
e e e e
si ha che gli sviluppi del numeratore Num(z) e del denominatore Den(z) sono

Num(z) = (22 + o(2?)) + (1 + 2% + o(z?)) — (1 + % +o(z?)) = ?aﬁ + o(z?),

Den(z) = (222 + o(2?)) — z + (z 4 o(z?)) = 227 + o(z?).

Il limite ¢ allora

sen(z?) 4+ e —In(e+22) . 22 4o(?) | Zlg %;) 2¢ —1
im =lim —4—-—— 2 =1 : = = :
=0 In(14 222) — z +senx =0 222+ o(z?) 2—0 94 %:) 2e
Il limite richiesto vale allora 262;1.

. a. Il dominio ¢ dato dagli € R per cui 322 + 12z # 0, ovvero D = R\ {0, —4}. La funzione & ivi continua e

derivabile. Inoltre

im, f(a) = [O_—ﬂ =500, lim f(r)= [O‘—E] — oo, lim f(z) :_é.

r—+o00

Quindi la funzione non ammette né minimo né massimo assoluto. Osserviamo infine che la funzione puo
essere scritta come

1 1
M@ =-3"myam
b. Dallo studio in a) si ricava subito che le rette # = —4 e & = 0 sono asintoti verticali, mentre la retta y = —1/3

¢ un asintoto orizzontale.
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c. Il numeratore ¢ > 0 quando 22+ 4x+3 <0 ovvero z € [—3, —1], mentre il denominatore & positivo se e solo
se x < —4 oppure x > 0. Si conclude che

<0, sex<—-4o0-3<zx<-1lox>0,
f(x){zO, se x = —3 oppure v = —1,
>0, se4d<zx<-30-1<x<0.
d. La derivata prima &
20 +4

f/(x):m,

quindi f'(z) > 0 se e solo se 2z + 4 > 0 ovvero se x > —2. La funzione & dunque decrescente su |—oco, —4] e
su |—4, —2], crescente su |—2,0[ e su |0, +o00[. In z = —2 ammette un minimo relativo.

e. La derivata seconda e

() = 2(x? + 4x)? — 2z + 4)2(2? + 4z)(2z + 4) _ 2(2? + 4x) — 2(2z + 4)? _
(22 +4x)* (22 + 4x)3
322 + 122+ 16

(22 + 4x)3

Poiché il numeratore & sempre positivo, si ha che f”(x) > 0 se e solo se (2% 4 4x)3 < 0 ovvero se x € ]—4,0].
La funzione ¢ dunque convessa su |—4,0[, concava su |—oo, —4[ e su ]0, +-00[.

—z2 —4x—3

fla) = 322 + 122

3. Utilizzando il metodo per parti si ottiene

/g(x) do = (32° — 32%) In(1 — 7) — /(3:,;3 ~ 322) <_ 1 ! x) do —

= (32% — 32%)In(1 — z) — /Sx2 dr = (32° — 32*)In(1 — 2) — 2% + c.
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i(—w(m(un) In(n? +n+1)

n=1

Alla serie a secondo membro si puo applicare il

2o

criterio di Leibniz.

n=1

2n+e " +n? n Gn Dkt @k
an cos(nm) + i + (n+ 1)2 1 0,842 0,842
P 2 0,713 1,555
_ (Gt et N 3 | 0899 | 2,454
n? (LT 4+ n=3/2 4 (14 1)2) 4 | 0858 | 3312
~1, 5 0,940 4,252
6 0,915 5,167
per il criterio necessario la serie non converge. Essendo a termini positivi 7 0,960 6,127
diverge. 8 | 0943 | 7,070
b. Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene —
n an (x =3) D ohe0 0k | Gns1/an
) Gpt1 ) (2?2 — )"t (2n+1)! 0 1,0000000 1,0000000 1,000
nkl}rloo “an, = nklfoo ((2(n +1)+ 1) (22 — m)n) - 1 1,0000000 2,0000000 0,300
2 2 0,3000000 2,3000000 0,143
= lim ———————— = 3 0,0428571 2,3428571 0,083
n—teo (2n+3)(2n + 2) 4 | 00035714 | 2,3464286 | 0,055
=0<1, 5 0,0001948 2,3466234 0,038
6 0,0000075 2,3466309 0,029
dunque la serie converge per ogni x € R. 7 0,0000002 2,3466311 0,022
5. a. Si ha che la serie & a termini alterni. Inoltre n a, 2221 ar] lanl/(1/n) 22:1|ak|
n?+n+1 1 0,405 0,405 0,405 0,405
|an| = ‘—1 ( T2 ) ‘ = 2 | —0336 | 0,069 0,673 0,742
3 0,262 0,331 0,787 1,004
= 1“(1 + 1+n2) 4 | —0,211 | 0,120 0,845 1,216
n n 5 0,176 0,296 0,879 1,392
= 5 To ( 2) ~ 6 —0,150 0,146 0,902 1,542
L+n L+n 7 0,131 | 0277 0,917 1,673
oot 8 | 0,116 | 0,161 0,929 1,789
1+n?  n 9 0,104 0,265 0,937 1,893
.. . . . 10 —0,094 0,170 0,944 1,987
che ¢ il termine generale di una serie divergen-
te, quindi la serie data diverge assolutamente.
5. b. Per la proprieta di linearita si puo scrivere

Infatti b, > 0 per ogni n ed & una

successione infinitesima. Resta da provare che vale b, > b, 11 per ogni n. Osserviamo che si puo scrivere

b, = f(n) dove f(z) =In(z? + 2z +1) —

[N

f(n):=In(z?+z+1)—In(1+z?)

=

fi(z) =

2¢+ 1 2z

1— a2

In(1 + 2?). Basta allora verificare che f & una funzione decrescente
almeno per tutti gli x sufficientemente grandi. Si ha

x2+x+1_352+1:

(22 4+ 2+ 1)(2?

+1)’

che & negativa almeno per gli z > 1. Dunque f e decrescente per
x > 1, quindi b, ¢ decrescente. Per il criterio di Leibniz la serie
data converge semplicemente.



http://www.dimi.uniud.it/~gorni

	Tema A
	Testo
	Svolgimento
	Es. 1
	Es. 2
	Es. 3
	Es. 4
	Es. 5


	Tema B
	Testo
	Svolgimento
	Es. 1
	Es. 2
	Es. 3
	Es. 4
	Es. 5



