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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

filz) = %, fo(z) = 3x/z + 5 cos(2z) .

Calcolare, utilizzando due volte il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione
g(z) = 3z 4+ 7)In*(2).
Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢ = \/x:

2
Wrts,
Vr+1

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:
o0

(a) Z Sn—nyn+7 (b) Z e~ " (arctann)"”,
n=1

2n3 — 12logn + 3’

n=1

> el — ef?m > 93n—1
—_——— d .
(c) 7;1 3e™ + be—2n’ (d) 7;1 (n+1)!

Data la serie a segni alterni

R —
2 n(n? — 5n + 10)

studiare la convergenza semplice utilizzando il criterio di Leibniz;

provare che la serie diverge assolutamente.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(x,y) = arctan(In(x? + 2z +y?) —4). Descrivere geometricamente e rappresentare le linee
di livello.

Descrivere geometricamente il dominio e determinare i punti critici della funzione f(z,y) =
In(z +y+2)— (z+2)(y — 1). Dire se sono max/min relativi o punti di sella.

Punti: 242, 4, 4, 3+3+3+3, 3+3, 3, 5.
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41—}—5:5 d;z:—/i1 dx—5/7_2x
V1— 22 V1— 22 2v1 — 22

) 9 )
/3953/5 + 5cos(2z) dx = 3/354/3 dx + 3 /2005(21’) dx = ?x7/3 + 5 sen(2z) + c.

dx = arcsenz — 5V 1 — 22 + c.

2. Applicando due volte il metodo per parti si ottiene

21113:

/(3x+7)ln( )dx—( 22 4+ 7z ) Iz — dx =

1
2% + 14z lnx—/(gxz—i-lllm)—dx] =
T

( 2247z )In’z — +14x>1nx—|—/(%x+14)dm:

:( 22+ 7z ) Iz —

) / x
:( x +7x>ln2x /33;—1—14 )Inzde =
( z +7:c)1n2x [

Jm— (5o

Jie = (5

3
T +14x)lnx+4x + 14z + c.

3. Siha che x = t2, quindi dx = 2t dt, per cui

2
2\/E+3 /2t+32tdt /4t +6tdt
\/5+1 t+1

Dalla divisione dei polinomi 4¢% + 6t e t + 1 si ottiene 4¢> + 6t = (4t + 2)(t + 1) — 2, percid

42 + 6t 2 1
/ o dt_/(4t+2—ﬁ)dt /(4t+2)dt—2/t+—1dt—

=2> 4+ 2t —2In[t+ 1| +c=22+2Vz - 2In(yz+1) +¢

. a. Studiando 'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ _;n\éﬁ =-1/ 2n3/2 che & il termine generale
di una serie convergente poiché 3/2 > 1. Per il criterio di asintoticita anche la serie data & convergente.

b. Utilizzando il criterio della radice si ottiene

. . . arctann ™
lim ¢/a, = lim {/e ?"(arctann)” = lim ——— = — < 1.
n—-+4oo n—-+o0o n—-+oo e2 2¢2
Dunque la serie converge.
C. Applicando il criterio necessario si vede che
. e —e 3N . 1—e4n 1
lim a,= lm ———= lim — =-#0,
n—-+oo n—+oo 3e™ + He"2"  notoo 3+ He 3N 3

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

d. Applicando il criterio del rapporto

. An41
lim = lim 1
n—+oco  ap n—+oo (Tl + 2)! 23n—

= lim
n—+oo n + 2

923(n+1)—1 1)! 23

si conclude che la serie converge.
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5. a. Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto che la serie
¢ effettivamente a segni alterni. Posto a, = m si ha a,, > 0 se e solo se In(n? —5n+10) > 0 ovvero
n? —5n + 10 > 1. Quest’ultima relazione & sempre vera (come si pud vedere verificando che il discriminante
dell’equazione di secondo grado ¢ negativo). Inoltre il termine generale & banalmente infinitesimo. Rimane
solo da verificare che si ha a, > a,41 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal fine si puo
introdurre la funzione f(x) = m tale che a, = f(n). Per provare la monotonia di a, & allora
sufficiente provare che f e decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta quindi provare che
f'(z) <0 per tutti gli  grandi. Si ha

- 1 2w—5 5— 2
In?(22 — 5z +10) 22 —=5z+10 (22 — 52+ 10) In*(22 — 5z + 10)

f'(z) =

Poiché 2% — 52410 > 0 per ogni z, il denominatore & sempre positivo, quindi f’(z) < 0 se e solo se 5—2x < 0
ovvero se x > 5/2. Quindi la funzione f & decrescente per ogni 2 > 5/2 e di conseguenza a,, > a,+1 per ogni
n > 3.

Alternativamente, utilizzando la monotonia del logaritmo e il fatto che a,, > 0,

1 1
tn = An n(n2 — 5n+ 10) — In((n+ 1)2 — 5(n + 1) + 10)

In(n? —3n+6) >In(n®>-5n+10) <<= n?-3n+6>n>-5m+10 <<= n>2.

Per il criterio di Leibniz la serie converge.

b. Si osserva che, ad esempio,
lim In(2? — 5z + 10)

Tr——+00 €T

=0

(si puo utilizzare il Teorema di de 'Hépital). Di conseguenza per tutti gli « sufficientemente grandi si avra
In(z? — 52 + 10) < e quindi, per tutti gli n sufficientemente grandi
1 1
— < > —.
In(n? —5n+10) = n

Poiché la serie di termine generale 1/n ¢ divergente, per il criterio del confronto, anche la serie data diverge
assolutamente.

6. Il dominio della funzione ¢ dato da
D={(z,y): 2®+22+y* >0} ={(z,y): (x+1)>+¢°>1}.

Il dominio & dunque la regione di piano esterna alla circonferenza di equazione (x + 1)% + y? = 1, di centro
C = (-1,0) e raggio R = 1.

L’insieme di livello & si ottiene risolvendo ’equazione f(x,y) = k. Per |k| > 7/2 tale insieme & vuoto (poiché
'arcotangente assume valori compresi tra —m /2 e 7/2), altrimenti equivale a In(2?+2z+y%)—4 = tan k ovvero
2?2 + 22 +y? = et che & I'equazione di una circonferenza di centro (—1,0) e raggio Ry, = v/1 + efttank,
Al variare di k € |—7/2,7/2[ U'insieme di livello k descrive un fascio di circonferenze concentriche di centro
(—1,0) e raggio Ry > 1 crescente al crescere di k.

7. 11 dominio ¢ dato da D = {(z,y) : z+y+2> 0} e rappresenta un semipiano.
I punti critici di f soddisfano il sistema

af 1 1

= —(y—1)=0, —_— =y-—1,
or x+y+2 (y=1) T+y+2 Y
of 1 1
. —— 2) = 0. —  _—z+2
oy x+y+2 (z+2) T+y+2
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Dalle due equazioni si ricava y — 1 = x + 2 ovvero y = = + 3 che sostituito nella seconda fornisce

1
— =242 <= 1=(@+2)22+5) <= 22?+9r+9=0.
z+(x+3)+2 ( I )
L’equazione di secondo grado ha come soluzioni 1 = —3/2, x5 = —3 per cui le soluzioni del sistema sono

P, =(-3/2,3/2), P, = (—3,0). Il punto P; non appartiene al dominio di definizione della funzione, dunque
P; e I'unico punto critico di f.
Le derivate seconde sono

o*f 1 2 f 1 2 f 1

g _ S 1
Ox? (x+y+2)2% Oy? (z4+y+2)% Oxdy (x+y+2)? ’

percio 'Hessiano nel punto P &

H(-3/2,3/2) = ‘ :;ﬁ :‘;’?i‘ =-3/2.

Essendo H(—3/2,3/2) < 0 si ottiene che P; & un punto di sella.
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

3 —4x
fi(z) = Nk fo(z) = 3x/x — 3sen(2z).

Calcolare, utilizzando due volte il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione

g(x) = (5z — 2)In*(z).
Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢ = \/x:

73\/5_2d1’,
VI +2

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:
oo

(@) Z?n\/ﬁ+210gn+17 (b) i(amos( n ))”

—~ 4n7/2 4 nt 45 — 2n + 1
o0 e2n . e—Sn 0 42n+1
D T d .
(c) ;(32”—%36”’ (d) ;(n—f—l)!
Data la serie a segni alterni
- 1
1" .
712_:1( ) In(n? — Tn + 16)

studiare la convergenza semplice utilizzando il criterio di Leibniz;

provare che la serie diverge assolutamente.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(x,y) = arctan(In(x? — 2z +y?) — 1). Descrivere geometricamente e rappresentare le linee
di livello.

Descrivere geometricamente il dominio e determinare i punti critici della funzione f(z,y) =
In(z+y—1)— (x —3)(y + 1). Dire se sono max/min relativi o punti di sella.

Punti: 242, 4, 4, 3+3+3+3, 3+3, 3, 5.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/informatica.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Anno Accademico 2002/2003

Corso di Laurea in [[nformatical

lAnalisi Matematica) tema B

Compitino del 24 giugno 2003

Svolgimento

3—4zx 1 —2z
———dx =3 7dx+4/7dx:3arcsenx+4 1—22+ec
/m /m 21 — 22
3 6 3
/3x\/_—3sen(2x) dx:3/a:3/2 dx—|—§/2(— sen(2z)) dx = 5x5/2—|—§cos(2x)+c.

2. Applicando due volte il metodo per parti si ottiene

/(5x—2)ln2(x)dx= (gx2—2$>1n2x—/(g 2 o2 )21;1xdz:

In?

H

- 20) —/5357 Hnzde =

Yo | (3o~ ao) i~ [ (5 - a0) L ae| -
x)ln2x7< 22 4x)1nx+/(gz—4)dx:

Jwta = (5

5
— 2z —4x> lnx—|—1x2—4x—|—c.

&}

— 2

8

In%z

%Z

A/~ /™~ /—\
N Ot N Ot D] Ot

8

o

N

3. Siha che x = t2, quindi dx = 2t dt, per cui

_ 2 _
3r—-2 / 2,0 di _/Gt a
\/E+2 t+2

Dalla divisione dei polinomi 6% — 4t e ¢ + 2 si ottiene 6t2 — 4t = (6t — 16)(t + 2) + 32, percio

612 — 4t 32 1
—dt= t—1 — ) dt = t—16)dt 2 ——dt =
/ ) /(6 6+ 5) /(6 6)dt+3 /t+2

=3t? — 16t + 32In |t + 2| + ¢ = 3z — 16y + 32In(\/z +2) +c.

. a. Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ 7"‘/_ 7/n5/ 2 che & il termine generale di
una serie convergente poiché 5/2 > 1. Per il criterio di asintoticita anche la serie data e convergente.

b. Utilizzando il criterio della radice si ottiene

n
nErJIrloo Van = nEI—IO—loo ”\/<arccos(2n7:_ 1)) = nkrfoo arccos(%;:_ 1) = arccos(1/2).

Essendo arccos(1/2) = w/3 > 1 la serie diverge.

C. Applicando il criterio necessario si vede che
] 6271 _ 6—371 ) 1— e—5n

lim a,= lim ——= lim ——— =1#0,
n—-+oo n—+oo 2" 4+ 3¢~  n—too 1+ 373"

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.
d. Applicando il criterio del rapporto

s 420D+ (5 4 1)) o
hm = ( ) = hm
n—+oo @y, n—too\ (n+2)! 42ntl n——+oo 1 + 2

=0<1,

si conclude che la serie converge.
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5. a. Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto che la serie
¢ effettivamente a segni alterni. Posto a, = m si ha a,, > 0 se e solo se In(n? —7n+16) > 0 ovvero
n? —Tn + 16 > 1. Quest’ultima relazione & sempre vera (come si pud vedere verificando che il discriminante
dell’equazione di secondo grado ¢ negativo). Inoltre il termine generale & banalmente infinitesimo. Rimane
solo da verificare che si ha a, > a,41 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal fine si puo
introdurre la funzione f(x) = m tale che a, = f(n). Per provare la monotonia di a, & allora
sufficiente provare che f e decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta quindi provare che
f'(z) <0 per tutti gli  grandi. Si ha

_ 1 20 — 7 _ 7T—2x
In?(22 — 7z +16) 22 —Tzx+16 (22 — 7z + 16) In*(22 — Tz + 16)

f'(z) =

Poiché 2% — 72416 > 0 per ogni z, il denominatore & sempre positivo, quindi f’(z) < 0 se e solo se 7—2x < 0
ovvero se x > 7/2. Quindi la funzione f & decrescente per ogni 2 > 7/2 e di conseguenza a,, > a,+1 per ogni
n > 4.

Alternativamente, utilizzando la monotonia del logaritmo e il fatto che a,, > 0,

1 1
tn = An n(n2 —Tn+16) — In((n+ 1)2 — 7(n + 1) + 16)

In(n? —5n+10) > In(n? - +16) <= n?>—-5n+10>n>-Tn+16 <= n>3.

Per il criterio di Leibniz la serie converge.

b. Si osserva che, ad esempio,
lim In(2? — 7z + 16)

Tr——+00 €T

=0

(si puo utilizzare il Teorema di de 'Hépital). Di conseguenza per tutti gli « sufficientemente grandi si avra
In(z? — 72 + 16) < x e quindi, per tutti gli n sufficientemente grandi
1 1
— s > — -
In(n? - +16) = n

Poiché la serie di termine generale 1/n ¢ divergente, per il criterio del confronto, anche la serie data diverge
assolutamente.

6. Il dominio della funzione & dato da
D={(z,y): 2 —22+y* >0} ={(z,y): (x—1)>+¢°>1}.

Il dominio & dunque la regione di piano esterna alla circonferenza di equazione (x — 1)% + y? = 1, di centro
C = (1,0) e raggio R = 1.

L’insieme di livello & si ottiene risolvendo ’equazione f(x,y) = k. Per |k| > 7/2 tale insieme & vuoto (poiché
'arcotangente assume valori compresi tra —m /2 e 7/2), altrimenti equivale a In(z? —2z+y?)—1 = tan k ovvero
2?2 — 22 + y? = e!T*F che ¢ I'equazione di una circonferenza di centro (1,0) e raggio Ry = /1 + el ttank,
Al variare di k € |—7/2,7/2[ I'insieme di livello k descrive un fascio di circonferenze concentriche di centro
(1,0) e raggio Ry > 1 crescente al crescere di k.

7. 1l dominio & dato da D = {(9:, y):rx+y—1> O} e rappresenta un semipiano.
I punti critici di f soddisfano il sistema

af 1 1

Oor x+y—1 w+1) ’ r+y—1 v
of 1 1
—=——(x—-3)=0. —— =z -3
dy z4+y-—1 (z—3) r4+y—1 .
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Dalle due equazioni si ricava y + 1 = x — 3 ovvero y = x© — 4 che sostituito nella seconda fornisce

1
——— =r-3 <<= 1=(x-3)2x-5 = 22211 14=0.
oy Py | x (x —3)(2x —5) x x+
L’equazione di secondo grado ha come soluzioni 21 = 7/2, xo = 2 per cui le soluzioni del sistema sono
P, =(7/2,-1/2), P, = (2,-2). Il punto P, non appartiene al dominio di definizione della funzione, dunque
P; e I'unico punto critico di f.
Le derivate seconde sono

o*f 1 2 f 1 2 f 1

gJ —_— 1
Ox? (x+y—1)% 2 (x4+y—1)% dxdy (x +y—1)2 ’

percio 'Hessiano nel punto P &

=-3/2.

H(7/2,-1/2) = ‘ :;ﬁ jﬁ‘

Essendo H(7/2,—1/2) < 0 si ottiene che P; & un punto di sella.
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.
Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni
_ ooe — 2cos(2z) — 322\/z
fl(ﬂf)— ﬁ, fQ(IL‘)— COS( I)— x xZ.

Calcolare, utilizzando due volte il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione

g(x) = (2z — 3)In*(z).
Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢ = \/x:

[V

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

(arctann)™r 2",

= 12y/n —logn + 1
<a) Z 2m2/3 + 3nd/2 — 4’ (b)
=1

NE

n=1
= e3n — Qe 0 53n+2
- d .

(c) ;eQ”+4e3”’ (d) nZ::l(n—f—l)!
Data la serie a segni alterni

- 1

-nH" .
712_:1( ) In(2n? — 7n +9)

studiare la convergenza semplice utilizzando il criterio di Leibniz;

provare che la serie diverge assolutamente.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(x,y) = arctan(In(x? +y% + 2y) — 2). Descrivere geometricamente e rappresentare le linee
di livello.

Descrivere geometricamente il dominio e determinare i punti critici della funzione f(z,y) =
In(z+y—1)— (x+ 1)(y — 3). Dire se sono max/min relativi o punti di sella.

Punti: 242, 4, 4, 3+3+3+3, 3+3, 3, 5.
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/m /\/7_332 /N%dm:5arcsenx+ 1—z2+ec
/2 cos(2x) — 3x%\/rdx = /2008(2.13) dx — 3/335/2 dx = sen(2x) — gx7/2 +ec.

2. Applicando due volte il metodo per parti si ottiene
/(217 —3)In’*(z)dz = (z° — 32) In®z — /(zQ — 3z)
= (2% — 32) In*z — /(2:0 —6)Inzdr =

— (2% = 30) In e - [(xz ~6) e~ [ (&2 _655)%%] _

:(:17273z)ln2x7(x276:1:)1nx+/(x76)dz:

2Inz

dr =

= (a:2 —33:) In?z— (x2 —6a:) Inz + %xQ — 6x + c.

3. Siha che z = t2, quindi dx = 2t dt, per cui

_4 212
/‘/— /—Qtdt /t;gtdt
Jar1® t11 t11

Dalla divisione dei polinomi 2¢2 — 8t e t + 1 si ottiene 2t — 8t = (2t — 10)(¢ + 1) + 10, percio

2t2 — 8¢ 10 1
—dt = 2t —1 — | dt = 2t —10)dt + 1 —dt =
/ P+ /( 0+77) /( 0) +O/t+1

=12~ 10t + 10t + 1| +c=2 — 10z + 10In(y/z + 1) +c.
4. a. Studiando l'asintoticita del termine generale a, si vede che a, ~ ;T‘/f:f = 4/n che ¢ il termine generale di
una serie divergente. Per il criterio di asintoticita anche la serie data ¢ divergente.

b. Utilizzando il criterio della radice si ottiene

arctann 1
lim {/a, = lim {/(arctann)"7—2" = lim ——— = 7n < 1.
7r

n—-+o00 n—+o0 n—-+oo ™
Dunque la serie converge.
C. Applicando il criterio necessario si vede che

3n —-n n —3n
. e’ — 2e . e" —2e
lim ap, = lim ————— = lim 45:—#007&0,
n—-+o00 n—+oo 2" | 4e—3n n—+oo 1 + 4e=°"
quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini definitivamente positivi, diverge.

d. Applicando il criterio del rapporto

. An+1
lim 2t —

notoo Gn ni&lw( (n+2)! 53n+2 lim

7n~>+oo’n—|—2

53(n+1)+2 1)! 53
(n+1) )=l —0<1,

si conclude che la serie converge.
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5. a. Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto che la serie
¢ effettivamente a segni alterni. Posto a, = m si ha a,, > 0 se e solo se In(2n? — 7n+9) > 0 ovvero

2n2 —7n+9 > 1. Quest’ultima relazione & sempre vera (come si pud vedere verificando che il discriminante
dell’equazione di secondo grado ¢ negativo). Inoltre il termine generale & banalmente infinitesimo. Rimane
solo da verificare che si ha a, > a,41 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal fine si puo
introdurre la funzione f(x) = m tale che a, = f(n). Per provare la monotonia di a, & allora
sufficiente provare che f e decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta quindi provare che
f'(z) <0 per tutti gli  grandi. Si ha

B 1 de -7 7—4x
In?(222 — 7 4+9) 222 —-Tx+9 (222 — Tz +9)In*(222 — T +9)

f'(z) =

Poiché 222 — Tz +9 > 0 per ogni z, il denominatore & sempre positivo, quindi f’(z) < 0 se e solo se 7—4x < 0
ovvero se x > 7/4. Quindi la funzione f & decrescente per ogni 2 > 7/4 e di conseguenza a,, > a,+1 per ogni
n > 2.

Alternativamente, utilizzando la monotonia del logaritmo e il fatto che a,, > 0,

1 1
tn = An m(2n2 —7n+9) — n(2(n+ 12— 7(n + 1) + 9)

In(2n* —=3n+4)>In(2n* =T +9) <= 20> -3n+4>202 - +9 <= n>5/4

Per il criterio di Leibniz la serie converge.

b. Si osserva che, ad esempio,
lim In(2z% — 7z +9)

Tr——+00 €T

=0

(si puo utilizzare il Teorema di de 'Hépital). Di conseguenza per tutti gli « sufficientemente grandi si avra
In(22% — 7x + 9) < x e quindi, per tutti gli n sufficientemente grandi
1 1
— < > — .
In(2n2 - +9) " n

Poiché la serie di termine generale 1/n ¢ divergente, per il criterio del confronto, anche la serie data diverge
assolutamente.

6. Il dominio della funzione ¢ dato da
D={(z,y): e®+y*+2y>0} = {(z,9): ®+ (y+1)°>1}.

Il dominio & dunque la regione di piano esterna alla circonferenza di equazione z2 + (y + 1)? = 1, di centro
C =(0,—1) e raggio R = 1.

L’insieme di livello & si ottiene risolvendo ’equazione f(x,y) = k. Per |k| > 7/2 tale insieme & vuoto (poiché
'arcotangente assume valori compresi tra —m/2 e 7/2), altrimenti equivale a In(2?+y?+2y)—2 = tan k ovvero
22 +y? + 2y = 2Ttk che & 'equazione di una circonferenza di centro (0, —1) e raggio Ry, = v/1 + e2ttank,
Al variare di k € |—7/2,7/2[ U'insieme di livello k descrive un fascio di circonferenze concentriche di centro
(0,—1) e raggio Ry > 1 crescente al crescere di k.

7. 1l dominio & dato da D = {(9:, y):rx+y—1> O} e rappresenta un semipiano.
I punti critici di f soddisfano il sistema

of 1 1
. (y-3)=0 —  _—y-3
rr— (y—3)=0, oyl Akl
of 1 1
2~ (@41 =0 =zl
oy ax+y—1 (z+1) r+y—1 *
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Dalle due equazioni si ricava y — 3 = x + 1 ovvero y = = + 4 che sostituito nella seconda fornisce

1
— =z +1 = 1=@+1)2r+3) <= 2?+52+2=0.
z+(z+4)—1
L’equazione di secondo grado ha come soluzioni 1 = —1/2, x5 = —2 per cui le soluzioni del sistema sono

P, =(-1/2,7/2), P, = (—2,2). Il punto P; non appartiene al dominio di definizione della funzione, dunque
P; e I'unico punto critico di f.
Le derivate seconde sono

P 1 0% f 1 0% f 1

gJ —_— 1
Ox? (x+y—1)% 2 (x4+y—1)% dxdy (x +y—1)2 ’

percio 'Hessiano nel punto P &

=-3/2.

H(-1/2,7/2) = ‘ jﬁ jﬁ‘

Essendo H(—1/2,7/2) < 0 si ottiene che P; & un punto di sella.
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

filz) = %, fo(x) = 2sen(2x) + 22V 13 .

Calcolare, utilizzando due volte il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione
g(x) = (4z + 1) In*(z).
Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢ = \/x:
2y/x —1 d
vV +3

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

Zz,

2 203 — b2 41 = n n
7 b 3 (awesen (355
(2) ;4n7/2+310gn—5 (b) nzl aresen 3n+1
> 6n_2673n o0 34n+1
— d
(c) ;Qen—ki’)e_"’ (d) ;(WA—D'

Data la serie a segni alterni

oo . 1
;(—1) In(n2 —4n+7)"

studiare la convergenza semplice utilizzando il criterio di Leibniz;

provare che la serie diverge assolutamente.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(z,y) = arctan (ln(:v2 +y?—2y)+ 1). Descrivere geometricamente e rappresentare le linee
di livello.

Descrivere geometricamente il dominio e determinare i punti critici della funzione f(z,y) =
In(z +y+2)— (z —1)(y + 2). Dire se sono max/min relativi o punti di sella.

Punti: 242, 4, 4, 3+3+3+3, 3+3, 3, 5.
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24 3x 243 L 2/ / —2z
N V1 —m2 2v1 — 2?2
4
/QSen(Qz) +2axvVadde = — / 2(—sen(2z)) dx + 2/x5/2 dx = — cos(2x) + 517/2 +ec.

dx = 2arcsenx — 31— 22 +c.

2. Applicando due volte il metodo per parti si ottiene

/(4x +1)In®(z) dz = (22 + z) Inz — /(2;102 + )

= (22° + 2) ln2x—/(4az+2)lnxdw =

2lnz

dr =
T

— (2x2 + x) In?z — [(23:2 + Qm) Inx — /(23:2 + 2m)%dm] =

= (2x2 +x) In?z— (2x2 +2x) lnx+/(2x+2) dr =
= (2x2 +x) In?z — (2952 +2m) lnz+ 2242z +c.
3. Siha che x = t2, quindi dx = 2t dt, per cui

2 —1 42 — 2
Wr—1 /_M /f Eat
\/5+3 t+3 t+3

Dalla divisione dei polinomi 4t? — 2t e t + 3 si ottiene 4t? — 2t = (4t — 14)(t + 3) + 42, perciod

412 — 2t 42 1
— [ (at—144+ 22 4)dt 42 | ——dt =
/ g /(t tis )dt /(t )dt + /t+3dt

=27 — 14t + 42|t + 3| + ¢ =22 — 14z + 42In(\/z +3) +c.

4. a. Studiando ’asintoticitd del termine generale a,, si vede che a,, ~ 4%32 =1/ 2n/2 che ¢ il termine generale
di una serie divergente poiché 1/2 < 1. Per il criterio di asintoticita anche la serie data ¢ divergente.

b. Utilizzando il criterio della radice si ottiene

n n n
= li sen( )= 1/3).
30+ 1)) lmaresen( o arcsen(1/3)

Poiché arcsen(1/3) < arcsen(1/2) = w/6 < 1, la serie converge.

lim a, = lim ¢ (arcsen(
n—-+4oo n—-+oo

C. Applicando il criterio necessario si vede che
) . e — 2e=3n . 1—2e~4n
lim a,= lim ——— = lim ——— = - #0,
n—-+o0 n—-+oo 2e" + 3e~ " n—+oo 2 4+ 3e—2n 2
quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

d. Applicando il criterio del rapporto

i Gt 3D (4 1)!) L 34

n—+0o Gy ni&lm( (n + 2)! 34n+1 o nEIJIrloo n -+ 2 =0<1,

si conclude che la serie converge.
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5. a. Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto che la serie
¢ effettivamente a segni alterni. Posto a,, = m si ha a, > 0 se e solo se In(n? — 4n + 7) > 0 ovvero
n? —4n +7 > 1. Quest’ultima relazione & sempre vera (come si pud vedere verificando che il discriminante
dell’equazione di secondo grado ¢ negativo). Inoltre il termine generale & banalmente infinitesimo. Rimane
solo da verificare che si ha a, > a,41 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal fine si puo
introdurre la funzione f(z) = m tale che a, = f(n). Per provare la monotonia di a, & allora
sufficiente provare che f e decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta quindi provare che
f'(z) <0 per tutti gli  grandi. Si ha

1 2x — 4 _ 4 —2x
(22 —4x4+7) 2> —4x+7 (22 —4dx4+7)In*(22 -4z +7)

f'(x) =

Poiché 22 — 4z 47 > 0 per ogni x, il denominatore & sempre positivo, quindi f/(x) < 0 se e solo se 4 —2x < 0
ovvero se x > 2. Quindi la funzione f & decrescente per ogni z > 2 e di conseguenza a,, > a,4+1 per ogni
n > 2.

Alternativamente, utilizzando la monotonia del logaritmo e il fatto che a,, > 0,

1 1
>
Inn?2 —4n+7) ~ In((n+1)2—-4(n+1)+7)
In(n? —2n+4)>Inn?> —4n+7) <<= n*-2n+4>n>—4dn+7 <= n>3/2

Qp = Gp41 <~

—

Per il criterio di Leibniz la serie converge.

b. Si osserva che, ad esempio,
. In(z? -4z +7)
lim —=

r— 400 €T

=0

(si puo utilizzare il Teorema di de 'Hépital). Di conseguenza per tutti gli « sufficientemente grandi si avra
In(z? — 42 + 7) < x e quindi, per tutti gli n sufficientemente grandi

1
In(n? —4n +7) s

Poiché la serie di termine generale 1/n ¢ divergente, per il criterio del confronto, anche la serie data diverge
assolutamente.

6. Il dominio della funzione ¢ dato da
D={(z,y): e®+y*>—=2y>0} = {(z,9): ®+(y—1)°>1}.

Il dominio & dunque la regione di piano esterna alla circonferenza di equazione z2 + (y — 1)? = 1, di centro
C =(0,1) e raggio R = 1.

L’insieme di livello & si ottiene risolvendo ’equazione f(x,y) = k. Per |k| > 7/2 tale insieme & vuoto (poiché
'arcotangente assume valori compresi tra —m/2 e 7/2), altrimenti equivale a In(2?+y?—2y)+1 = tan k ovvero
22 4+ 9% — 2y = e *=1 che & I'equazione di una circonferenza di centro (0,1) e raggio Ry = /1 + etank—1,
Al variare di k € |—7/2,7/2[ I'insieme di livello k descrive un fascio di circonferenze concentriche di centro
(0,1) e raggio Ry > 1 crescente al crescere di k.

7. 11 dominio ¢ dato da D = {(z,y) : z+y+2> 0} e rappresenta un semipiano.
I punti critici di f soddisfano il sistema

8_f_ 1

S 2) =0 R 2
or x+4+y+2 +2)=0, r+y+2 s
0 1 = 1
—fzi—(x—l):o. — =z -
oy x+y+2 T+y+2
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Dalle due equazioni si ricava y + 2 = x — 1 ovvero y = © — 3 che sostituito nella seconda fornisce

S TN l=(@-1)2zx—-1) <= 22°-3z=0.
r+(r—3)+2

L’equazione di secondo grado ha come soluzioni 21 = 3/2, zo = 0 per cui le soluzioni del sistema sono
P, =(3/2,-3/2), P, = (0,—3). Il punto P; non appartiene al dominio di definizione della funzione, dunque
P; e I'unico punto critico di f.

Le derivate seconde sono

o*f 1 2 f 1 2 f 1

g _ S 1
Ox? (x+y+2)2% Oy? (z4+y+2)% Oxdy (x+y+2)? ’

percio 'Hessiano nel punto P &

=-3/2.

H(3/2,-3/2) = ‘ :;ﬁ jﬁ‘

Essendo H(3/2,—3/2) < 0 si ottiene che P; & un punto di sella.
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