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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Risolvere i seguenti limiti usando (ove lecito) il Teorema de L’Hopital oppure gli sviluppi
di Taylor

(a) I 2arcsen(7z) — vz + 1 (b) I 9¢” @-D? & 3arctan
im im
z—0 sen(3z) z—1 4logx — bx
(©) 1 e?sen® 1 —sen(e?® — 1) () 1 arcsen(2x + 3x?) — sen(3z)
¢) lim im
2—0 412 sen(2x) a—0 €7 —cos(3x) +4x2

log (1 + %)
z—+o0 2arctan(2x?) — 7

1 2
2. Data la funzione f(z) = Slogz +

(e)

2—-5logzx
a) trovare il dominio di deﬁniz?one ed i limiti agli estremi del dominio; b) trovare gli
eventuali asintoti; c¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima e
trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo
locale e/o globale della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita/concavita. f) tracciare infine Pandamento qualitativo del grafico di f.

3. Data la funzione g(x) = 2z — 1 + log |22 — 4z + 2|
a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) determinare
gli eventuali asintoti; c) calcolare la derivata prima e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo locale e/o globale della funzione;
d) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di convessita/concavita; e) utiliz-
zando opportunamente il Teorema degli Zeri e i risultati dei punti precedenti, studiare
qualitativamente gli zeri di g; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.

4. Si calcolino i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati in xy = 0:

a) hi(x) = sen(z — 3z?) di ordine 3, b)  hy(z) = e2sen(32)Fcos(20) i ordine 3,
(a)
(¢) hs(x)= a:2(1 — cos(:z:g)) di ordine 7.

Punti: 242+2+2+2, 7, 9, 3+3+3.
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). Studiamo dunque il segno della funzione vicino a « = 0. Il numeratore

tende a —1 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere negativo in un intorno di 0. Il
denominatore € positivo per x > 0 e negativo per x < 0. Quindi la funzione ¢ positiva in un intorno sinistro
di 0, e negativa in un intorno destro. Concludendo

2arcsen(7z) — vz +1 2arcsen(7z) — vz +1
lim = +o00, lim =0,
z—0~ sen(3x) z—0+ sen(3z)

dunque il limite non esiste.

. Il limite richiesto non e in forma indeterminata. Infatti poiché la funzione ﬁ tende a +00 e quindi

e~1/@=1? tende a 0, il numeratore tende a 3arctan 1 = 37/4, mentre il denominatore tende a —5. Quindi
il limite richiesto & —3/20.

. Si puo applicare de L’Hopital tre volte (forma indeterminata 0/0):

. e2snT ] —gen(e?® — 1) gl 2507 cosp — cos(e?* — 1)e?*2 0
lim = lim - [_}
z—0 322 sen(2z) z—0  6zsen(2x) + 32 cos(2x)2 0
Ll 25M T4 cos? 1 — 25N sen 1+ sen(e?® — 1)e**4 — cos(e?® — 1)e?*4 {O}
= im =|=
z—0 6sen(2z) + 6z cos(2x)2 + 12z cos(2z) — 622 sen(2x)2 0
0/0
L’Hoépital

= lim (62 SenTR 003 & — 25" T8 sen x cos & — €25 T4 sen x cos & — €257 cos

z—0
+ cos(e?® — 1)e578 4 sen(e?” — 1)e?16 + sen(e?® — 1)e**8 —
— cos(e? — 1)62”8)/(12 cos(2x) + 24 cos(2x) — 24x sen(2x)2 —

8—2+8-8 1

— 242 sen(2x) — 1222 cos(2x)2) =512 " &

Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

3

y
seny =y+oly), seny=y-— +o(y®),
2 3
e =1+y+ L+ o),

si ottiene

3z% sen(2z) = 32 (2z + o(22)) = 62° + o(z%),

2x)? 2z)3 4
e 1= (1—1—2334—%4—%4—0((23:)3)) —1:2x+2x2+§x3+0(333),

1
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4 1 4 3
sen(e?® — 1) = (296 + 227 4 §x3 + o(m3)> ~3 (23: +22% + gms + 0(963)) +
4 2\ 3
+ 0((23: +22% 4 gxg + 0(17‘3)) ) =

4 1
=2z +22% + gxg — =823 + o(x%) = 22 + 222 + o(x?),

6
3 1 3 2 1 3 3
e2sent — 1 4 (2:5 - 2% + o(xg)) + 5(23: - 2% + 0(3:3)) + 8 (296 - 2% + 0(3:3)) +
23
+ 0((2x - 23 + 0(3:3))3) =
= _“T_B 1 2 1 3 3y 2 3 3
=1+2x 3 —|—24x +68m +o(x®) =14 2z + 22° + 2° + o(x”).

In definitiva lo sviluppo del numeratore Num(z)
Num(z) = (1422 + 22° + 2° + o(2?)) — 1 — (22 + 22° + o(2?)) = 2* + 0(2?) .

Il limite ¢ allora

o(z®)

. ersenT 1 _gen(e?® — 1) . 234 o(2?) 1+ 2 1
lim =lim —/———— = lim —%5+ = —.
z—0 3x2 sen(2x) 2=0 623 + o(23)  2—064 22D 6
Il limite richiesto vale allora 1/6.
d. Si puo applicare de L'Hépital (forma indeterminata 0/0):
I S _ .
. arcsen(2x + 3z?%) — sen(3z) LHopital i V1= (Get3a?)? (2 + 62) — 3 cos(3z) 2-3 1
11m == = = ——.
=0 €7 — cos(3x) + 4x? =0 7€ + 3sen(3x) + 8z 740 7

Per il Teorema di de L’Hoépital il limite richiesto esiste e vale —1/7.
Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 1 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

arcseny =y +o(y), seny=y+o(y), e =1+y+oly), cosy=1+o(y),

si ha
arcsen(2x 4 32%) — sen(3z) = (2x + 32%) + o((2z + 32?)) — (3z + 0o(32)) = —x + o(x),
e™ —cos(3z) + 4 =14 T + o(7x) — (1 + o(z)) + 42* = T2 + o(x),
ed infine _
_arcsen(2z + 32%) —sen(3z) . —x+o(z) . —1422 1
lim =lim ———~2 =1lim ——% = _—_
z—0 e — cos(3x) + 42 e—0 Tx+o(x) -0 74 o) 7

e. Poiché lim,_, o arctany = m/2, il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando de L’Hépital:

3 oo ! (_E)
log(l + p) L’Hépital . 1+ 3/:82 3 ) —6(1 + 4$4) 24
= lim = lim ——— =—— =-3.
z—+oo 2arctan(2x2) — 7 2400 2 . z—too 8zt 4 2412 8
1+ (222)2

Per il Teorema di de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale —3.

2
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2. a-b-c) La funzione & definita per > 0 e 2 — 5logx # 0, quindi il dominio ¢ dato da D = {z > 0, = # €?/°}.
Segno: si ha 3logz +2 > 0 se e solo se & > e~2/3 mentre 2 — 5logz > 0 se e solo se x < /5. Allora

>0, see 23 <qx< e,
f(@) =0, sex=e2/3,

<0, se0<x<e 23 oppure x > /5,
Dallo studio del segno risulta anche
. 6/5+2
o 110 = [ 0F =
. 3 : 3
. o . log x _ 9 . _ log x __°
xEI—&r-loo f(x) N zEr-iI-loo 1021 ) -5 ;cllr(I)lJr f(x) ;clir{)lJr Iozm -5 5
Quindi la retta di equazione z = /5 & un asintoto verticale, mentre quella di equazione y = —3 /5 & un
asintoto orizzontale.
d. Calcoliamo la derivata prima
() = 3(2-5logz) — (3logz 4 2)=2 _ 16
(2 —5logx)? (2 —5logx)?’

Quindi la derivata prima ¢ sempre positiva sul dominio di definizione, percio f & crescente su |0, e?/ 5[ e su
5 . . . . . . . . ’ .
]62/ °,400[. La funzione non ammette massimi/minimi relativi né assoluti.

e. La derivata seconda e

(2—5logz)? +x-2(2—5logz)=> 16 5logx + 8

") = 16 — 16 8T TO
/) 22(2 — 5log )4 22(2 — 5log x)3

Il numeratore & positivo se z > e~/ il denominatore se z < €2/°. Percid

>0, see ¥5 < g < e,
1 —
() =0, sex=ce 8/5,

<0, se0<axz<e®5oppure z > /%,

Quindi la funzione & convessa su Je=%/% ¢2/5[, mentre & concava su ]0,e~%/°[ e su |e*/%, +oo[. In z = e~%/°
presenta un punto di flesso. Nella figura la zona del punto di flesso ¢ evidenziata con sfondo grigio, e
ingrandita a destra con scala diversa.

F@) = 3logx + 2

) S T
27 1
1
1
T
1
1
> >
PSS T
s (2
0| [4 9 ) L © ) €T
1 | 2
3 A o h
56 QQ‘Vo
3
9
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La funzione & definita per 22 — 4z 4+ 2 # 0 ovvero per z # x, 1= 2 — V2 e & # x5 := 2 + /2, pertanto il
dominio ¢ D =R\ {2 — \/5,24—\/5}.

Poiché lim,,_,o+ logy = —oo si ottiene che
lim r) = —00, lim r)=—00
w—>27\/§g( ) w—>2+\/§g( ) ’

Gli altri due limiti da calcolare sono

lim g(z) = +o0,

T—+00
1 logla? — 4z +2
lim g(x)= lim (95(2———5-M

T——00 T——00 x x

)) =[-00-(2-04+0)] = —o0,

log |22 —4a+2| -0 (

essendo lim,_, o —

usare ad esempio de I'Hopital).

. Per quanto visto sopra, le rette di equazione z = 2 — /2 e & = 2 4 /2 sono asintoti verticali. Inoltre, come
sopra si verifica che

lim A =
r—Foo I
lirin (9(x) —2z) = lirin (log|2? — 42 + 2| — 1) = 400,

percio non esistono asintoti obliqui.

. Sul dominio la derivata prima &

1 z? — 3z
z)=2+ 5——-(22—-4)=2——"—"—.
9(@) Jrx2—43v—i—2( ) 72 — 4z + 2
Il denominatore & positivo per x < x1 oppure x > X2, mentre il numeratore € positivo per x < 0 oppure
x > 3. Ricapitolando, si ottiene

=0, sexz=0, oppure z =3

>0, sex <0, oppure 1 < x < 3 oppure > g
g’(w){
<0, se0<x <z oppure 3 <z < x3.

Quindi la funzione & crescente su |—o0,0[, su Jz1, 3[ e su |xe, 400 mentre & decrescente su |0, z1[ e su |3, z2[.
In x =0 e z = 3 la funzione ammette due massimi relativi.

. La derivata seconda &

”(ac) - 2(238 — 3)(3;2 —4x +2) — (x2 — 3z)(22 — 4) _ 22— dx 46
g B (x2 —4x + 2)2 - (xQ —dx+ 2)2 :

Poiché, limitatamente al dominio, la derivata seconda € sempre negativa si ha che la funzione & concava su

|—o0, 1], su Jz1, x| e su Jzg, +00].

. Applicando una delle conseguenze del Teorema degli Zeri all’intervallo |z, 3], poiché g(3) = 5 > 0 e

lim,_ +g(x) = —oo, si ottiene che esiste w3 € Jx;,3[ tale che g(x3) = 0. Dal punto c) si osserva che
1

la funzione e strettamente crescente sull’intervallo, dunque tale punto & unico. Analogamente si puo proce-

dere sugli intervalli [3, z2[ e |x2, +00[ provando esistenza, rispettivamente, di altri due punti x4 e x5 dove
la funzione si annulla. In definitiva si ha che

>0, sex € |rs,xa[U]xs, +00[
g(x) ¢ =0, sex = w3, oppure x = x4, Oppure & = s
<0, sex€]|—oo,x1[U]r1,x3[U]ag, 22| U2, 25[.

In pratica poi i punti x4, 2, x5 sono molto vicini fra loro e sono indistinguibili nella figura che segue.

4
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g(z) := 22 — 1 + log|a? — 4x + 2|

2—/2
2+V2

r=
xr

| max loc |

4. Ricordiamo che il polinomio di Taylor di ordine 3 centrato in zo = 0 di una funzione h(z) &

Py(z) = h(0) + ' (0)x + h”2(°) 22+ hWG(O) e

Basta allora calcolare h(0) = 0, h’(0), h”(0), h"(0).
a. Siha
B (z) = cos(z — 32?)(1 — 6z),
)

x — 32%)(1 — 62)? — 6cos(z — 3z?),

(
RY'(x) = — cos(z — 3x2)(1 — 62)* — sen(x — 32%)2(1 — 62)(—6) + 6sen(x — 32%)(1 — 6x).
Quindi A} (0) =1, kY (0) = —6, h{’(0) = —1 e il polinomio di Taylor &

3

—6 -1
Pg(x):w+7x2+?x3:x—3x2—€.

Alternativamente, sfruttando lo sviluppo di Taylor della funzione seno in zy = 0 si ha

23
sen(z — 32%) = (z — 32%) — é(m —32%)% + o((z — 32°)°) =2 — 32° — — + o(a?).

6
z®

Dall'unicita dello sviluppo segue che P3(z) = 2 — 322 — T

b. Si ha
Wy () = e?s5en(32)F+c0s(22) (6 co5(3x) — 2sen(2)),
hY (z) = e?5en(30)+eos(22) (6 cog(3x) — 2sen(2z))? — 25 B2)+e0s(20) (18 gen (3x) + 4 cos(2))

R () = e?5en(32)Fe0s(2) (6 cog(3a) — 2sen(22))° +
+ e2sen(32)+eos(22) 96 cos(3x) — 2sen(2x))(—18sen(3z) — 4 cos(2x)) —
— 23en(32)+005(22) (6 ¢05(32) — 2sen(2x))(18sen(3z) + 4 cos(2x)) —
— 23en(32)+e0s(22) (54 ¢og(32) — 8sen(2z)).

5
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Quindi h2(0) = e, hy(0) = 6e, hy(0) = 32e, h4'(0) = 90e e il polinomio di Taylor &

2
Ps(z) = e+ 6ex + %ﬁ + 96Ex3 = e(1 + 62 + 1622 + 152%).

Alternativamente, si possono sfruttare gli sviluppi di Taylor delle funzioni seno e coseno in xy = 0, e quello
dell’esponenziale in yo = 2sen0 + cos0 = 1. Si ha

sen(3z) = 3z — @ + o(x?), cos(2z) =1 — (22)* + o(z?),
e =ctely—1)+ 5y 17+ gl -1 +olly—1)°).

2 6
per cui

2sen(3z) + cos(2z) = 1 + 62 — 222 — 923 + o(2?),
e2sen(3z)Foos(2z) — o 4 e(6x — 222 — 923 + o(2%)) + S(Gx — 222 — 923 + o(2%))? +

+ 2(693 —22% — 92% 4 0(2?))® + o((62 — 22 — 92° + o(2%))?) =
= e+ e(6z —22% — 92°) + g((Gx)2 + 2(62)(—222)) + %(6:10)3 +o(z?) =
= e(1 + 62 + 1622 + 152%) + o(x?).

Dall’unicita dello sviluppo segue nuovamente che Ps(z) = e(1 + 6z + 1622 + 1523).

. In questo caso conviene utilizzare gli sviluppi. Infatti
3)2 8
hg(x) = £C2 (]_ — (]. — % + 0(($3)2)>> = % + 1’2 O(xﬁ) — 0(;57) .

Quindi banalmente P;(xz) = 0 ¢ il polinomio nullo.
Alternativamente si possono calcolare le derivate successive fino all’ordine 7, verificando che si annullano
tutte in xp = 0.
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Risolvere i seguenti limiti usando (ove lecito) il Teorema de L’Hopital oppure gli sviluppi
di Taylor

arcsen(3x — 2x?) — sen(2z) . e 1 _sen(e? — 1)
b) 1
(&) P edr cos(bx) — 222 (b) ) 222 sen(3x)
1
| 1 T @-1n2Z _ t
() . og( + 2) (d) lim e Harc an:c7
z—+o0 2arctan(2x?) — z—1 2logz — 3x
214 _
(¢) lim Vattd—et
z—0 cosx — 1
1—-21
Data la funzione f(z) = S 208T
3logx — 2

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) trovare gli
eventuali asintoti; c) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima e
trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo
locale e/o globale della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita/concavita. f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

Data la funzione g(x) = 22 — 5 — log |22 — 2z — 1|

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) determinare
gli eventuali asintoti; c¢) calcolare la derivata prima e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo locale e/o globale della funzione;
d) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di convessita/concavita; e) utiliz-
zando opportunamente il Teorema degli Zeri e i risultati dei punti precedenti, studiare
qualitativamente gli zeri di g; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.
Si calcolino i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati in xy = 0:

a hl x) = cos(3x — 5172 di ordine 3, b hg xTr) = esen(Q:r) 2 cos(3z) di ordine 3,
( )
(C) h3(3§') = £C3 SGH(ZL‘5> di ordine 7.

Punti: 242+2+2+2, 7, 9, 3+3+3.
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1. a. Si puo applicare de L’Hopital (forma indeterminata 0/0):

-1  (3_ _
. arcsen(3x — 222) — sen(2z) LHapiial . V1-(3z—222)2 (3 — 4x) — 2 cos(2z) 3—-2 1
1m - 1m = = — .
a—0 e — cos(bx) — 222 z—0 4e** + 5sen(bx) — 4z 4+0 4

Per il Teorema di de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale 1/4.
Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 1 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

arcseny = y+o(y),  seny=y+oly), e =1l+y+oly), cosy=1+o(y),

si ha
arcsen(3x — 22?) — sen(2x) = (3 — 22%) + o((3z — 22?)) — (2x + 0(27)) = = + o(z),
e'® —cos(5x) — 22% = 1+ 4x + o(4x) — (14 o(x)) — 22% = 4z + o(x),
ed infine
. arcsen(3x — 222) — sen(2z) . x+o(x) 1+
lim = lim ———= = lim o= —.
a—0 e — cos(bx) — 22 =04z +o(x) 2044 2@ 4

b. Si puo applicare de L'Hopital tre volte (forma indeterminata 0/0):

0/0

. e25nT ] —gen(e?® — 1) vmepitar 25" T2 cosx — cos(e?” — 1)e?T2 0
lim = im = [—}
=0 222 sen(3x) a—0 4z sen(3z) + 222 cos(3x)3 0
mféé’ual €25 cos? 1 — €252 gen 1 + sen(e?® — 1)e®4 — cos(e?® — 1)e?*4 {0}
= im = |=
=0 4sen(3x) 4 42 cos(3z)3 + 12x cos(3x) — 622 sen(3x)3 0

0/0
L’Hopital . 2sen x 3 2senz 2sen x 2senx
= hrr%)(e 8cos’xr —e 8senxcosr —e 4dsenxcosT — e 2cosx
xTr—

+ cos(e*® — 1)e58 + sen(e®® — 1)e?*16 + sen(e?” — 1)e*8 —
— cos(e®® — 1)62I8> / (12 cos(3z) + 24 cos(3z) — 24a sen(3z)3 —

§-2+8-8 1
p— —_— 2 o e | | —
362 sen(3z) — 18z cos(3x)3) o -

Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

3

y
seny =y + o(y), seny =y — g+0(y3),

2 3
e =14y+ T+ T+,

1
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si ottiene
22° sen(3z) = 22° (32 + o(3z)) = 62° + o(z?),
2z)?  (2x)3 4
e —1= (1 + 2z + % + (%) +o((2$)3)) —1=22+22>+ gw?’ +o(z?),

4 4 3
sen(e?® — 1) = (Qx + 227 4 gxg + 0(x3)) — (Qx + 22° 4 gx?’ + o(xg)) +
4 3
+ 0((296 + 222 + §x3 + 0(3@3)) ) =

4 1.
=22+ 222 + —a3 — 68:17‘3 + o(x®) = 2z + 22° + o(x?),

3
3 1 3 2 1 3 3
eZsene — q 4 (230 - 2% + 0(x3)> + 5(2x - 2:% +0(:c3)) + E(Qx — 2% +o(x3)) +
23
+ 0((233 - 26 + o(x?’))3> =
= _x_g L2 1o 3y — 2 3 3
=1+22 3 +24x +68x +o(z’) =142z +22° + 2° + o(x”).

In definitiva lo sviluppo del numeratore Num(z) ¢
Num(z) = (14 2z + 22° + 2° + 0(2?)) — 1 — (22 + 22° + o(2%)) = 2° + 0(2?) .

Il limite ¢ allora

3
. e?senT 1 —gen(e?® — 1) .2 +o(z?) 14 0(53 )
hm 3 :hmﬁ:th:—.
@0 2x2 sen(3z) @—0 623 +o(x3) «—0g 4 o 6

x

I1 limite richiesto vale allora 1/6.

. Poiché lim,_, o arctany = 7/2, il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando de L’H6pital:

4 0/0 _ (_ﬁ)
g(14 5) vl 542 o o 8(144at) 32
= lim = lim ———m———=——=—-4.
a—+oo 2arctan(2x2) — 7 z— 400 2 z—+oo 8zt 4 3222 8

S R
1+ (2222

Per il Teorema di de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale —4.

. Il limite richiesto non e in forma indeterminata. Infatti poiché la funzione ﬁ tende a +00 e quindi

e~1/@=1* tonde a 0, il numeratore tende a —5arctanl = —57/4, mentre il denominatore tende a —3.
Quindi il limite richiesto & 57/12.

. Il limite si presenta nella forma [%] Studiamo dunque il segno della funzione vicino a x = 0. Il numeratore
tende a 1 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere positivo in un intorno di 0. Poiché
cosz < 1 in un intorno di 0, il denominatore ¢ sempre negativo. Concludendo

lim

T2 44— e" {1}
_— = = —0.
z—0 cosx — 1

0—
a-b-c) La funzione ¢ definita per z > 0 e 3logz — 2 # 0, quindi il dominio & dato da D = {z > 0, z # ¢?/3}.
Segno: si ha 1 —2logz > 0 se e solo se z < e'/2, mentre 3logx — 2 > 0 se e solo se z > e2/3. Allora

> 0, seel/2<x<62/3,
f(@) =0, sex=ell?

<0, se0<ax<e'’?oppure z > /3.

2
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Dallo studio del segno risulta anche

: 1-4/3
%}g}s# fla) = [ e } = Foo.
1 _ L _9
. . log z 2 . . log x 2
IETWf(m)ZwETw?)g_izz—? wgrg+f(m)=mgr§+?i72:—§.
log z log x
Quindi la retta di equazione x = €2/ & un asintoto verticale, mentre quella di equazione y = —2 /3 & un
asintoto orizzontale.
. Calcoliamo la derivata prima
() = =2(3logz —2) — (1 —2logz)3 1
o= (3logx — 2)2 ~ z(3logw —2)2°

Quindi la derivata prima ¢ sempre positiva sul dominio di definizione, percio f ¢ crescente su ]0,e?/3[ e su
]e?/3, +-00]. La funzione non ammette massimi/minimi relativi né assoluti.

. La derivata seconda ¢

(3logz —2)? + z - 2(3logx — 2)2 ~ —(3logz +4)
z2(3logx — 2)4 ~ 22(3logz —2)3 "

fa) = -

4/3 2/3

Il numeratore & positivo se x < e~*/°, il denominatore se x > e“/°. Percio

>0, see 3 << e
()< =0, sex=e 3,

<0, se0<z<e 3 oppure z > /3.
Quindi la funzione & convessa su Je=*/3, ¢?/3[, mentre & concava su ]0,e~%/3[ e su |e?/3, +oo. In z = e=4/3
presenta un punto di flesso. Nella figura la zona del punto di flesso & evidenziata con sfondo grigio, e
ingrandita a destra con scala diversa.
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g(z) =22 —5—log|z? — 22 — 1

min loc

ot

+—10

z=1+v2

. a. La funzione ¢ definita per 22 — 2z — 1 # 0 ovvero per = # 1 := 1 — /2 e  # x5 := 1 + /2, pertanto il

dominioéD:R\{l—ﬂ,l—l—\/ﬁ}.

Poiché lim,_,o+ logy = —oo si ottiene che
lim g(z) = +o0, lim g¢(z)= 400,
z—1—+/2 ( ) z—1+/2 ( )

Gli altri due limiti da calcolare sono

lim g(z) = —oo,

. . 5 log|z? — 2z — 1|
1 =1 (2————) = (2-0-0)] = +oo,
Jim o) = tim (o[22 . oo+ (20— 0)] = o0

log |#? —2x—1] -0 (

— usare ad esempio de 'Hépital).

essendo lim,_, 4o

b. Per quanto visto sopra, le rette di equazione z = 1 — v/2 e = 1 4+ /2 sono asintoti verticali. Inoltre, come
sopra si verifica che
9(x)

lim == =2,
r—+00 X
lim (g(2) —20) = lim (=5 —log|a® — 22 — 1]) = —c0,

percio non esistono asintoti obliqui.

C. Sul dominio la derivata prima ¢
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Il denominatore & positivo per x < x; oppure x > x2, mentre il numeratore & positivo per < 0 oppure
x > 3. Ricapitolando, si ottiene

>0, sex <z, oppure 0 < x < z9 oppure x > 3
g’(m){zo, se x =0, oppure x = 3
<0, sex; <z <0 oppure zg <z < 3.
Quindi la funzione & crescente su |—o0, 1], su 0, 22| e su |3, +o00[ mentre & decrescente su Jz1,0[ e su ]z, 3[.
In £ =0 e x = 3 la funzione ammette due minimi relativi.

. La derivata seconda ¢

(2z — 3)(2? — 22 — 1) — (2% — 3x)(2z — 2) _o 2 —2z+3
(z2 —2x —1)? (@2 —22—1)2°

g"(x) =2

Poiché, limitatamente al dominio, la derivata seconda & sempre positiva si ha che la funzione & convessa su
|—o00, z1[, su |x1, x2| € su Jag, +00].

. Applicando una delle conseguenze del Teorema degli Zeri all’intervallo [0, 2], poiché ¢g(0) = —5 < 0 e
limxez; g(x) = +oo, si ottiene che esiste x3 € ]0,x2[ tale che g(z3) = 0. Dal punto c) si osserva che la
funzione e strettamente crescente sull’intervallo, dunque tale punto ¢ unico. Analogamente si puo procedere
sugli intervalli |—oo, z1[ e |x1,0] provando esistenza, rispettivamente, di altri due punti x5 e x4 dove la
funzione si annulla. In definitiva si ha che

>0, sex€lxs,x[U]zy,x4[U]xs, 22[ Ul2a, +00]
g(x){ =0, sex=x5, oppure T = x4, OppUre T = T3
<0, sex€]—00,x5[U]|zy,x3].

In pratica poi i punti x5, 1, x4 sono molto vicini fra loro e sono indistinguibili nella figura.

Ricordiamo che il polinomio di Taylor di ordine 3 centrato in 2y = 0 di una funzione h(x) &

R (0 B0
P3(x) = h(0) + A'(0)x + 2( )x2+ 6( )m3.
Basta allora calcolare h(0) = 1, h’(0), k" (0), h'"(0).

. Siha
By (x) = —sen(3z — 2%)(3 — 22),

R (x) = — cos(3z — 2%)(3 — 22)? + 2sen(3z — 2?),
Ry (z) = sen(3z — 22)(3 — 2x)% — cos(3z — 2%)2(3 — 2x)(—2) + 2cos(3z — 2%)(3 — 2z).
Quindi A (0) =0, RY(0) = =9, h{"(0) = 18 e il polinomio di Taylor &

-9 18 9
Pg(.%‘)=1+7$2+F$3=$—§1‘2+3$3.

Alternativamente, sfruttando lo sviluppo di Taylor della funzione coseno in xg = 0 si ha

+o((3z —2?)*) =1- %((3@2 —2(32)(2?)) + o(z?)

(3z — 22)?

2
— —
COS(3I T )

9
=1- 5:02 + 32% + o(2%).
Dall'unicita dello sviluppo segue che P3(z) = 1 — 322 + 32°.

5
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b. Si ha
() = eson(20)=2¢05(32) (9 ¢o5(22) 4 6 sen(3z)),
Y (z) = e5en(22)=2c08(32) (9 co5(22) + 6 sen(3x))? + %en(2)=2005(32) (g sen(22) 4 18 cos(3z))
Ry () = e%n(22)=2¢0s(37) (9 cog(22) + 6 sen(3z))® +
+ esen(22)=2¢0s(32)9(9 ¢os(2x) + 6 sen(3z)) (—4 sen(2z) + 18 cos(3x)) +
4 e5on(22)=2¢08(32) (9 c65(2) + 6 sen(3x))(—4 sen(2z) + 18 cos(3z)) +
+ esen(2)=2cos(32) (_g cog(22) — 4 sen(3x)).
Quindi h(0) = e72, h5(0) = 2e72, A4 (0) = 22¢=2, h4'(0) = 108¢~? e il polinomio di Taylor &

22¢72 , 108¢7% ,

Py(z) =e 2 +2e %z + 5% + g% =e 2(1+ 2z + 112 +1823).
Alternativamente, si possono sfruttare gli sviluppi di Taylor delle funzioni seno e coseno in zy = 0, e quello
dell’esponenziale in yp = sen0 — 2cos0 = —2. Si ha

2x)3 3z)?
sen(2z) = 2z — % + o(x?), cos(3z) =1— ( 326) + o(x?),

-2 —2
eV =e24e2(y+2)+ %(y +2)%+ e7(2/ +2)° +o((y +2)*),

per cui

4
sen(2z) — 2cos(3z) = —2 + 22 + 92 — gm?’ + o(2?),

4 —2 4
psen(2x)—2cos(3x) _ ,—2 +e—2(2$ 4022 — §$3 +0(9c3)) + 67(2334—91:2 _ g363 + o(x3))2 +

7(230 + 922 — ng +0(2%))® + o((2z + 92* — %m?’ +o(z%))?) =
~2(1 4 (20 + 922 — ga:g) + %((23;)2 +2(22)(922)) + %(295)3) +o(a?) =
= e 2(1 + 2z + 1122 + 182%) + o(2?).
Dall'unicita dello sviluppo segue nuovamente che Py(z) = e~ 2(1 + 2z + 1122 + 18z3).
C. In questo caso conviene utilizzare gli sviluppi. Infatti

hs(z) = 2°(2° + o(z”)) = 2® + 2° 0(2®) = 0(2") .

Quindi banalmente P7(x) = 0 ¢ il polinomio nullo.
Alternativamente si possono calcolare le derivate successive fino all’ordine 7, verificando che si annullano
tutte in xg = 0.
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Risolvere i seguenti limiti usando (ove lecito) il Teorema de L’Hopital oppure gli sviluppi
di Taylor

5
e -D? —2arctanw arcsen(bx — x?) — sen(2x)
li b) i
() b Tlogx — 3z ’ (b) o0 e cos(3z) — 722
© log (1 - %) (@ 1 e?sen® 1 —gen(e?® — 1)
c im
z—+oo 2arctan(4z2) — 7’ z—0 x(1 — cos(2x))

x —3log(2 4 x)

.
(e) e tan z 7

3+41
2. Data la funzione f(x) = 213—123

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) trovare gli
eventuali asintoti; c) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima e
trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo
locale e/o globale della funzione; €) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita/concavita. f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

3. Data la funzione g(z) = 5+ 2x + log |22 + 2z — 1|
a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) determinare
gli eventuali asintoti; c¢) calcolare la derivata prima e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo locale e/o globale della funzione;
d) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di convessita/concavita; e) utiliz-
zando opportunamente il Teorema degli Zeri e i risultati dei punti precedenti, studiare
qualitativamente gli zeri di g; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.

4. Si calcolino i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati in xy = 0:

(a) hi(x) =sen(2z — x?) di ordine 3, (b)  hy(x) = e2cos@R)+3senz i ordine 3,

(c) hs(z) =23 (e‘”5 — 1) di ordine 7.

Punti: 242+2+2+2, 7, 9, 3+3+3.
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1. a. 1l limite richiesto non & in forma indeterminata. Infatti poiché la funzione ﬁ tende a +00 e quindi

e=5/@=1? tende a 0, il numeratore tende a —2arctan 1 = —m/2, mentre il denominatore tende a —3. Quindi
il limite richiesto & 7 /6.

b. Si puo applicare de L'Hépital (forma indeterminata 0/0):

1 _ (5_ _
. arcsen(5x — z2) — sen(2x) LHdpial iy V1= (62=2?)2 (5 = 22) — 2 cos(27) 5—-2 3
1um == = = — .
z—0 €2 — cos(3x) — Ta? 0 227 + 3sen(3x) — 14z 240 2

Per il Teorema di de L’Hoépital il limite richiesto esiste e vale 3/2.
Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 1 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

arcseny =y +o(y), seny=y+o(y), e =1+y+o(y), cosy=1+o(y),

si ha
arcsen(5z — 3z%) — sen(2z) = (5 — 32%) + o(5x — 32%) — (22 + 0o(2x)) = 3z + o(x),
e* —cos(3z) — T2® = 1+ 2z + 0(22) — (1 4 o(x)) — T2* = 2z + o(x),
ed infine
. arcsen(5x — 372) — sen(2z) . 3z +o(x) 3420 3
lim =lim — = lim —*~ = _.
a—0 €2 — cos(3z) — Ta? =02z +o(x) =—09 4 o) 2

c. Poiché lim,_, - arctany = /2, il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando de L’Hépital:

: 7z (53)
0/0 - JR—
10g<1 - p) vrgpial 1 2/22 \13 _ 1+162* 16
= lim = lim =__=4.
a—+oo 2arctan(4w?) — 7 @400 2 gy o—tocdat—8z2 4
1+ (422)?
Per il Teorema di de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale 4.
d. Si puo applicare de L'Hépital tre volte (forma indeterminata 0/0):
. e?senT ] _gen(e?® — 1) Uil 2507 cosp — cos(e?® —1)e?*2 0
lim = lim = [—}
z—0 x(1 — cos(2x)) a—0 (1 —cos(2z)) + x sen(2x)2 0
Ltopital i e2senr4 cos? x — 250 %2 sen x + sen(e?® — 1)e*®4 — cos(e?® — 1)e?*4 {O}
= im I
z—0 2sen(2z) + 2sen(2z) + 4z cos(2x) 0
0/0
L’Hoépital

= lim (62 SenTR cosd z — 25" T8 gen x cos & — €25 T4 sen x cos & — €257 cos
z—0

+ cos(e2® — 1)e5%8 4 sen(e?® — 1)e?*16 + sen(e?® — 1)e?*8 —

8§—2+8-8 1
o 2 2x — == —
cos(e 1e 8)/(8 cos(2z) + 4 cos(2z) — 4z sen(2x)2) g1 a 5

1
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Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

3

Yy
seny =y+oly),  seny=y-— " +o(y’),
2 3
ey:1+y+y_+y_+0(y3),
2 6
si ottiene
2 2
z(1 — cos(2x)) = m(l - (1 ¢ ;) + 0(235))) =223 + o(2?),

2z)?  (2x)? 4
e —1= (1 + 2z + (%) + (%) +o((2$)3)) —1 =22+ 22>+ 5333 + o(2?),
4 1 4 3
sen(e?® — 1) = (2m + 227 + gm?’ + 0(:103)) ~ % (Qx + 227 4 §x3 + o(m?’)) +

+ 0(<2x + 227 4 gx?’ + o(:v3))3) =

4 1
=22+ 222 + —a3 — 68303 + o(x®) = 2z + 22° + o(x?),

3
‘ 3 1 3 2 1 3 3
eZsene — 1 4 (2:10 - 2% + 0(m3)> + 5(2x - 2% —|—0(x3)) + 6(2x — 2% —i—o(:v?’)) +
3
+ o((23: - 2€ + 0(3;3))3> =
- AN PR e 3y _ 2, .3 3
=142z 3 +24m +68$ +o(x®) =1+ 2z + 22° + 2° + o(z”).

In definitiva lo sviluppo del numeratore Num(z) &
Num(z) = (1422 + 22 + 2° + 0(2?)) — 1 — (22 + 22° + o(2%)) = 2° + 0(2?) .

Il limite ¢ allora

3
. e?senT 1 —gen(e?® — 1) .2 +o(z?) 14 o@) g
lim =lim —— % = lim —& - = —.
&0 z(1 — cos(2x)) e—0 223 4 o(23)  2—09 4 o) 2

€T

11 limite richiesto vale allora 1/2.

. Il limite si presenta nella forma [%]. Studiamo dunque il segno della funzione vicino a x = 0. 1l
numeratore tende a —3log 2 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere negativo in un
intorno di 0. Il denominatore € positivo per > 0 e negativo per x < 0. Quindi la funzione e positiva in un
intorno sinistro di 0, e negativa in un intorno destro. Concludendo

— 3log(2 — 3log(2
lim L2208 T Y 0g(2 + 7) = 400, lim © 28T 0g(2 + 2) = —00,
z—0— tanx z—0t tanx

dunque il limite non esiste.

a-b-c) La funzione & definita per z > 0 e 2+ 3log z # 0, quindi il dominio ¢ dato da D = {z > 0, = # e~2/3}.
Segno: si ha 3+ 4logz > 0 se e solo se & > e~3/4 mentre 2 4+ 3logz > 0 se e solo se & > e~2/3. Allora

<0, se 6_3/4<:C<e_2/3,
f(@) =0, sex=e3/4,
>0, se0<ax<e 34 oppure z > e 2/3,

2
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Dallo studio del segno risulta anche

3—-8/3
z—(e-2/3)% f(x) B [ (1= } = Fo00
3 3
4 I + 4
li = lim sz ~ _ = li — lim sz '~ _ %
ApSE=lr e mTy MO ln s os s
2/3

Quindi la retta di equazione x = e~
asintoto orizzontale.

¢ un asintoto verticale, mentre quella di equazione y = 4/3 & un

. Calcoliamo la derivata prima

1(2+3logz) — (34 4logz)3 1

J'(@) = (24 3log x)? - ~z(2+3logz)?”

Quindi la derivata prima ¢ sempre negativa sul dominio di definizione, percid f & decrescente su ]0,e=2/3[ e
su Je~2/3, 400[. La funzione non ammette massimi/minimi relativi né assoluti.

. La derivata seconda e

(24 3logz)? +z-2(2+ 3logz)3 3logz + 8

1" o _ .
fiw) = 22(2 + 3logz)4 x2(2 + 3logx)3

—8/3

Il numeratore & positivo se x > e , il denominatore se x > e~2/3. Perciod

<0, see 3 <gp<e 23

() =0, sex=e 83,
>0, se0<x<e 83 oppure z > e 2/3,

Quindi la funzione & concava su Je=%/3, e=2/3[ & convessa su |0, e=%/3[ e su Je=?/3, +-00[. In z = e~*/3 presenta
un punto di flesso. Nella figura la zona del punto di flesso & evidenziata con sfondo grigio, e ingrandita a
destra con scala diversa.

3+ 4logx
Fla) = S
.. 2+ 3logx
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| |
< <
[ I+
— —
| |
! I 10- ! I
| |
| |
| |
| |
| |
[ 2 [
| |
I max loc |
|
|
|
‘ =3 ! ‘ 0 ‘ T
—5 3 2 (- ZTy|Ts 2
—1+log 2
max loc tlog
_3
g(z) := 5+ 2z + log|a? + 22 — 1]

. a. La funzione & definita per 22 + 22 — 1 # 0 ovvero per « # x; := —1 — /2 e & # x5 := —1 + /2, pertanto il

dominio ¢ D =R\ {—-1 -2, -1 ++/2}.

Poiché limy_)0+ logy = —o00 si ottiene che
lim glxr) = —00, lim glr) = —o0
z——1—2 ( ) z——14+2 ( ) ’

Gli altri due limiti da calcolare sono

lim g(z) = +o0,

T—+00

log |22 + 22 — 1|))
x

lim g(z) = lim (m(g+2+ =[-00-(0+2+0)] = —o0,

Tr——00 Tr——00

log |22 +22—1] -0 (

- usare ad esempio de 'Hépital).

essendo lim,_, o

b. Per quanto visto sopra, le rette di equazione x = —1 — /2 e = —1 4+ /2 sono asintoti verticali. Inoltre,
come sopra si verifica che

i g
im —-
r—*oo I
lim (g(z) —2z) = lim (5+log|z® + 2z — 1) = +oo0,
r—=Fo0 r—Fo0

percio non esistono asintoti obliqui.

C. Sul dominio la derivata prima ¢
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Il denominatore e positivo per x < x; oppure z > 2, mentre il numeratore & positivo per x < —3 oppure
x > 0. Ricapitolando, si ottiene

>0, sex < —3, oppure x1 < x < 0 oppure = > x2
g (z) { =0, sex=—3, oppure z =0
<0, se =3 <z <z oppure 0 < x < xs.
Quindi la funzione & crescente su |—oo, —3[, su |z1,0[ e su |x2, +oo] mentre ¢ decrescente su |—3,z1] e su
10,z2[. In z = —3 e = 0 la funzione ammette due massimi relativi.

. La derivata seconda ¢

”(.%‘) _ 2(2$+3)(x2 +2x—1)— (3;2 +3z)(2z + 2) _ 224+ 22+ 3
g B (22 + 22 —1)2 - (22 4+ 2z —1)2°

Poiché, limitatamente al dominio, la derivata seconda € sempre negativa si ha che la funzione & concava su
|—o0, 1], su Jz1, x| e su Jzg, +00].

. Applicando una delle conseguenze del Teorema degli Zeri all’intervallo ]x1,0], poiché g(0) = 5 > 0 e
lim,, .+ g(x) = —oo, si ottiene che esiste x3 € ]z1,0[ tale che g(z3) = 0. Dal punto c) si osserva che
la funzione & strettamente crescente sull’intervallo, dunque tale punto & unico. Analogamente si puo proce-
dere sugli intervalli [0, z2[ e |x2, +00[ provando esistenza, rispettivamente, di altri due punti x4 e x5 dove
la funzione si annulla. In definitiva si ha che

>0, sex € las, xy[U]zs,+00[

g(z){ =0, sex=ux3, oppure & = 4, Oppure & = s
<0, sex€]|—o0,x1[U]z1,x3|Ulxg, 22[U]22, 5]

Ricordiamo che il polinomio di Taylor di ordine 3 centrato in zp = 0 di una funzione h(zx) ¢

M) o HO) s

P3(x) = h(0) + A'(0)x + 5 T G
Basta allora calcolare h(0) = 0, '(0), h”(0), h""(0).
. Siha
R (z) = cos(2x — 2?)(2 — 2z),
Rl (z) = —sen(2z — 2?)(2 — 2x)* — 2 cos(2x — 2?),

R (z) = — cos(2z — 2%)(2 — 2x)® — sen(2z — £2)2(2 — 2z)(—2) + 2sen(2z — x2)(2 — 2z).

Quindi A} (0) =2, Y (0) = =2, h{’(0) = —8 e il polinomio di Taylor &

-2 -8 4
Py(x) = 22 + 7x2+?x3 =2 — 2% — gx?’,

Alternativamente, sfruttando lo sviluppo di Taylor della funzione seno in xg = 0 si ha
2 2 1 2\3 213 o 4.3 3
sen(Zm—x):(Qxf:c)—g(%:—m) +o((2z—2%)°) =22 -2 — 3¢ +o(z?).

Dall’'unicita dello sviluppo segue che Ps(z) = 2z — 2% — 323
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b. Si ha
hy(x) = e2cosGu)+3sens(_ g qon(22) + 3cos z),

by (x) = e? cos(2x)+3 senw (—4sen(2z) + 3cosx)? — €2 cos(2z)+3senz (g cos(2x) + 3senx)

hy!(x) = €2 oSBT enT(_gsen(2x) + 3cosx)® +
+ e2eos@a)dsenzo g gen(2x) 4 3cos x)(—8 cos(2x) — Isen ) —
— g2eos(a)F3sen (g gen(22) + 3cosx)(8 cos(2z) + 3senx) —

_ 62 cos(2z)+3 scnz(_16 sen(2$) + 3 cos Z’)

Quindi h2(0) = €2, h4(0) = 3e?, hy(0) = €2, hy'(0) = —48¢? e il polinomio di Taylor &

§ —48¢? 2
Pg(z):62+362$+%l‘2+ 66 $3:€2(1+3$+%*8$3>.

Alternativamente, si possono sfruttare gli sviluppi di Taylor delle funzioni seno e coseno in zy = 0, e quello
dell’esponenziale in yy = 2cos0+ 3sen0 = 2. Si ha

3 2 2
senx = x — % + o(z?), cos(2z) =1— ( ;)

+ o(z?),

62 2

=y -2+ Sy -2)7+ T -2 +olly ~2)°),

per cui

3
2cos(2x)+3senx:2+3zf4x27%+0(x3),
2 cos(2x)+3 2 .2 , 3 e? , 2 31y2
eeos@a)tdsene _ o2 4 02(3y 4y —7+0(x ))+3(3x74x —?Jro(x )+
2 3 3

+ E(Sx — 42 — -+ o(z*))* + o((3x — 42* — 5t o(z?))?) =

3. e? e?
=e? +e2(3r — da” — 7) + 5((3&6)2 +2(3z)(—42?)) + E(?)x)?’ +o(z?) =

2
=¢? (1 + 3z + % - 83:3) + o(z%).
Dall’unicita dello sviluppo segue nuovamente che P3(z) = €2 (1 + 3z + % - 81‘3).
C. In questo caso conviene utilizzare gli sviluppi. Infatti
hs(z) = 2*((1 4 2° 4+ o(2°)) — 1) = 2® + 2% 0(2°) = o(27).
Quindi banalmente P;(x) = 0 & il polinomio nullo.

Alternativamente si possono calcolare le derivate successive fino all’ordine 7, verificando che si annullano
tutte in 9 = 0.
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1. Risolvere i seguenti limiti usando (ove lecito) il Teorema de L’Hopital oppure gli sviluppi
di Taylor

arctan(3z) — 2e°* e?sene _ 1 —gsen(e?® — 1)

li b) li
(&) 220 sen ’ (b) +00 22(1 — cos(3z))
— 522) — sen(4 log (1+ &
(c) lim arcsen(z — 5z*) — sen( x)’ () og (1+ %)

z—0  e2* — cos(2x) + 3z z—+o0 2arctan(3z?) — 7’

2
Te (-2 4+ arctanx

I
() w1—>ml 2logx + 3x

21 -5

2. Data la funzione f(x) = 08T 79

4logr — 1

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) trovare gli
eventuali asintoti; c) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima e
trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo
locale e/o globale della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita/concavita. f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

3. Data la funzione g(z) = 2x — 1 — log |22 + 2z — 1|
a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) determinare
gli eventuali asintoti; c¢) calcolare la derivata prima e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza e gli eventuali punti di massimo/minimo locale e/o globale della funzione;
d) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di convessita/concavita; e) utiliz-
zando opportunamente il Teorema degli Zeri e i risultati dei punti precedenti, studiare
qualitativamente gli zeri di g; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.

4. Si calcolino i polinomi di Taylor delle seguenti funzioni centrati in zq = 0:

(a) hy(x) = cos(x + 32?) di ordine 3, (b)  hy(x) = esn(2@)=3cos@ i ordine 3,

(¢) hs(z) = 2°sen(x?) di ordine 7.

Punti: 242+2+2+2, 7, 9, 3+3+3.
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1. a. Il limite si presenta nella forma [’TQ] Studiamo dunque il segno della funzione vicino a z = 0. Il numeratore
tende a —2 quindi, per il Teorema della permanenza del segno, risulta essere negativo in un intorno di 0. Il
denominatore & positivo per x > 0 e negativo per z < 0. Quindi la funzione & positiva in un intorno sinistro
di 0, e negativa in un intorno destro. Concludendo

. arctan(3x) — 2e°* . arctan(3x) — 2€°*
lim = +o00, lim = —00,
z—0- senx z—0+ senx

dunque il limite non esiste.

b. Si puo applicare de L'Hépital tre volte (forma indeterminata 0/0):

0/0
e?sne — 1 —gen(e?® — 1) vmepitar 25N cosx — cos(e?® — 1)e?2 [O}

li =
700 2z(1 — cos(3z)) 720 2(1 — cos(3x)) + 2x sen(3z)3

0

LoHbpieal 5 e25n %4 cos? 1 — €25°n T2 sen 1 + sen(e?® — 1)et®4 — cos(e?* — 1)e?*4 {O}
= im = |=
o0 6 sen(3x) + 6sen(3x) + 6x cos(3z)3 0

0/0
L'Hopital 2senx 3 2senx 2senx 2senx
= hr%(e 8cos’xr —e”" 8senxcosr — e dsenxcosT — e 2cosx +
xr—

+ cos(e%® — 1)e5%8 + sen(e?® — 1)e**16 + sen(e?® — 1)e®8 — cos(e** — 1)62:68)/

8§—-248-8 1
12 3x)3 + 18 3x) — 18 33)272—.
( cos(3x)3 + 18 cos(3x) 2 sen(3z) 36+ 18 5
Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 3 del numeratore e denominatore centrati

in zg = 0. Ricordando che

y° y?
seny:y—€+o(y3), cosyzl—?—i—o(y?’),
2 3
e =1+y+ o+ 5 oy,

si ottiene
2z(1 — cos(3z)) = 256(1 - (1 - @ + 0((31:)2)>> = 92° + o(z?),

(20 | (20)°

. 4 .
e —1= (1—|—2x—|— +0((2:E)‘3)) —1:2z+2x2+§z3+0(x3),

4 1 4 3
sen(e?® — 1) = (296 + 227 + §x3 + o(x3)> ~ 3 (23: + 227 4 §$3 + 0(963)) +
4 3
+ 0((233 +22% + gxg + 0(x3)> ) =
o 43 1.3 3 2 3
=2z + 2z +§x - 6830 +o(z”) = 2z + 22° + o(z”),
3 1 3 2 1 3 3
e2senT — 1 4 (230 - 2% + o(wg)) + 5(23: - 2% + 0(303)) + 8 (295 - 2% + 0(x3)) +

+ o((2w - 2%3 + 0(x3))3> =

31 1
:1+2x—%+§4x2+68x3+0(x3)=1—|—2x+2x2+x3—|—0($3).
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In definitiva lo sviluppo del numeratore Num(z) &
Num(z) = (1422 + 22 + 2° + o(z?)) — 1 — (22 + 22° + o(2%)) = 2* + 0(2?) .

Il limite ¢ allora

. e?senT 1 —gen(e?® — 1) .2 +o(z?) .1+ &;) 1
lim :hmﬁ:hm%:—.
=0 2z(1 — cos(3z)) z—0 923 + o(x3) 2—09 4 ozl) 9
Il limite richiesto vale allora 1/9.
. Si puo applicare de L’Hopital (forma indeterminata 0/0):
1 (1- _
1i arcsen(x - 53?2) — sen(4aj) L’Hoé/;?ital i /1—(x—5x2)2 (1 51‘) 4COS(4I) 1—-14 3
un = 1m = = ——.
z—0 2% — cos(2x) + 32 z—0 2e2* + 2sen(2x) + 6z 240 2

Per il Teorema di de L’Hoépital il limite richiesto esiste e vale —3/2.
Alternativamente, si potevano usare gli sviluppi di Taylor di ordine 1 del numeratore e denominatore centrati
in g = 0. Ricordando che

arcseny =y +o(y), seny=y+o(y), e =1+y+o(y), cosy=1+o(y),

si ha
arcsen(z — 5z2) — sen(4z) = (z — 522) 4 o((z — 5x?)) — (4= + o(4x)) = =3z + o(x),
e*® —cos(2x) + 622 = 1+ 2z + 0(2z) — (1 + o(2z)) + 62 = 22 + o(x),
ed infine
. arcsen(z — 5z2) — sen(4x) . —3z+o(x) . =3+ @ 3
im = =lim ——2 = ——.
z—0  e2® — cos(2z) + 3x? e—0 2z +o(xr) -0 94 °o@) 2

. Poiché lim,_, | o arctany = 7/2, il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Applicando de L’Hépital:

1 4 0/0 1 8
Og(l + _> "Hopital + 2 ( 3) - 4
22 LHopital 1+4/z T i 8(1+ 9z%) 72

. o _ SR —
s—to0 2 arctan(3z2) — z—-+o0 2 62 w—-+oo 1224 + 4822 12
1+ (322)2
Per il Teorema di de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale —6.
. Il limite richiesto non & in forma indeterminata. Infatti poiché la funzione ﬁ tende a 400 e quindi

e=2/@=D* tende a 0, il numeratore tende a arctanl = /4, mentre il denominatore tende a 3. Quindi il
limite richiesto & 7/12.

a-b-c) La funzione ¢ definita per z > 0 e 4logz — 1 # 0, quindi il dominio & dato da D = {z > 0, z # e/4}.
Segno: si ha 2logz — 5 > 0 se e solo se x > €%/2, mentre 4logxz — 1 > 0 se e solo se z > e'/%. Allora

<0, seel/4<:1c<e5/27
fx)$ =0, sex=e2,

>0, se0<ax<e'/*oppure z > €5/2.

Dallo studio del segno risulta anche

1/2-5
Jim 1@ =[5 ] =0
s 1 s 1
. o . logz -+ . T logz -
im fe) = lim o ) Jm flw) = lim o= e 2

Quindi la retta di equazione z = e'/4

asintoto orizzontale.

& un asintoto verticale, mentre quella di equazione y = 1/2 & un
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d. Calcoliamo la derivata prima

2(4logz — 1) — (2logz — 5)4 18

f'(@) = (4logx — 1) ~ z(4logx —1)2°

Quindi la derivata prima ¢ sempre positiva sul dominio di definizione, percio f ¢ crescente su ]0,e'/4] e su
Je!/%, +-00]. La funzione non ammette massimi/minimi relativi né assoluti.

e. La derivata seconda ¢

(@) = _18(410g3: —1)?+z-2(4logz —1)2 _ —18(4logz +7)
22(4logx — 1)4 2(dlogz — 1) °

4

Il numeratore & positivo se < e~7/4, il denominatore se = > e'/4. Percid

>0, see /<y <ell?
() =0, sex=e /4,
<0, se0<x<e 7/*oppure x > el/4.

Quindi la funzione & convessa su Je~ /4, e!/4[, mentre & concava su ]0,e~7/4[ e su |e}/4, +oo[. In z = e 7/*

presenta un punto di flesso.

~ 2logz—5

) = —
i dlogax — 1

3. a. La funzione ¢ definita per 22 + 2z — 1 # 0 ovvero per & # x1 := —1 — /2 e x # x5 := —1 4 /2, pertanto il
dominio ¢ D =R\ {~1 — /2, -1+ v/2}.

Poiché limy_,0+ logy = —o00 si ottiene che
lim g(xr) = +o0, lim g(xr) = 400,
w—>—1—\/§ ( ) w—>—1+\/§ ( )

Gli altri due limiti da calcolare sono

lim g(z) = —oo,
1 1 2422 -1
lim g(z) = lim <x<2 - == M)) =[4+00:(2—=0-0)] = 400,
r—-+00 T——+00 x x

log |22 42z —1] -0 (

= usare ad esempio de I'Hopital).

essendo lim,_, 4o

3
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g(z) :=2x — 1 — log|2? + 22 — 1|

3L
min loc
1—log 2
I I I
—4 ZI5|T 4 —2 [§) ‘x3 1 4

|  min loc |

r:—l—x/i
|
o
@

z=—14+v2

b. Per quanto visto sopra, le rette di equazione z = —1 — /2 e = —1 4+ /2 sono asintoti verticali. Inoltre,
come sopra si verifica che
9(z)

lim £ — 9
r—+oco

lim (g(x) —2x) = 1irjr:1 (=1 —log|z* — 4z +2|) = —o0,

r—Foo
percio non esistono asintoti obliqui.

C. Sul dominio la derivata prima e

2 +x—2

!
-2 B
g(z) 2 +2x—1

—2x+2)=2
2 4+2x—1 ( )

Il denominatore ¢ positivo per x < x; oppure x > o, mentre il numeratore ¢ positivo per x < —2 oppure
x > 1. Ricapitolando, si ottiene

=0, sex=-2, oppure z =1

>0, sex <x1, oppure —2 < x < xo oppure x > 1
g/(x){
<0, sexy <x< —2oppure xy <z < 1.

Quindi la funzione & crescente su |—oo, z1[, su ]—2,z2[ e su |1, +oo[ mentre & decrescente su |1, —2[ e su
Jzo,1[. In z = —2 e © = 1 la funzione ammette due minimi relativi.

d. La derivata seconda &

g,,(x):2(21:+1)(x2+2x—1)—($2+x—2)(2m+2) _y z? +1
(22 + 22 —1)2 (22 +22—1)2"

Poiché, limitatamente al dominio, la derivata seconda & sempre positiva si ha che la funzione & convessa su
|—o00, z1[, su |x1, x| € su |xg, +00].


http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Analisi Matematica, D] Svolgimento 1 aprile 2003

€. Applicando una delle conseguenze del Teorema degli Zeri all’intervallo [—2, 5[, poiché g(—2) = =5 < 0 e
lim,,_, - g(x) = +oo, si ottiene che esiste x5 € ]—2, 23] tale che g(x3) = 0. Dal punto c) si osserva che la
funzione e strettamente crescente sull’intervallo, dunque tale punto & unico. Analogamente si puo procedere
sugli intervalli |z1,—2] e ]—o00, z1[ provando Desistenza, rispettivamente, di altri due punti x4 e x5 dove la
funzione si annulla. In definitiva si ha che

<0, sex€lrg,zz[U]—00, 5]
g(x){ =0, sex =wx3, oppure x = x4, Oppure & = s
>0, sex € |xs,x1[Ulxy, zq[U]zs,22[ U ]2, +00[.

4. Ricordiamo che il polinomio di Taylor di ordine 3 centrato in zo = 0 di una funzione h(z) &

Py(z) = h(0) + ' (0)x + h';(o) 2+ h";fo) e

Basta allora calcolare h(0) = 1, '(0), A”(0), A"’ (0).
a. Siha

/

() = —sen(x + 32%)(1 4 6x),

R (z) = — cos(z + 322)(1 + 6x)% — 6sen(z + 32?),

hY'(z) = sen(z + 322)(1 + 62) — cos(z + 322)2(1 + 6x)6 — 6 cos(x + 3z%)(1 + 62).
Quindi A (0) =0, R{(0) = —1, h{"(0) = —18 e il polinomio di Taylor &

—1 —18 z2
P3($)21+7$2+T$3:1—7

Alternativamente, sfruttando lo sviluppo di Taylor della funzione seno in xg = 0 si ha

— 323,

cos(z 4+ 32%) =1 —

N =

(z +32%)° +o((z + 32%)*) =1 - %(mQ +22(32%)) + o(z®) =

8

1— = =323 +o(2®).

v

Dall’'unicita dello sviluppo segue che Ps3(z) =1 — % — 3x3.

b. Si ha
R (x) = esen(20) =305 (9 co5(22) 4 3sen z),

hy (x) =

g

sen(2x)—3 cosm(2 COS(Zx) +3 SGHZ‘)Q + esen(Qz)—3cosx(—4 sen(Qm) + 3 cos 33‘)

By (z) = e*en(22) =352 (9 cog(21) + 3sen ) +
+ eson(22) =805 29 (9 cos(22) 4 3sen z)(—4sen(2x) + 3cos x) +
+ eon(22)=3¢052(9 ¢o5(2) + 3sen ) (—4 sen(2z) + 3cos x) +
4 e5n(22)=3cos @ (8 ¢og(22) — 3sen ).
Quindi h2(0) = €3, h5(0) = 2¢73, hY(0) = Te3, h}'(0) = 18¢3 e il polinomio di Taylor ¢
-3 -3
762 z? + 182 3 =e3 (1 + 2z + ;m2 + 3:r3> .

Alternativamente, si possono sfruttare gli sviluppi di Taylor delle funzioni seno e coseno in zy = 0, e quello
dell’esponenziale in yp = sen0 — 3cos0 = —3. Si ha
(27)3 x?

sen(2z) = 2x — & +o(z?), cosr =1-— 5 + o(z?),

Py(z) = e 3 +2e 32 +

-3 -3
e = ey +3) + 5+ 3 + (v +3)° +olly +3)°).
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per cui

3 4
sen(2z) — 3cosx = —3 + 2x + 5:52 - §x3 +o(z?),
-3

3 4 3 4
gsen(2z)—3cose _ ,—3 _1_6—3(21, 122 23, O(Is)) + €_<2$ L 242 2,3 +0(x3))2 +

2 3 2 2 3
+ %(255 + ng - gx?’ +0(2))® + o((2z + gmz - §$3 +o(z%))?) =
3 4 -3 3 -3
=424 Sa? - 2o) + (207 +2(20) (5a7) + T (20)° + o(e?) =

7
=e 3 (1 + 22+ 5332 + 3x3) + o(z?).

Dall’unicita dello sviluppo segue nuovamente che Ps(x) = e=3 (1 + 22 + %xQ + 3:103).
C. In questo caso conviene utilizzare gli sviluppi. Infatti
hs(z) = 2°(2° + o(2®)) = 2® + 2° 0(2®) = 0(2") .

Quindi banalmente P7(x) = 0 ¢ il polinomio nullo.
Alternativamente si possono calcolare le derivate successive fino all’ordine 7, verificando che si annullano
tutte in xg = 0.
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