Univiersita degli Studi di Udine] .3 Anno Accademico 2002/2003

SHEd

Corso di Laurea in [nformafical

Analisi Matematica, tema A
Compitino del 20 dicembre 2002

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:
4% 4+ 52 — 1 log(z* +1) + 1
(a) lim — 22—~ (b) lim 8@ + D+
x—+too T2 +1—2% z—+o0 log(z3 +2) — 3

3+ 22+ 3 r? -3z +1
lim ———— d) li —
(C) :c—l>r-‘£loo 2.(5‘2 —x—1 ( ) 90—1>I—n00 2x + 4£I?2 -5
2—senw
: 2 _ _ 2 _ im 2
(e) xgrfoo(\/m r+5—/3x2 22 1)  (f) lim ———
(g) lim 1 — cos(3y/x) (h) lim log(xz + 3) — log(z + 1)
&) Lo (1 + senx) sen(2z) z—+00 1 + e~ log®(42)
512 — wsen /T
0 Y YRS S—
(1) om0+ V(1 — cos(2x)) + 4x3/2 () x—1>r-lr-loo( o 2%~z —1)
k) 2sene” + 5 1) 1+ 5z
im ——— im
r—+oo  2x 43 z—1 logx

2. Determinare il dominio della funzione

\/log(Qx —5) —log(z — V/a? — bz + 4).

3. Mediante il principio d’induzione, provare che

1-28 +2.2243.22 4+ ... 4n-2"=2"T(n-1)+2.

4. Studiare al variare del parametro a € R la continuita in in z = 2 della seguente funzione

ar?+r+a® sex>2
o]

3a’x + 1 se x < 2.

Punti: 2 per ogni limite, 5 per ogni altro esercizio.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/informatica.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Univiersita degli Studi di Udine] .3 Anno Accademico 2002/2003

SHEd

Corso di Laurea in [nformafical

Analisi Matematica, tema B
Compitino del 20 dicembre 2002

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

223 — 3% — 1 log(bx — 2) — log(2 3
() lim 253 -c+t (b) lim 0g(5z — 2) — log(2z + 3)
T— 400 14322 —2 T—+00 1 + e—log®(3z)
(c)  lim (V222 +z+1—+/222 -3z +2) (d) lim (V229 — 322 +5 — V/da? +3)
2 —1 x(cos(2y/xz) — 1)
li — f) L
(€) 100 322 + 25 + 2 (£) om0+ sen?(3z)
1-21 241 292241
(¢) lim og(z”+1) () lim = —2 F°
z—+oo 3log(z +2)+ 1 z—+oo 3% 4 52 — 2
2 _ 2 2 _ T
(i) lim () lim 282
z—1 logx r—+oo eT 4+ 2
1— 322 1-— 2
k) lim 233 1) lim (1 —cosx)\/x + xsenx
z—0 log” x a—0t 3x2 sen(2y/x) + x2 tan x3/2

2. Determinare il dominio della funzione

\/log(Qx —3) —log(z — Va? — 3z + 2).

3. Mediante il principio d’induzione, provare che

1-28 +2.2243.22 4+ ... 4n-2"=2"T(n-1)+2.

4. Studiare al variare del parametro a € R la continuita in in z = 0 della seguente funzione

2 —a)®> +2 sex >0,
f(sc)::{( o -

22 —3a(z+1)+a®> sexz <.

Punti: 2 per ogni limite, 5 per ogni altro esercizio.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/informatica.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Univiersita degli Studi di Udine] .3 Anno Accademico 2002/2003

SHEd

Corso di Laurea in [nformafical

Analisi Matematica, tema C
Compitino del 20 dicembre 2002

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

222 +3% -5 072
(a) lim L2 79 (b) Tim sen(2z”)
z—+oo 4% 4+ 5 + 1 2—0 (2 + cosx)(1 — cos x)
. 2log(x® —5)+7 . 1=2z—2?
1 d) 1 -
(c) o0 2 — 3log(z3 + 1) (d) r—reo 32 +1
1—a? 2coszt +3
lim —— f im ——
() i =1 ) =
. wsen+/x + sen(2z?) tan \/z )
1 h) 1 v 3x2 —V3x2 -2 5)
(&) om0t 278 — 2(1 — cos/x)\/x (h) xJToo< T o 7 +5)
1—x)? 2
i) lim ﬂ (j) lim —1—86721(7“0)
r—0+ senx z—1 log T
. log(3z +5) —log(z +1) ) NCTE R 3
(k) lim o oGa) (1) xgrfoo( 322+ + 1 — /223 — 3)

2. Determinare il dominio della funzione

\/log(Qx —6) —log(z — \/a? — 62+ 5).

3. Mediante il principio d’induzione, provare che

1-28 +2.2243.22 4+ ... 4n-2"=2"T(n-1)+2.

4. Studiare al variare del parametro a € R la continuita in in z = 1 della seguente funzione

3ax? +x+a? sex > 1,
-

32 +ar+6 sex<l.

Punti: 2 per ogni limite, 5 per ogni altro esercizio.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/informatica.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Univiersita degli Studi di Udine] .3 Anno Accademico 2002/2003

SHEd

Corso di Laurea in [nformafical

Analisi Matematica, tema D
Compitino del 20 dicembre 2002

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

(@) lim (Vo t 2wt - VAl A1) (o) lim

z—-+oo z—0 222 — 513

5—x— 23 2¢ — 32+ 1

lim ———— d) I
(C>x—l>r-{loox3—|—3aj2+1 ():r—l>r—|{1002x2—|—3-2m—|—5

Yz tan Va2 + 222

li f) L 202 +Tx +3 — 222+ 5 1
(¢) o0+ 5(1 — cos/x) + 3y/z sen(5x) (£) mHHwILloo(\/ rEA T V202 + 5o+ )
x tan(2z) (h) lim log(2z +1) — 1(2)g(3x —5)

z—0 sen x2(1 + 3 cosx) z— o0 1 + e~ log*(52)
(i) 32% +2 () 1 22 +x—4
1 m ———s7" m ——

z—+oo 1 + T3 + 22 ) z—0 tanx

3 + sen 3 ) log(z2 +2) —5

() Jim = e 9

z—to0 3 log(z +3) +4

2. Determinare il dominio della funzione

\/log(Qa; —4) —log(z — Va? — 4z + 3).

3. Mediante il principio d’induzione, provare che

1-28 +2.2243.22 4+ ... 4n-2"=2"T(n-1)+2.

4. Studiare al variare del parametro a € R la continuita in in z = 1 della seguente funzione

ar? —a’x+3 sex > 1,
-

r+a?—1 se xr < 1.

Punti: 2 per ogni limite, 5 per ogni altro esercizio.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/informatica.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Soluzioni dei Problemi
del Compitino del 20 dicembre 2002

Tema A

la)
47 452 -1 4% 1+ 5?47 — 1/4%
r—too TZ2 + 1 — 2% z—rtoo \ 28 T22/28 1 1/27 — 1
, 1+ 522/4% —1/4% 1+40-0
— lim (2° _ JA+0-0)
m—1>+00( Tx2/2% +1/27 — 1 +oo 0+0-1 >
1b)
m log(z* +1)+1 m log(z*(14+1/a")) +1 lim 4logz + log(1+ 1/x%) +1
z—+too log(w3 +2) —3  z—-+oo log(a3(1+2/23)) =3  2—+o0 3logx + log(1 + 2/23) — 3
log(14+1/x%)+1
o L =[4+0}=é
2o log(1+2/23)—3 ’
+ 34_% 3+0 3
1c)
23+ 27 +3 , 1+2/2%+3/23 1+0+0
im ——=1i x = |400 - ——m—| =
z—+o0 222 —x — 1 T—+00 2—1/%—1/%2 2—-0-0
1d)
. 2?2 =3z+1 . 1=3/x+1/2? 1-0+0 1
lim —mM— = 1m — =
z——o00 2z + 42?2 — 5 2—-002/x+4—5/z? 04+4-0 4
le)
322 —x+5)— (322 + 22— 1)
lim 322 —x+5—3224+2x—1) = lim (
$—>+<>0(\/ v ) v—+00 /322 — 2+ 5+ V322 + 22 — 1
b —3+6/x _[—3+0}__§
v—+too /3 1/x 4+ 5/22 + /3+2/z —1/22 [V3+V3 2
1f)
2—sinx_l, 1 2—sinx - 1 2-0 _[+ 2]_+
im0 2?4325 am0\a? 14328 ) [0F 140 o0 ST
1g)

1—
lim .COS(3ﬁ) = lim
z—0t (1 +sinx)sin(2z)  z—o0+

<1—cos(3\/5) 2 9 >:[1 1‘9}:9

(3yZ)2  sin(2z) 2(1 +sinz) 2 2



1h)

B log 1+3/§
lim log(x + 3) — log(z + 1) ~ im <1+1/ ) [logl} _o.

r——+00 1+e log? (4x) z>+00 ] e~ log? (4z) - 140
1i)
Lo owsnyE R R R
20+ /(1 — cos(2z)) 4 4x3/2  2—0+ 4931—((?2075)(22“?) +4  [0-(1/2)+4] 4
1j)
I 2% —3-\/13—z—1
= hI_P (]:c|3/2 (\/2/55 —3/a3 — /1 —1/22 — 1/:1:3)) = [-l—oo (VO - \/I)} = —00.
1k)
2sine” 1
i %{:—5 = IBTOO ((2 sine” + 5) T 3) = [{funzione limitata} - 0] = 0.

11) Non esiste poiché il limite sinistro e destro sono diversi. Il numeratore tende a 6 > 0 mentre il
denominatore tende a (. Pil precisamente il denominatore ¢ positivo in un intorno destro di
1 e negativo in un intorno sinistro percio

. 1+5x . 1+5bx
lim = +00, lim
z—1t logx z—1- logx

2) 1l dominio della funzione ¢ dato dalle soluzioni del sistema

2x — 5> 0, (
22 —5x+4>0, (
r—Vz2 -5z +4>0, (3
log(2z — 5) — log (z — Va2 — 5z +4) > 0, (
Le soluzioni di (1) sono z > 5/2.

Le soluzioni di (2) sono = > 4 oppure x < 1, percio le soluzioni di (1)-(2) sono date dagli x > 4.

La disequazione si puo scrivere z > v/x2 — 5z + 4, e siccome dovra essere x > 4, entrambi i
membri sono positivi e si puo elevare al quadrato, ottenendo x? > x? — 5z + 4 ovvero x > 4/5.
Le soluzioni di (1)-(2)-(3) sono date allora da = > 4.

Per la monotonia del logaritmo naturale, la disequazione equivale a

2r—5>x—+va2—bxr+4 = Vaz—5bx+4>5—uz.

Le soluzioni sono date dall’'unione dei seguenti sistemi
2?2 =5 +4>0,
5—x >0,

{ 22 —bx4+4>0,
22 -5 +4>(5—x)?

5—x <0,

Il primo sistema ha come soluzioni x > 5. La terza disequazione del secondo sistema equivale a
5x—21 > 0. Il secondo sistema ha allora soluzioni date da 21/5 < x < 5. L’intera disequazione
(4) ha allora come soluzioni 'unione delle soluzioni dei due sistemi, ovvero 21/5 < x.

Il dominio della funzione ¢ allora D = {x : z > 21/5}.



3) Diciamo P(n) la proprietd in corrispondenza di n. Applichiamo il Principio d’Induzione.
Verifichiamo che P(1) & vera, infatti

1-2t=2=2"1—-1)42

Utilizziamo ora l'ipotesi induttiva: supponendo che P(n) sia vera, verifichiamo che anche
P(n+1)loe. Se P(n) ¢ vera, allora si ha

1-2042.2243.25 4 402" 4 (n+1). 20+
=(1-2" 422243224+, 4n-2") + (n+1)- 2"
:2"+1(n—1)+2+(n+1)-2”+1 :2n+1(2n)+2:2(n+1)+1((n—|—1)_1)+2

Quindi anche P(n 4 1) & vera. Per il Principio d’Induzione, la proposizione P(n) & vera per
ognin > 1.

4) Imponiamo la condizione che il limite destro e sinistro della funzione in 2 esistano e coincidano
col valore della funzione nel punto. Si ha facilmente

lim f(z) = f(2) = 4a + 2 + d°.

z—21

Il limite sinistro:
lim f(z) = 6a®+ 1.

r—27
Affinché la funzione sia continua in 2 dovrd dunque essere 4a + 2 + a®> = 6a® + 1 ovvero
5a® — 4a — 1 = 0 che ha come soluzioni a; = 1, ag = —1/5. Per tali valori di a la funzione
risulta continua in x = 2.
Tema B
la)
223 — 322 —x + 1 i 2-3/x—1/22+1/23 N 2—-0+0 N
1m - 1m = x| =
z—+o0 14322 —x z—+00 1/22+3—-1/x 0+3-0
1b)
log(5z — 2) — log(2z + 3 og (355%)  Tog(s/2
lim 0g(57 = 2) — fg( z+3) = lim 2+32x = 08(5/2) = log(5/2).
z—+00 1 4+ ¢~ log*(3x) z—+00 ] 4 ¢~ log*(3x) 140
1c)
21> 1) — (22% = 3z + 2
hm (\/2372—1-36—1-1—\/2352 3z+2) = lim Qe +z+1) - z+2)
Sy v—+00 /222 + x4+ 1 + V222 — 3 + 2
—1 4
250 V2+1/z + 1/x2 +42-3/z+2/22 2V2
1d)

lim (\/2373—3372—1—5—\/43524-3)

r——400

= hm <\:U|3/2 <\/2 3/m+5/ac3—\/4/m+3/x3)) = [4—00(\/5—\/6)] =




le)

, | , 1 1—1/2? 1-0
Iim ———— = lim e e ———— = e — | =
z——00 322+ a3 +2 a—-oco\zx 3/r+1+2/23 0+140

1f)
2yT) — 1 1 — cos(2 4 1 4 2
g TESRVE 1) (o) ( Be )14 2
z—0+ sin”(3x) z—0+ (24/)? sin(3z) ) 9 2 9 9
1g)
I 2log(z? 4+ 1) i L 2log(a?(1+1/2?)) o L—dlogz — 2log(1 + 1/2%)
z—+oo 3log(z +2)+1  az—+co 3log(z(l+2/x)) +1  z—+oo 3logx + 3log(1+2/z) + 1
1—2log(14+1/22)
- e [_4+0] -2
i 3log(1+2/2)+1 :
+ 34 g(lTx/) 340 3
1h)
z2—-2%41 , 2% 32/2% —141/2°
im ———— = lim [ —
z—+00 3% 4+ 52 —2  z—+oo \ 37 1+ 5?2 /3% —2/37

|
5

_ 2\" 2?/2° —141/2\ 0. 0=1+0] _ 4
z—+oo \\3 /) 1+45z2/3v —2/3z ) 1+0-0]
1i) Non esiste poiché il limite sinistro e destro sono diversi. Il numeratore tende a —1 < 0 mentre

il denominatore tende a 0. Piu precisamente il denominatore ¢ positivo in un intorno destro
di 1 e negativo in un intorno sinistro percio

. x2 —2 . )
lim = —00, lim = 400.
z—1+ logx z—1- logx
1j)
. 2—cosbH” : m : -
IEI_POO o2 © xll)r_ir_loo ((2 —cosH )em n 2) = [{funzione limitata} - 0] = 0.
1K)
9.2
lim 132 :[ ! ]:0
z—0 log”x +o0
11)
b _(L—cosa)yTatsine (-opez) | fpsinz [1/2+0 : 1} 1
z—0+ 312 5111(2\/5) +ax2tana3/2 20+ 6Sin2(\2/\£5) + ta;gag/Q 6-1+0-1 12
2) 1l dominio della funzione ¢ dato dalle soluzioni del sistema
2x —3 >0, (1)
22 —3z+2>0, (2)
xr—Va?—3x+2>0, (3)
log(2z — 3) —log (z — Va2 — 3z +2) >0, (4)

4



3)

4)

Le soluzioni di (1) sono z > 3/2.
Le soluzioni di (2) sono x > 2 oppure x < 1, percio le soluzioni di (1)-(2) sono date dagli x > 2.

La disequazione si puo scrivere z > v/x2 — 3z + 2, e siccome dovra essere x > 2, entrambi i
membri sono positivi e si puo elevare al quadrato, ottenendo x? > x? — 3z + 2 ovvero x > 2/3.
Le soluzioni di (1)-(2)-(3) sono date allora da x > 2.

Per la monotonia del logaritmo naturale, la disequazione equivale a

2r—3>x— Va2 —-3x+2 — Vaz -3z +2>3—ux.

Le soluzioni sono date dall’unione dei seguenti sistemi

2 —3x+2>0,
3—x >0,

{ 22 —3x+2>0,
2 —3r+2> (3 —x)?

3—x <0,

Il primo sistema ha come soluzioni x > 3. La terza disequazione del secondo sistema equivale
a 3x —7 > 0. Il secondo sistema ha allora soluzioni date da 7/3 < x < 3. L’intera disequazione
(4) ha allora come soluzioni 'unione delle soluzioni dei due sistemi, ovvero 7/3 < x.

Il dominio della funzione ¢ allora D = {x : = > 7/3}.

Diciamo P(n) la proprieta in corrispondenza di n. Applichiamo il Principio d’Induzione.
Verifichiamo che P(1) ¢ vera, infatti

1.2t =2=2"1-1)42

Utilizziamo ora lipotesi induttiva: supponendo che P(n) sia vera, verifichiamo che anche
P(n+1) loe. Se P(n) ¢ vera, allora si ha

1-2'42.2243.22 4. . 4+n-2"+ (n+1) 27!
=(1-2"4+2-22+43-2°+ .. +n-2")+ (n+1).- 2"
:2”+1(n—1)+2+(n+1)'2n+1 :2n+1(2n)+2:2(n+1)+1((n+1)—1)+2

Quindi anche P(n + 1) & vera. Per il Principio d’Induzione, la proposizione P(n) & vera per
ognin > 1.

Imponiamo la condizione che il limite destro e sinistro della funzione in 0 esistano e coincidano
col valore della funzione nel punto. Si ha facilmente

lim f(z) = f(0) = 2a® + 2.

z—0t

Il limite sinistro:
lim f(z) = —3a + a®.

z—0~
Affinché la funzione sia continua in 0 dovra dunque essere 24’42 = —3a+a? ovvero a’+3a+2 =
0 che ha come soluzioni a1 = —1, ap = —2. Per tali valori di a la funzione risulta continua in

z=0.



Tema C

la)
222 4+ 3% -5 _ 3% 222/3% +1—5/3%
m ——— = —
vtoo 4% 4 5z + 1 woteo \ 4% 1 4 5z/4% 1 1/42
— lim 3 “22%/3"+1-5/3"\ 0 0+1-0]
z—oteo \\4) 1+45z/4r+1/4* ) |7 14040
1b)
lim sin(2x?) ~ lim sin(2z2) 22 2 _1.9. 2 _ %
2—0 (24 cosz)(1l —cosz) 2—0 222 1 —cosz 2+ cosx 3 3
1c)
lim 2log(z? —5)+7 . 2log(xz*(1 —5/22)) +7 i 4logx +2log(1l —5/2) + 7
=400 2 — 3log(a3 + 1)  z—+cc 2 — 3log(a3(1 + 1/23))  2—+00 2 —9logx — 3log(1 + 1/z3)
e/.2
) 4+ 210g(110g53/vx )+7 |: 440 :| 4
= lim = _Z.
= 2—3log(1+1/a3)
z—+o0 _g 4 Oﬁ)gx r 9+0 9
1d)
. 1—2r—2? . 1/2?—-2/r—1 0-0-1 1
lim ————— = lim = ——
z——0o 32 +1 T——00 3+ 1/3}2 3+0 3
le)
i 1—at i 5  1/zt—1 N 0-1
————— = lim — | = |+t ———— | = —00.
r—to0 322t — 1 a—otoo \© 34 1/z — 1/22 3+0-0
1f)
2 4
Hm %3;—3 = zEI}rloo <(2 cosz? +3) 5 3x3> = [{funzione limitata} - 0] = 0.
1g)
sin /z sin(2
. xsiny/x + sin(22?) tan \/z . 5 +Vr—g— tan\/_ 14+0-2-0
lim = lim = = 1.
a—0t 223 — 2(1 — cos /) /x a—0+ 243/2 _ 9l (S/O_S)\Q/_ 0-2-(1/2)
€T
1h)
322+ 1) — (322 — 22+ 5)
hm 3r2+1— 322 —-22+5 lim (
o= (\/ v )= v—+00 /322 + 1+ V322 — 22 +5
. 2 —4/x [2—0} 1
e=too /3 4+ 1/22 4+ /3 —2/x + 5 /22 2v3] V3
1i)

i (L0 [i} = +o0.

z—0+t sinz



1j)

1k)

11)

2)

3)

y 2 + sin(7z) 2 n
im ————= = | —| = +o0.
2—1  log’z o+

lim =

1 3+5/x

log(3z +5) — log(x + 1) . 08\ 11/ log 3

3 lim 3 = = log 3.
r——400 1+ e log (2x) z—+o00 ] 4 ¢~ log (2z)

lim (\/3x2+x+1—\/2x3—3)

T——+00

~ i (of"2 (VB2 + 12241/ — V23] ) = [0+ (Vi - V)] = —ox.

Il dominio della funzione & dato dalle soluzioni del sistema

22 —6 >0, (1)
2?2 — 6z +5 >0, (2)
x —x2 —6x+5>0, (3)
log(2z — 6) — log (z — Va2 — 6z +5) > 0, (4)

Le soluzioni di (1) sono = > 3.
Le soluzioni di (2) sono z > 5 oppure x < 1, percio le soluzioni di (1)-(2) sono date dagli z > 5.

La disequazione si puo scrivere z > vx2 — 6z + 5, e siccome dovra essere x > 5, entrambi i
membri sono positivi e si puo elevare al quadrato, ottenendo x? > x? — 6z + 5 ovvero = > 5/6.
Le soluzioni di (1)-(2)-(3) sono date allora da x > 5.

Per la monotonia del logaritmo naturale, la disequazione equivale a

2r—6>x— Va2 —6x+5 = Va2 —6x+5>6—zx.

Le soluzioni sono date dall’unione dei seguenti sistemi

22 —6x+5>0,
6—x >0,

{ 2% — 6z +5>0,
2?2 —6x+5> (6 —x)*

6 —x <0,

Il primo sistema ha come soluzioni = > 6. La terza disequazione del secondo sistema equivale a
6x —31 > 0. Il secondo sistema ha allora soluzioni date da 31/6 < x < 6. L’intera disequazione
(4) ha allora come soluzioni 'unione delle soluzioni dei due sistemi, ovvero 31/6 < z.

I1 dominio della funzione ¢ allora D = {x : = > 31/6}.

Diciamo P(n) la proprieta in corrispondenza di n. Applichiamo il Principio d’Induzione.
Verifichiamo che P(1) ¢ vera, infatti

1-2t=2=2"1—-1)42.



4)

la)

1b)

1c)

1d)

le)

Utilizziamo ora l'ipotesi induttiva: supponendo che P(n) sia vera, verifichiamo che anche
P(n+1) loe. Se P(n) ¢ vera, allora si ha

1-2'42.2243.22 4. . 4n-2"+ (n+1) 2"
— (12042224384 402"+ (n+1) 20
= 2" (n— 1)+ 2+ (n+1)- 277 =271 (2n) 42 = 20T (n 4 1) — 1) 42

Quindi anche P(n 4 1) & vera. Per il Principio d’Induzione, la proposizione P(n) & vera per
ognin > 1.

Imponiamo la condizione che il limite destro e sinistro della funzione in 1 esistano e coincidano
col valore della funzione nel punto. Si ha facilmente

lim f(z) = f(1) = 3a+ 1+ d°

rz—1t

Il limite sinistro:
lim f(z)=a+9.

r—1—

Affinché la funzione sia continua in 1 dovra dunque essere 3a+1+a? = a+9 ovvero a®+2a—8 =
0 che ha come soluzioni a1 = —4, as = 2. Per tali valori di a la funzione risulta continua in
xz=1.

Tema D

lim (Va3 + 2z +1— 22 +1)

T——400

= lim (!33|3/2 (\/1+2/ac2+1/x3 — \/1/x+1/x3)> = [—i—oo(\/_—\/ﬁ)} =

r—-+00

y 402 — 3 i 1 422 -3 1 0-3 N (3)
m_———s=lm| 55— | = |7 "——=| = 00 (—=%)| = —o0.
2—02x2 — 53  z=0\z?2 2-—5x 0+t 2—0 2

. b—x—2a3 . 5/ —1/x2 -2 0-0-2
lim ————— = lim =
z—too 23 +322+1 a—+0 14+3/x+1/232 14040

= -2

— 322 +1 . 1—-322/2°+1/2* 1-040 1

lim =-.
m—>+0<>2x2—|—3 27+ 5 x~+oo2x2/2r+3+5/21‘ 0+3+0 3

tanw -|-2£L’

Y tan Va2 + 222 . Va2 1+0 2
lim = lim = = _.
a—0t+ 5(1 — cos /x) + 3y/xsin(bx)  a—0+ 5l (f/o—s\/_ + 15\/*5111 52)  5-(1/2)4+0-1 5



1f)

2202 + Tz +3) — (202 + 5 + 1)
lim 202 +7x +3 — /222 + 5+ 1) = lim (
w—>+o<>(\/ v ) r—+00 \/222 + T + 3+ V222 + bz + 1

i 2+2/x 240 1
r=+00 \ /2 4+ T/x + 322 +/2+5/x +1/22 22 V2

1g) ,
2 2 2 2 1
im — x tan(2z) — lim tan(2x) .a: _1.1.2_1
a—0 sinz?(1 + 3cosx)  a—0 2z  sina? 14 3cosz 4 2
1h)
log(2z + 1) — log(3z — 5 log (335)  Tlos(2/3
lim op(2r +1) — Zg( z=5) = lim 3_5? = 0g(2/3) = log(2/3).
x—+00 1+ e log (5x) z—+00 ] 4 ¢ log (5x) 14+0
1i)
322 +2 . 1 3+2/2? 340
im ——=1lim [ - -———F—— | =0 — =
w—too 1+ T23 + 22 z—4oo\z 1/23+74+1/x 0+7+0

1j) Non esiste poiché il limite sinistro e destro sono diversi. Il numeratore tende a —4 < 0 mentre
il denominatore tende a 0. Piu precisamente il denominatore € positivo in un intorno destro
di 0 e negativo in un intorno sinistro percio

224+ —4 . |
im ———— = —o0, lim ———— = +o0.
z—0t tanz z—0- tanz
1k)
3+ sinz3 . .3 . o
e IETOO <(3 +sinz ):L‘Q——i—l> = [{funzione limitata} - 0] = 0.
11)
log(z? +2)—5 . log(z®(1+2/2?) -5 i 2logx + log(1 +2/2%) -5

=t 3log(x +3)+4 b0 3log(z(1+3/z)) +4 >0 3logx + 3log(l+3/x)+4
log(14+2/2%)—5

— lim 2+ log x _2+0_g
Castoog 4 3log(};;;/w)+4 “ 340 3

2) 11 dominio della funzione & dato dalle soluzioni del sistema

22 — 4> 0, (1)
2 —4x+3 >0, (2)
x— 22 —4x+3>0, (3)
log(27 — 4) —log (z — Va2 — 4z +3) >0, (4)

Le soluzioni di (1) sono = > 2.

Le soluzioni di (2) sono z > 3 oppure x < 1, percio le soluzioni di (1)-(2) sono date dagli x > 3.



3)

4)

La disequazione si puo scrivere x > vz2 — 4x + 3, e siccome dovra essere x > 3, entrambi i
membri sono positivi e si pud elevare al quadrato, ottenendo x? > x? — 4z + 3 ovvero x > 3/4.
Le soluzioni di (1)-(2)-(3) sono date allora da x > 3.

Per la monotonia del logaritmo naturale, la disequazione equivale a

20 —4>x—\r2 -4z +3 — Vat—4dx+3>4—zx.

Le soluzioni sono date dall’'unione dei seguenti sistemi

2 —4x+3>0,
4—x2>0,

{ 22 — 4z +3 >0,
2 —4xr+3> (4 —x)?

4—x <0,

Il primo sistema ha come soluzioni = > 4. La terza disequazione del secondo sistema equivale a
4x—13 > 0. Il secondo sistema ha allora soluzioni date da 13/4 < x < 4. L’intera disequazione
(4) ha allora come soluzioni 'unione delle soluzioni dei due sistemi, ovvero 13/4 < z.

Il dominio della funzione ¢ allora D = {z : = > 13/4}.

Diciamo P(n) la proprieta in corrispondenza di n. Applichiamo il Principio d’Induzione.
Verifichiamo che P(1) & vera, infatti

1-2t=2=2"1—-1)+2

Utilizziamo ora l'ipotesi induttiva: supponendo che P(n) sia vera, verifichiamo che anche
P(n+1) lo e. Se P(n) ¢ vera, allora si ha

1-2'42.2243.2°+ .. 40 2"+ (n+1)- 2"
=(1-2"4+2-2243-22+ ... +n-2") + (n+1) 2"
=9 — 1)+ 24 (n+1)- 27T = 27+ (2p) 4 2 = 2D (1) — 1) + 2

Quindi anche P(n + 1) ¢ vera. Per il Principio d’Induzione, la proposizione P(n) & vera per
ogni n > 1.

Imponiamo la condizione che il limite destro e sinistro della funzione in 1 esistano e coincidano
col valore della funzione nel punto. Si ha facilmente

lim f(z) = f(1)=a—a®+3.

r—1t

Il limite sinistro:
lim f(z) = a®.

r—1—

Affinché la funzione sia continua in 1 dovra dunque essere a —a?+3 = a? ovvero 2a> —a—3 =0
che ha come soluzioni a; = —1, ag = 3/2. Per tali valori di a la funzione risulta continua in
r=1.
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