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Risolvere i seguenti limiti

3e” —cosx — 2 e” — cos /T — 3
li b) 1
() 720 log(1+ (z+1)?) (b) e sen(2x)
. xarctanz + 5vVa? — 1 . x? = 2rarctanz + log(1 + x2)
(¢) lim (d) lim .
z—00 log(2e3* + 1) z—0 x4

Data la funzione f(z) = (z — 2)e~ /%, si studi

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintototi;
. la continuita, derivabilita e il segno della funzione;
. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita;
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Data la funzione f(z) = arctan <

. calcolarne, ad esempio per parti, I'integrale indefinito;
. calcolare, se esiste, I'integrale (improprio?) fol f(x) dx.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(z,y) =log(z — y) + log(z + y). Rappresentare inoltre le linee di livello.

Data I'equazione differenziale lineare del secondo ordine 3" — 6y’ — 7Ty = 14t — 4t + 7

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
. trovare la soluzione generale;
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) =0 e 3/(0) = 7.

Punti: 2+42+2+42, 2+2+42+2+2, 4+2, 6, 1+2+2.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

. a. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale

I 3e® —cosx — 2 3—1-2
1m = =
a—0log(1+ (z+1)2) log 2

b. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

. € —cosx —2° L Hipital e’ + % ' Senﬁﬁ -3z +1/2—-0 3
lim = lim = ==,
z—0+ sen(2zx) z—0 2 cos(2x) 2 4

C. Si puo applicare 'Hépital (forma indeterminata co/00):

! zarctanx + 5vx?2 — 1 L Hapital . arctan x + 14?7 + 52\/%
im = im =
z—-+oo log(2e3® + 1) z—+00 —2669?:11
T 1
y arctan + oz + 5\/1_1/362 724045 7410
= 1m = = .
T——400 2%% 6/2 6
d. Si puo applicare 'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
2 log(1 4+ 22) LHes 22 — 2arctan x — 22, 4 22,
lim & 2x arctan z + log(1 + 2%) ¢ Hoptel Tha? T The? _
x—0 .’1,'4 x—0 41‘3
0/0 1
. x —arctanx L'Hopital ~ 1727 i 1 1
=lim— = lim ——— = lim ——— = —.
x—0 2933 x—0 6%2 x—0 6(1 —+ $2) 6
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2.a+Db.

. La derivata prima e

[Analisi] Svolgimento

Il dominio & R \ {0}. La funzione & ivi continua e deri-
vabile. Inoltre

lim f(x)

z—0~

Jim f(z) = [(=2)-0] =0,

[(—2) - +00] = —o0,

lim f(z) = [£o0- 1] = +o0.
r—to0

Quindi la funzione non ammette massimo né minimo as-

soluto. In z = 0 la funzione ha un asintoto verticale.

Cerchiamo gli eventuali asintoti obliqui

1 f(@) — lim Me—l/r =1,
r—+oo o r—+o0 x
e~t/r _q 1
. _ _ . _9,—1/z) _
- —1-2=-3,

percio la retta di equazione y = x — 3 € un asintoto a
+o00.

La f(z) & banalmente positiva se z € ]2, +ool, negativa
se x € |—00,0[U]0,2[ e si annulla in z = 2.

Ristretti al dominio, si ha che f/(x) > 0 se e solo se
224+ 2 —2 > 0 ovvero se x > 1 oppure z < —2. La
funzione ¢ dunque crescente su |—oo, —2[ e su |1, +o0],
decrescente su |—2,0[ e su ]0,1[. Inx1 = -2 exy =1
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fl@) = (w = 2)eV

ammette, rispettivamente, un massimo e un minimo relativo. Si osservi che si ha anche

lim f'(x) = —o0, lim f'(z)=0.

z—0~ z—0t

. La derivata seconda ¢

+

72 3 72 2

7@ = (

T

1 4 224zx-2 1\ _
_+—._>e

br —2
1/x —1/z
! SL’—4€ /

Si ha che f”(x) > 0 se e solo se 5z — 2 > 0 ovvero se x > 2/5. La funzione & dunque convessa su ]2/5, +oo[

e concava su |—00,0[ e su |0,2/5[. In z3 = 2/5 ha un punto di flesso.

Usando il metodo per parti

1 1 1
(1 - arctan —) dx = zarctan— — | x————
x x (1/x)2+1

)dx:

1 1 2 1 1
:xarctan——i——/ x dx:xarctan——i-Elog(l—i—xz)—i-c.
x x

2) 1+ 22
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1
f(x) := arctan —
x

Svolgimento 17 settembre 2002
Per quanto riguarda la convergenza dell’integrale si osserva
che arctan(1/x) — 7/2 per x — 07, quindi la funzione &
limitata e 'integrale ¢ ben definito. Detta F' la primitiva di f
che abbiamo trovato, per il Teorema Fondamentale del Calcolo

Integrale si ha che

1
/f(a:)dx: lim
0

6—0+

\()_W/Q

Il dominio ¢

I (” +
im (—
5—0+ \4
m  log?2

4+2

4. a.
D:{(x7y)€R2: xzy) xZ—y}a

insiemi di livello

che geometricamente rappresenta il quarto di piano
compreso tra le bisettrici del quarto e del primo qua-
drante, in grigio nella figura accanto. Si osservi che
su D vale f(x,y) = log(z? — 32).

e = g [,

log 2
2

/:f(x

1
— § arctan 5) =

b. L’insieme di livello & si ottiene risolvendo I’equazione 0
f(x,y) = k, ovvero log(x? — y?) = k che equivale a
22 — 4% = e¥. Per ogni k € R tale equazione rappre-

senta un’iperbole equilatera di asintoti le bisettrici

dei quadranti. L’insieme di livello & ¢ dunque quel

ramo dell’iperbole che sta in D.

5. a. L’equazione caratteristica associata & A2 —6A—7 =0
che ha come soluzioni Ay = —1, Ao = 7. Quindi la
generica soluzione dell’equazione omogenea associata
e

2(t) = Cre ' + Che™ .

b. Cerchiamo una soluzione particolare della forma §(t) = at® + bt + c. Si ha §/(t) = 2at + b, e §"(t) = 2a.

Allora y dovra soddisfare identicamente

2a — 6(2at + b) — T(at® + bt +c) = 144> — 4t + 7,

—T7a = 14,
{ —12a — 7b = —4,

2a —6b—Tc=171,

da cui si ricava il sistema

che ha come soluzione a = —2, b = 4, ¢ = —5, percio la soluzione generale dell’equazione e

y(t) = Cre™" + Coe™ — 2% +- 4t — 5.
C. Derivando si ottiene
Y(t) = —Cre " +7Ce™ — 4t + 4.
Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y'(0) = 7 si ottiene il sistema

Ci+Cy—5=0,
—C1+7C,+4=1,

y(t):=de 4 —2t%+4t—5

quindi C7 = 4, C5 = 1 e la soluzione cercata e

y(t) =4de 4 et — 22 44t — 5.
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