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Risolvere i seguenti limiti

log(logz) + 1 e?* — tan(x?) — 2

a m b) lim

(a) s—+00 log?(z + 1) + 2 (b) z—0 sen?(x + 5z?)

() lim tin(arcsgen x) —;— 3x (@) lim arctan(z? + 2) — au“l(:tan(.r2 +1)
z—0 e*? — Tx° — 224 — 1 T—-+00 log(l-l_W)

Data la funzione f(x) = g + arctan z — log(z? 4 1), si studi

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti;
. la continuita e derivabilita;
. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. il segno e gli zeri di f, usando i punti precedenti;
. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare, ad esempio colla sostituzione ¢ = sen x, il seguente integrale definito

/”/2 cos
5 dx
o sen“x —5Hsenz +6

Studiare la convergenza della serie

X 9n 4 gn
nl+1°

n=1

Data I'equazione differenziale lineare del secondo ordine 3" + 2y’ + 5y = 5t — t + 10,

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
. trovare la soluzione generale;
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) =1 e 3/(0) = 2.

Punti: 242+2+2, 2+1+42+2+2+2, 6, 6, 1+2+2.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.
. a. Si puo applicare 'Hépital (forma indeterminata co/o00):
%0/00 _1
. log(logz) +1 rnopital I vlogz _ _ ; r+1 1 —1.0=0
e Te e Tet =, Sogalogz D) =100
e (x + )_|_2 x S T T SS] x og x log(x

b. 11 limite non ¢ in forma indeterminata e vale

.
+20  sen? (x + 5a?)

e*” —tan(2?) — 2 [1—0—2

0+ }:_oo'

C. Si puo applicare I'Hopital (forma indeterminata 0/0):

. tan(arcsen ) + 3z L Hapital . cos2(ar1csen ol \/1171,2 +3 143 4
1m = 1 = = —,
z—0 5% — Tx3 — 222 — 1 z—0  5ed* — 212 — 4z 5—-0 5

d. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

0/0 2 2
o arctan(z? + 2) — arctan(z? + 1) ruopital lim 27 — TFG ) _
= - — =
r——+00 1 r—+00 —_—
1og<1 + —(m+1)4) g @+)?

(4@ +1)*) = (1+(*+2)?)

. 2z ((@2+2)2+1) ((@2+1)2+1) . (222 +3)((z +1)° + (z + 1))

= lim (— I ) = lim 2 2 2 2 -
~ 228

- [N ng} =1
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2.a+Db.

. La derivata prima &

[Analisi] Svolgimento

Il dominio ¢ R. La funzione ¢ ivi continua e deriva-
bile. Inoltre
lim f(z) =+o00.
r—+oo

Quindi la funzione non ammette massimo/minimo
assoluto. Siccome

. T

im 13 _

rx—Foo I
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) 1 arctanz log(z? +1)
lim (— — ) =
z—+oo\ 2 x x
S
2 2
. x
i (f@)-3) =
_ _ 2 _
= xgrfoo(arctana: log(z* + 1))
= i% — 00 = —00,

f non ammette asintoti obliqui a Foc.

, 1 1 2z 22 — 4z +3
P = T " Ts2 ~ 20529
Si ha che f/(x) > 0 se e solo se 2% —4x+3 > 0 ovvero
se x > 3 o x < 1. La funzione & dunque decrescente
su |1, 3[ e crescente su |—o0, 1] e su |3, +oo[. In zg =
1 e x1 = 3 ammette, rispettivamente, un massimo e f(x)
un minimo relativo.

. Siosserva facilmente che f(0) = 0. Poiché il valore di

f nell’unico punto di minimo relativo & f(3) = 3/2+
arctan 3 — log 10 > 0, dalla studio della crescenza si
deduce che la funzione & positiva per x > 0 e negativa per x < 0.

. La derivata seconda ¢

= g + arctan x — log(z? + 1)

(22 — 4)(1 + 2?) — (2 — 42 + 3)22

:2(362—:5—1)

" o
Jiw) = 2(1 + 22)2
Si ha che f”(z) > 0 se e solo se > —x — 1 > 0 ovvero se x > (1

& dunque concava su |(1 — v/5)/2, (1 + v/5)/2[, convessa su ]—oo
r9 = (1 —+/5)/2 e z3 = (1 +/5)/2 ha due punti di flesso.

Si ha
/”/2 cos T d /”/2 1
xr =
o sen?z —5senz + 6 o sen’xz —5senx + 6

cos
sen? z—5 sen ©+6

1/8

|
oly
o[y

—1/8

(1+22)2
++5)/2 0 z < (1 —+/5)/2. La funzione

,(1 —+5)/2[ e su J(1 4+ V5)/2, +oo. In

1 1
d = —— dt=
sen x /0 2516

1
1 1 1 1
B dt:[l t—3 -1 t72} = log =.
/O(t—S t—2) oglt = 3| —log|t =2|| '=log 3



http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Analisi]

Svolgimento
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4. E una serie a termini positivi; applicando il criterio del rapporto

n n n ok k
si ha n Qn'fi 1 21@!131
gntl | gnt1 1 2,5 2,5
lim T = g OHUL 2 | 4,33333 6.83333
N ] 3| 5 11,8333
n |
— fim (2(2/3) +3 _1+1/n! ') _ 4 | 388 15,7133
noeed 231 (n+ 1) +1/n! 5 | 227273 17,9861
=3-0=0, 6 | 1,09986 19,0859
quindi la serie converge. Alternativamente si poteva osservare che 7 0,459234 19,5452
il termine generale della serie & facilmente maggiorato da 2-3"/n!, 8 0,169068 19,7142
che & il termine generale di una serie convergente (basta usare 9 0,0556519 19,7699
il criterio del rapporto, o anche osservare che tale serie converge 10 0.0165545 19.7864
banalmente a 2(e3 — 1)). Per il criterio del confronto si riottiene
la convergenza della serie data.
. a. L’equazione caratteristica associata & A2 + 2\ + 5 = 0 che ha come soluzioni \; = —1 — 2i, Ay = —1 + 24.

Quindi la generica soluzione dell’equazione omogenea associata &

z(t) = e *(Cysen2t + Cy cos 2t) .

b. Cerchiamo una soluzione particolare della forma §(t) = at®> + bt + c. Si ha §/(t) = 2at + b, e §"(t) = 2a.

Allora § dovra soddisfare identicamente

2a + 2(2at + b) + 5(at* + bt +¢) = 5t —t + 10,

5a = 5,
{4a+5b:—1,

2a + 2b + 5¢ = 10,

da culi si ricava il sistema

che ha come soluzione a = 1, b = —1, ¢ = 2, percio la soluzione generale
dell’equazione ¢

y(t) = e "(Crsen2t + Cycos2t) +1° —t +2.

C. Derivando si ottiene

y'(t) =e " ((=C1 — 203) sen 2t + (2C, — Co) cos 2t) + 2t — 1.
Imponendo le condizioni y(0) =1 e y'(0) = 2 si ottiene il sistema

Cy+2=1,
201 —Cy —1=2,

quindi C7; =1, C5 = —1 e la soluzione cercata &

y(t) = e "(sen2t —cos2t) +t* —t +2.
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