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Corso di Laurea in [nformaticale [TWM]

Prova Scritta del 28 giugno 2002

Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo.

Risolvere i seguenti limiti

re® — 312 arctan(log z) — 2
lim ——— b li
(2) 200 tan(4x) — 2x (b) om0+ Va4 3z — 3z
) log(em2+2x2) . V1+axsenz —+/1—xsenx
(¢) lim (d) lim :
z—0 Tsenx + cosx — 3% + 3w z—0 log /1 + 22
Data la funzione f(x) = %, si studi

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti;
. la continuita, derivabilita e il segno della funzione;
. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita;
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Data la funzione f(z) = e™3%(2? + 2¢%)

. calcolare 'integrale definito fol f(x) dx;

. calcolare, se esiste, l'integrale improprio f0+oo f(x)dx.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(z,y) =y — x + /y + . Rappresentare inoltre le linee di livello.

Data ’equazione differenziale lineare del secondo ordine 3" — 2y’ + 3y = 9t? + 1

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
. trovare la soluzione generale,
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0 e y’(0) = 1.

Compito A Punti: 2424248, 241484242, 442, 6, 244+3.
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0 172

arctan(log z) — z2

Va4 3r — 3x

Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

1. a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

im ze® — 322 Lv}?f,/_l?nal imxew—i—ew—Gx_O—i—l—O_l
s=0tan(dr) =20 a0 -2 4-2 2

Alternativamente, dividendo numeratore e denominatore per x, si ottiene

xe® — 322 . e’ — 3z 1-0 1
im ———— = 11n = = — .
z—0 tan(4z) — 2z =—0 4“”;& _9 4-1-2 2

b. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale
arctan(logz) —2?  —71/2—-0

Vs
o0t I+ 37— 3% Nz 4

C. Si puo applicare 'Hépital due volte (forma indeterminata 0/0):

2
2 0/0 2ze” +4x
o log(e® + 222) wHopital o2 1 202 B
z—0xsenx + cosx — e3¢ + 3z z—0senx + rcosxr —senx — 3e3% + 3
22 0/0 22 2 2

2xe® +4dx L'Hépital 2e* 4+ 4xce® + 4 24044 3
= m = 1im = = —_—,
z—0 T cosT — 3e3% + 3 z—0cosx —xsenx —9%e3*  1—-0-9 4

d. Dopo una prima trasformazione e I’isolamento di un fattore non indeterminato, si pud applicare 1’'Hépital
(forma indeterminata 0/0):

y V1+xsenx —+/1—zsenx y 1 (1+zsenz) — (1 —zsenx)
im = lim . =
z—0 log ¥/1 + z2 2=0\ $log(1+2?) I+ zsenz++1—azsenz
0/0
. ( 3-2 Tsenx ) 3l TSENT  L'Hépital
= . =3lim ————— =
e—0\ 1+ zsenz + 1 —xsenz log(l+ 22) z—0 log(1 + 22)
—2
— 3 lim senac—;—xcosx _3 hm<1—|—x2 . senx—i—xcosx) _ § lim(senx +cosx) _ § (141)=3.
z—0 1+”;2 z—0 2 x 2 z—0 2
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Analisi, compito A | Svolgimento 28 giugno 2002

2.a+b. Il dominio & dato dagli z che soddisfano 1—23 > 0 ovvero

D = ]—o00,1[. La funzione ¢ ivi continua e derivabile.
Inoltre
lim f(x) =[] =+
1m r)=|—| =+
r—1- 0+ ’
22
IEIPoof(x) - a:ll}zloo 1—23 =0,
dove si & usato che z = —|z| = —va? se z < 0. Quindi la

funzione non ammette massimo assoluto. La retta x =
1 & un asintoto verticale, mentre ’asse x ¢ un asintoto
orizzontale a —oo. Ristretta al dominio la funzione &
banalmente positiva se 0 < z < 1, negativa se x < 0, e
si annulla in x = 0.

c. La derivata prima e

/ — mz
f(x) = L-od—osits 242
B 1—a3 S 2(1—a3)3/2°
T
Ristretti al dominio, si ha che f’(x) > 0 se e solo se
23 +2 > 0 ovvero se x > —+/2. La funzione @& dunque o
crescente su |—+/2,1[ e decrescente su ]—oo, —v/2[. In 8
o = —v/2 ¢’& un minimo locale (e globale). §
d. La derivata seconda & %
() = 322(1 — 2%)3/% — (2% +2)2(1 — 2%)V/2(~32?)
T = 2(1 —a3)3
32 (2 +8)
41— a3)3/2°

Si ha che f”(z) > 0 se e solo se 23 + 8 > 0 ovvero se x > —2. La funzione ¢ dunque convessa su ]—2,1[ e
concava su |—oo, —2[. In 21 = —2 ha un punto di flesso. Anche nell’origine la derivata seconda si annulla,
ma non si tratta di un flesso, perché la derivata seconda non cambia di segno in quel punto.

3. Dopo alcuni semplici passaggi si utilizza il metodo per parti due volte

/e_gg”(x2 +2€") dx = /xQe_?’”” dx + 2 / e 2 dy =

= _—e % 4 /,1126731 dx =

2 2
= —8_2m —+ (—%6_31 =+ g /1‘6_3r d]}) =

2 ) 1
= —e 2@ _ %e‘gm + 3 <—§e‘3z + 3 /B_M dﬂ?) =

2
_ e _ 2 _ 2
= —¢ 2 e Sm__xe 3z

3 9 Tart
Per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale si ha, per M > 0

/OMf(m)dxz [F(x)}g/[: % —e M _ (MTz—F%—F%)e*BM,

L e=F(z)+c

per cui

1 2 1 “+o00 M 2
/ f(x)dx=2—g7)—e_2—2—Ze_3, / f@)de = lim f(x)da:z—g.
0 0
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4. a. Il dominio &
{(@y) eR?: y>ua, y> -z},
che geometricamente rappresenta il quarto di piano compreso tra le bisettrici del primo e secondo quadrante.
b. L’insieme di livello k si ottiene risolvendo I'equazione f(x,y) = k, ovvero /y —x + /y + = = k. E chiaro

che tale insieme risulta vuoto per k < 0. Per k£ > 0 si puo elevare al quadrato, per cui 'insieme di livello
(quando (z,y) & ristretto al dominio della funzione) & dato da

(y—2) +2v/y%2 — 22+ (y + z) = k? = 2V/y2 — 22 = k* — 2y

{k2—2y20, - {kQ/QZyv .
<~ 4(y2 - JL‘Q) _ (kz o 2y)2 y= k%xQ + kT
E2/9 > L2 4 K K5 1,2 —k?/2 <z < Kk?/2,
/rgzxk;’_ 4 — 4 —1k2‘§’k2 — /1_2 2 /
Y=z + 7 Y= =T’ + 7 Y= ="+ .

L’insieme di livello k ¢ dunque dato dall’arco della parabola y = kizx2 + % per il quale —k?/2 <z < k?/2.
Si osserva che i due punti (£k?/2, k?/2) sono i punti in cui la parabola tocca (tangenzialmente) le bisettrici
del terzo e quarto quadrante.

Infine l'insieme di livello & = 0 ¢ dato dall’unico punto (0, 0).

_ 1.2 kK2
N Y Yy=73% +
: ,
\ ) /
s | e b
A /
k2
)
N 4
N Z
_ k2 =
2 2

5. a. L’equazione caratteristica associata & \> — 2\ + 3 = 0, che ha come soluzioni 1 & iy/2. Quindi la generica
soluzione dell’equazione omogenea associata e

2(t) = €' (4 sen(tv/2) 4 Cy cos(t\/ﬁ)) .

b. Per la teoria, cerchiamo una soluzione particolare della forma #(t) = at? + bt + c. Si ha ¥'(t) = 2at + b,
e i(t) = 2a. Allora § dovra soddisfare identicamente 2a — 2(2at + b) + 3(at? + bt + ¢) = 92 + 1, cioe,
raccogliendo ¢,

3at? + (—4a + 3b)t + (2a — 2b + 3c) = 92 + 1,

3a =9,
{—4a+3b:O,
2a —2b+3c=1,

che ha come soluzione a = 3, b = 4, ¢ = 1, percio la soluzione generale
dell’equazione ¢ allora Y

y(t) = €' (Crsen(tv2) + Cocos(tv2)) + 3% + 4t + 1. 1
C. Derivando si ottiene v(B=—ec! (VEsen(tvD)+eos( t+1
y'(t) = €' ((C1 — Cav2) sen(tV/2) + (Co + C1V/2) cos(tv/2)) + 6t + 4.

Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y'(0) = 1 si ottiene il sistema

da cui si ricava il sistema

Cy+1= 0,
Cy + Cl\/§ +4=1, t
quindi C; = —v/2, Cy = —1 e la soluzione cercata &

y(t) = —et(\/§ sen(tv/2) + cos(t\/i)) + 3t 44t + 1.
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Cognome e Nome:
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Risolvere i seguenti limiti:
log(e® — 322)

V4 +xsenw — /4 — xsenw

li b) 1l
(a) 200 TSen T 4 cos T — €22 + 2 (b) 220 log V1 + 2
tan (1 — 272 2re” — 12
() lim arctan(log z) — 2z (d) lim xe® —x

z—0 tan(3x) — 4z

x—0+ V9 4+ 2x — dHx

Data la funzione f(x) = , si studi

T
vad+1

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti;
. la continuita, derivabilita e il segno della funzione;
. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita;
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Data la funzione f(x) = e=2%(2% + 3¢%)

. calcolare 'integrale definito fol f(x)dx;

. calcolare, se esiste, I'integrale improprio f0+oo f(x)dx.

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili
f(z,y) = /x —y+ /—y — x. Rappresentare inoltre le linee di livello.

Data I’equazione differenziale lineare del secondo ordine 3" — ¢/ +y = 2t + 1

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
. trovare la soluzione generale,
. . . . . . . . . . _ / _
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0 e y’(0) = 1.

Compito B Punti: 2424248, 241484242, 442, 6, 244+3.
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Svolgimento
& 1
3 0 1 o 1/10
—~|8 1 4
[a] (o]
[SIRS)
@ |
R
[a} 172]
5 % 8 ;
=T
| It
z 2
5
4/3\J
—1/2 o 1/2
Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

1. a. Si puo applicare 'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

2
2 0/0 2ze” —6x
log(e*” — 3z2?) L'Hopital o 72 352 _
z—0 xsenx + cosx — e2% + 2 z—0senx + xrcosx —senx — 2e2* 4+ 2
2 0/0 2 2

~ fim 2xe® — 6x L’Hopital . 2e% +4z2e* — 6 24+0—-6 4
frng = 1m = = —.

z-»()xcosx—262x+2 z—0cosxz —rsenr —4e2* 1-0-—-4 3

. Dopo una prima trasformazione e I'isolamento di un fattore non indeterminato, si puod applicare 'Hopita
b. D ima trasf I'isol to di un fatt indeterminato, si pud applicare 'Hopital
(forma indeterminata 0/0):

y V4 +zsenx — /4 —zsenx ( 1 (4+msenx)—(4—xsenx)>
1m = l1im . =
z—0 log v/1 + 22 2—0\ Llog(1 +22) 4+ zsenz++4—zsenz

— lim 4 Trsenx 1 rsenx L’H(i}/;?ital
= =1.lim ———"— =

220 Vit zsenz + VA —azsenz log(l + 22) z—0 log(1 + x2)

—4
—1
—~

. senx + rcosx . 1+ 2% senxz+zcosz 1 se 1
= lim ————— = lim . =1 ( +cosz):— 1+1)=1

z—0 Traz x—0 2 xT 2 z—0 x 2

c. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale
arctan(logz) — 22  —7/2—-0 v

1 .
a—0+ /94 2z — b V9-0 6

d. Si puo applicare 'Hépital (forma indeterminata 0/0):

. 2xe® — x? L»f?eﬁfnal I 2ze” +2e* —2x 04+2-0 9
m-— = im = =_92.
z—0 tan(3z) — 4z Py S S 3—4

cos?(3x)

Alternativamente, dividendo per z, si ottiene

2xe® — g2 . 2e* —x 2—-0

220 tan(37) — 4z wli%zgmgﬂ_Al 3-1-4

=-2.
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[Analisi, compito Bl Svolgimento 28 giugno 2002

2.a+b. Il dominio & dato dagli z che soddisfano 2341 > 0 ovvero
D = ]—1,4o0[. La funzione ¢ ivi continua e derivabile.
Inoltre

lim f(z) = [g—_ﬂ = —00,

r——1t

li I i
i flo) = lim g7 =0,

Quindi la funzione non ammette minimo assoluto. La
retta x = —1 & un asintoto verticale, mentre ’asse x ¢ -
un asintoto orizzontale a +oo. Ristretta al dominio, f(z)
€ banalmente positiva se x > 0, negativa se —1 < z < 0,
e si annulla in z = 0.

massimo globalef

|

Cc. La derivata prima &

asintoto verticale

z2
\/.’I}3+1—$2\/3Tﬁ: 2_1:3
11 2% + 1)3/2

f'(z) =

Ristretti al dominio, si ha che f'(x) > 0 se e solo se
2 — 23 > 0 ovvero se < /2. La funzione & dunque
crescente su |—1, ¥/2[ e decrescente su |v/2, +oo[. In z =
V/2 ¢’¢ un massimo locale (e globale).

d. La derivata seconda &
() = —32% (23 + 1)3/2 - (2- m?’)%(x?’ + 1)1/2(3x2)
2(x34+1)3

~ 32%(z® - 8)
C A(xd 4 1)5/2°

Si ha che f”(z) > 0 se e solo se 2 — 8 > 0 ovvero se

x > 2. La funzione & dunque convessa su |2,4o00[ e concava su |—1,2[. In z; = 2 ha un punto di flesso.
Anche nell’origine la derivata seconda si annulla, ma non si tratta di un flesso, perché la derivata seconda
non cambia di segno in quel punto.

3. Dopo alcuni semplici passaggi si utilizza il metodo per parti due volte

/e_h(xQ—F?)em)dx = /xZe_QI dx—|—3/e_x dx =

= -3¢ "+ /xQefzm dr =

I
|
w
mI
8
+
/?
w| ],
Chl
v}
8
JF
8
ChI
(]
8
QU
8
~~_
Il

=—3e " — =€ - 53367 - 16721 +ec=F(z)+c
Per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale si ha, per M > 0
M M3 M2 M 1
do=[F@)| ) = -3 = (G g +g)e™
; (x)dz (m)o 1 e 5t t)e
per cui

1 o'}
/0 f(x)da:=14—3—36_1—ge_2, /0+ flx)de =
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. Il dominio & dato da
{(.’L‘,y)GRQI J;Zy, —JUZZU},
che geometricamente rappresenta il quarto di piano compreso tra le bisettrici del terzo e quarto quadrante.

. L’insieme di livello & si ottiene risolvendo l'equazione f(x,y) = k, ovvero /zx —y + /-y —z = k. E chiaro
che tale insieme risulta vuoto per k < 0. Per k£ > 0 si puo elevare al quadrato, per cui 'insieme di livello
(quando (z,y) & ristretto al dominio della funzione) & dato da

-y +2V2—?+ (—y—2) =k <= 2/P-2*=F+2%
. {k:2+2y20, . {y>—k2/2, . {—k%xz—%z—kQ/Q

2 2
Ay? —2?) = (k* + 2y)? y=—a? - k& y=—7a? - k&
x? < kt/4 —k%/2 <x <Kk?/2
= 12 K 1.2 K
y=—p7 1 ¥y= "7 1
L’insieme di livello k & dunque dato dall’arco della parabola y = — 75 x% — '“4—2 per il quale —k?/2 <z < k?/2.

Si osserva che i due punti (+k%/2, —k?/2) sono i punti in cui la parabola tocca (tangenzialmente) le bisettrici
del terzo e quarto quadrante.
Infine 'insieme di livello & = 0 & dato dall’unico punto (0, 0).

flxy)=ve—y+v—y—=
e E—

k2 Y k2
-7 0 2 X
4 N 1
Y &
2
-4 z
7 O
2 (.
A N °
/ 2 i
1 2 k<N —_=
’ Yy=—73% -7 : [t
Yy 3 x

L’equazione caratteristica associata & A> — X\ + 1 = 0, che ha come soluzioni % + z@
soluzione dell’equazione omogenea associata e

2(t) = "2 (C1 sen(tV/3/2) + Ca cos(tV3/2)) .
. Per la teoria, cerchiamo una soluzione particolare della forma #(t) = at®> + bt + c. Si ha ' (t) = 2at + b, e
y"(t) = 2a. Allora j dovra soddisfare identicamente 2a— (2at+b)+ (at?>+bt+c) = 2t2+1, cioe, raccogliendo ¢,

at® + (=2a+b)t + (2a — b+ ¢) = 2% + 1,

a =2,
{ —2a+b=0,
2a —b+c=1,
che ha come soluzione a = 2, b = 4, ¢ = 1, percio la soluzione generale dell’equazione &
y(t) = et/? (Crsen(tV3/2) + Cacos(tV/3/2)) + 2% + 4t + 1.
. Derivando e raccogliendo si ottiene
y'(t) = (€"2/2)((C1 — V3Cs) sen(tV'3/2)+
(Co 4+ V/3C1) cos(tv/3/2)) + 4t + 4.
Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y'(0) = 1 si ottiene il sistema

Co+1=0,
3(Co+V3C) +4=1,

quindi C; = —5/\/§7 C5 = —1 e la soluzione cercata &
y(t) = —€"2((5/v/3) sen(tV/3/2) + cos(tV/3/2)) + 22 + 4t + 1.

. Quindi la generica

da cui si ricava il sistema
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