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1. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(a)
∫ +∞

1

2x+ 1
3
√

5x7 + 2x3 + 1
dx , (b)

∫ 2

1

3x+ 4
(x− 1)1/3 · (x+ 1)2

dx .

2. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

(a)
∞∑
n=1

2n3/2 + 3n2 + 5
4n7/3 + 4n+ 1

(b)
∞∑
n=1

(n+ 1)!− (n− 1)!
n(n! + 1)

(c)
∞∑
n=1

( 2n + 1
5 · 2n + 3

)n
(d)

∞∑
n=1

(n+ 1)en

n!

3. Data l’equazione differenziale y′ + 2y = 3t− 1
a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale.

4. Data l’equazione differenziale y′′ − 2y′ − 3y = et

a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale;
c. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, y′(0) = 1.

5. Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili

f(x, y) = arcsen
( 1

(x− 1)2 + y2
− 4
)

. Rappresentare inoltre le linee di livello.

6. Determinare i punti critici della funzione f(x, y) = x3 + y2 + 3xy + 27y − 5. Dire se sono
max/min relativi o punti di sella.

Compito A Punti: 2+2, 3+3+3+3, 1+3, 2+4+2, 4, 5.
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Svolgimento

1

x 7→ 2x + 1
3
√

5x7 + 2x3 + 1

x 7→ 2
3√5 x4/3

x 7→ 3x + 4
(x − 1)1/3 · (x + 1)2

x 7→ 7
4(x−1)1/3

x x
21

4

2

10

0
0

1. a. La funzione integranda f è definita e continua su [1,+∞[. Poiché all’infinito f è asintotica a 2x/ 3
√

5x7 =
2/( 3
√

5x4/3) il cui integrale converge all’∞ (essendo 4/3 > 1), anche l’integrale dato converge.

b. La funzione integranda è definita e continua su ]1, 2]. Bisogna dunque valutare la convergenza in 1. La
funzione h(x) = (3x+ 4)/(x+ 1)2 è definita, continua e non nulla in un intorno di 1 avendosi h(1) = 7/4. La
funzione integranda è dunque asintotica in 1 alla funzione 7/(4(x − 1)1/3) il cui integrale converge essendo
1/3 < 1. Allora anche l’integrale dato converge.

2. a. Il termine generale della serie è asintotico a 3n2/(4n7/3) = 3/(4n1/3) la cui serie diverge, essendo 1/3 < 1.
Dunque anche la serie data diverge.

b. Dividendo numeratore e denominatore per (n− 1)!, si ha

(n+ 1)!− (n− 1)!
n(n! + 1)

=
n(n+ 1)− 1
n(n+ 1

(n−1)! )

che converge a 1 quando n tende all’infinito. Il criterio necessario non è dunque soddisfatto e di conseguenza
la serie non converge. Essendo a termini positivi concludiamo che diverge.

c. Applicando il criterio della radice

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√( 2n + 1
5 · 2n + 3

)n
= lim
n→+∞

1 + 1
2n

5 + 3
2n

=
1
5
< 1

si ottiene che la serie converge.

d. Applicando il criterio del rapporto

lim
n→+∞

an+1

an
= lim
n→+∞

( ((n+ 1) + 1)en+1

(n+ 1)!
n!

(n+ 1)en
)

= lim
n→+∞

(
e
n+ 2

(n+ 1)2

)
= 0 < 1 ,

si conclude che la serie converge.
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3. a. L’equazione omogenea associata è
z′ + 2z = 0

che dalla teoria ha soluzione generale z(t) = c e−2t al variare di c ∈ R.

b. Una soluzione particolare dell’equazione data può essere cercata nella forma ȳ(t) = at + b. Determiniamo
a, b ∈ R affinché ȳ sia soluzione. Si ha ȳ′(t) = a perciò

ȳ′(t) + 2y(t) = 3t− 1, ∀t ⇐⇒ a+ 2(at+ b) = 3t− 1, ∀t
⇐⇒ (2a− 3)t+ (2b+ a+ 1) = 0, ∀t ⇐⇒

{ 2a− 3 = 0
2b+ a+ 1 = 0

sistema che ha come soluzione a = 3/2, b = −5/4 perciò ȳ(t) = 3
2 t− 5

4 è una soluzione particolare dell’equazio-
ne data. La soluzione generale, somma di una soluzione particolare e della generica soluzione dell’omogenea
associata, è dunque

y(t) = ȳ(t) + z(t) =
3
2
t− 5

4
+ c e−2t ,

al variare di c ∈ R.

4. a. Il polinomio caratteristico associato è λ2 − 2λ − 3 che ha radici −1 e 3. Per la teoria si conclude che la
generica soluzione dell’equazione omogenea associata è

yo(t) = C1e
−t + C2e

3t ,

con C1, C2 costanti.

b. La soluzione generale dell’equazione è somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Dalla teoria segue che si può allora cercare una soluzione particolare tra le funzioni
del tipo

yp(t) = aet ,

dove a ∈ R. Essendo y′p(t) = y′′p (t) = aet, affinché yp sia soluzione dovrà accadere che y′′p (t)−2y′p(t)−3yp(t) =
et per ogni t, il che equivale a

aet − 2aet − 3aet = et, ∀ t ⇐⇒ (4a+ 1)et = 0 ,

ovvero a = −1/4. Quindi una soluzione particolare dell’equazione è yp(t) = −et/4 e la generica soluzione è
allora

y(t) = yo(t) + yp(t) = C1e
−t + C2e

3t − 1
4
et .

c. Derivando si ottiene
y′(t) = −C1e

−t + 3C2e
3t − 1

4
et .

Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y′(0) = 1 si ottiene il sistema{
C1 + C2 − 1/4 = 0,
−C1 + 3C2 − 1/4 = 1,

che ha come soluzione C1 = −1/8, C2 = 3/8, quindi la soluzione cercata è

y(t) = −1
8
e−t +

3
8
e3t − 1

4
et .

5. Il dominio della funzione è dato da

D =
{

(x, y) 6= (1, 0) : −1 ≤ 1
(x− 1)2 + y2

− 4 ≤ 1
}

=
{

(x, y) :
1
5
≤ (x− 1)2 + y2 ≤ 1

3

}
.

Il dominio è dunque la corona circolare compresa tra le due circonferenze (x − 1)2 + y2 = 1/5 e (x − 1)2 +
y2 = 1/3, circonferenze comprese. Si osservi inoltre che il punto (1, 0) dove si annulla il denominatore
dell’argomento dell’arcoseno, non appartiene a tale insieme.
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x

y

xy

z

10

0

1/
√

5

1/
√

3
dominio

curve di livello f(x, y) := arcsen
( 1

(x − 1)2 + y2
− 4

)
L’insieme di livello k si ottiene risolvendo l’equazione f(x, y) = k. Per |k| > π/2 tale insieme è vuoto,
altrimenti equivale a 1/((x− 1)2 + y2)− 4 = sen k ovvero (x− 1)2 + y2 = 1/(4 + sen k) che è l’equazione di
una circonferenza di centro (1, 0). Al variare di k ∈ [−π/2, π/2] l’insieme di livello k descrive un fascio di
circonferenze concentriche di centro (1, 0).

6. I punti critici di f soddisfano il

sella

minimo
locale

x

y

z

9
2

− 81
4

−3

−9

f(x, y) := x3 + y2 + 3xy + 27y − 5sistema
∂f

∂x
= 3x2 + 3y = 0,

∂f

∂y
= 2y + 3x+ 27 = 0.

Dalla prima equazione si ottiene
y = −x2 che sostituita all’inter-
no della seconda fornisce 2x2 −
3x − 27 = 0 le cui soluzioni so-
no x1 = −3 e x2 = 9/2. I pun-
ti critici sono dunque (−3,−9) e
(9/2,−81/4). L’Hessiano è

H(x, y) =
∣∣∣∣ 6x 3

3 2

∣∣∣∣ = 3(4x− 3) .

Si ha H(−3,−9) = −45 < 0,
quindi (−3,−9) è un punto di
sella, mentre H(9/2,−81/4) =
45 > 0, quindi (9/2,−81/4) è un
punto di massimo o minimo lo-
cale. Poiché la traccia della ma-
trice Hessiana è positiva, il punto è di minimo locale.
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1. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(a)
∫ 2

1

x3 + 1
(x+ 2) · (2− x)3/2

dx , (b)
∫ +∞

1

5x− 3√
2x3 + 3x+ 2

dx .

2. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

(a)
∞∑
n=1

(2n+ 1)3n

n!
(b)

∞∑
n=1

n2 + 3n3/2 + 5
2n3 + n7/2 + 1

(c)
∞∑
n=1

n2((n− 1)! + 1)
(n+ 1)!− n!

(d)
∞∑
n=1

( 3 + log n
1 + 2 log n

)n
3. Data l’equazione differenziale y′ − y = t+ 3,
a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale.

4. Data l’equazione differenziale y′′ + 4y′ + 3y = et

a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale;
c. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, y′(0) = 1.

5. Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili

f(x, y) = arcsen
( 1
x2 + (y − 1)2

− 3
)

. Rappresentare inoltre le linee di livello.

6. Determinare i punti critici della funzione f(x, y) = y3 + x2 − 2xy − 8x − 1. Dire se sono
max/min relativi o punti di sella.

Compito B Punti: 2+2, 3+3+3+3, 1+3, 2+4+2, 4, 5.
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Svolgimento

1
x

x

2

1 4

10

0

0

x 7→ x3 + 1
(x + 2) · (2 − x)3/2

x 7→ 9
4(2−x)3/2

2

x 7→ 5x − 3√
2x3 + 3x + 2

x 7→ 5√
2 x1/2

1. a. La funzione integranda è definita e continua su [1, 2[. Bisogna dunque valutare la convergenza in 2. La
funzione h(x) = (x3 + 1)/(x + 2) è definita, continua e non nulla in un intorno di 2 avendosi h(2) = 9/4.
La funzione integranda è dunque asintotica in 2 alla funzione 9/(4(2− x)3/2) il cui integrale diverge essendo
3/2 > 1. Allora anche l’integrale dato diverge.

b. La funzione integranda f è definita e continua su [1,+∞[. Poiché all’infinito f è asintotica a 5x/
√

2x3 =
5/(
√

2x1/2) il cui integrale diverge all’∞ (essendo 1/2 < 1), anche l’integrale dato diverge.

2. a. Applicando il criterio del rapporto

lim
n→+∞

an+1

an
= lim
n→+∞

( (2(n+ 1) + 1)3n+1

(n+ 1)!
n!

(2n+ 1)3n
)

= lim
n→+∞

(
3

2n+ 3
(2n+ 1)(n+ 1)

)
= 0 ,

si conclude che la serie converge.

b. Il termine generale della serie è asintotico a n2/n7/2 = 1/n3/2 la cui serie converge, essendo 3/2 > 1. Dunque
anche la serie data converge.

c. Dividendo numeratore e denominatore per (n− 1)!, si ha

n2((n− 1)! + 1)
(n+ 1)!− n!

=
n2(1 + 1

(n−1)! )

n(n+ 1)− n = 1 +
1

(n− 1)!

che converge a 1 quando n tende all’infinito. Il criterio necessario non è dunque soddisfatto e di conseguenza
la serie non converge. Essendo a termini positivi concludiamo che diverge.

d. Applicando il criterio della radice

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√( 3 + log n
1 + 2 log n

)n
= lim
n→+∞

1 + 3
logn

2 + 1
logn

=
1
2
< 1

si ottiene che la serie converge.

1
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3. a. L’equazione omogenea associata è
z′ − z = 0

che dalla teoria ha soluzione generale z(t) = cet al variare di c ∈ R.

b. Una soluzione particolare dell’equazione data può essere cercata nella forma ȳ(t) = at + b. Determiniamo
a, b ∈ R affinché ȳ sia soluzione. Si ha ȳ′(t) = a perciò

ȳ′(t)− y(t) = t+ 3, ∀t ⇐⇒ a− (at+ b) = t+ 3, ∀t
⇐⇒ (a+ 1)t+ (b− a+ 3) = 0, ∀t ⇐⇒

{
a+ 1 = 0
b− a+ 3 = 0

sistema che ha come soluzione a = −1, b = −4 perciò ȳ(t) = −t−4 è una soluzione particolare dell’equazione
data. La soluzione generale, somma di una soluzione particolare e della generica soluzione dell’omogenea
associata, è dunque

y(t) = ȳ(t) + z(t) = −t− 4 + c et ,

al variare di c ∈ R.

4. a. Il polinomio caratteristico associato è λ2 + 4λ + 3 che ha radici −1 e −3. Per la teoria si conclude che la
generica soluzione dell’equazione omogenea associata è

yo(t) = C1e
−t + C2e

−3t ,

con C1, C2 costanti.

b. La soluzione generale dell’equazione è somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Dalla teoria segue che si può allora cercare una soluzione particolare tra le funzioni
del tipo

yp(t) = aet ,

dove a ∈ R. Essendo y′p(t) = y′′p (t) = aet, affinché yp sia soluzione dovrà accadere che y′′p (t)+4y′p(t)+3yp(t) =
et per ogni t, il che equivale a

aet + 4aet + 3aet = et, ∀ t ⇐⇒ (8a− 1)et = 0 ,

ovvero a = 1/8. Quindi una soluzione particolare dell’equazione è yp(t) = et/8 e la generica soluzione è
allora

y(t) = yo(t) + yp(t) = C1e
−t + C2e

−3t +
1
8
et .

c. Derivando si ottiene
y′(t) = −C1e

−t − 3C2e
3t +

1
8
et .

Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y′(0) = 1 si ottiene il sistema{
C1 + C2 + 1/8 = 0,
−C1 − 3C2 + 1/8 = 1

che ha come soluzione C1 = 1/4, C2 = −3/8, quindi la soluzione cercata è

y(t) =
1
4
e−t − 3

8
e−3t +

1
8
et .

5. Il dominio della funzione è dato da

D =
{

(x, y) 6= (0, 1) : −1 ≤ 1
x2 + (y − 1)2

− 3 ≤ 1
}

=
{

(x, y) :
1
4
≤ x2 + (y − 1)2 ≤ 1

2

}
.

Il dominio è dunque la corona circolare compresa tra le due circonferenze x2 + (y − 1)2 = 1/4 e x2 + (y −
1)2 = 1/2, circonferenze comprese. Si osservi inoltre che il punto (0, 1) dove si annulla il denominatore
dell’argomento dell’arcoseno, non appartiene a tale insieme.

2
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x

y

x

y

z1

0

dominio

curve di livello
1
2

1√
2

f(x, y) := arcsen
( 1

x2 + (y − 1)2
− 3

)

L’insieme di livello k si ottiene risolvendo l’equazione f(x, y) = k. Per |k| > π/2 tale insieme è vuoto,
altrimenti equivale a 1/(x2 + (y − 1)2)− 3 = sen k ovvero x2 + (y − 1)2 = 1/(3 + sen k) che è l’equazione di
una circonferenza di centro (0, 1). Al variare di k ∈ [−π/2, π/2] l’insieme di livello k descrive un fascio di
circonferenze concentriche di centro (0, 1).

6. I punti critici di f soddisfano il

sella

minimo
locale

x

y

z

8
3

− 4
3

6

2

f(x, y) := y3 + x2 − 2xy − 8x − 1

sistema
∂f

∂x
= 2x− 2y − 8 = 0,

∂f

∂y
= 3y2 − 2x = 0.

Dalla seconda equazione si ottie-
ne x = 3y2/2 che sostituita all’in-
terno della prima fornisce 3y2 −
2y − 8 = 0 le cui soluzioni sono
y1 = −4/3 e y2 = 2. I punti critici
sono dunque (8/3,−4/3) e (6, 2).
L’Hessiano è

H(x, y) =
∣∣∣∣ 2 −2
−2 6y

∣∣∣∣ = 4(3y−1) .

Si ha H(8/3,−4/3) = −20 < 0,
quindi (8/3,−4/3) è un punto di
sella, mentre H(6, 2) = 20 > 0,
quindi (6, 2) è un punto di mas-
simo o minimo locale. Poiché la
traccia della matrice Hessiana è
positiva, il punto è di minimo locale.

3
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(a)
∫ 1

0

2x+ 3
(x+ 1)2 · (1− x)1/2

dx , (b)
∫ +∞

1

7x+ 2
3
√
x4 + 2x+ 5

dx .

2. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

(a)
∞∑
n=2

(n+ 1)!− 1
n!− (n− 1)!

(b)
∞∑
n=1

(5 + 2
√
n

2 + 3
√
n

)n
(c)

∞∑
n=1

(n+ 2)2n

n!
(d)

∞∑
n=1

3n3/2 + 2n+ 1
5n2 + n5/2 + 2

3. Data l’equazione differenziale y′ + y = t− 2
a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale.

4. Data l’equazione differenziale y′′ + 3y′ + 2y = et

a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale;
c. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, y′(0) = 1.

5. Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili

f(x, y) = arcsen
( 1
x2 + (y + 1)2

− 2
)

. Rappresentare inoltre le linee di livello.

6. Determinare i punti critici della funzione f(x, y) = x2 + y3 + xy + x + 3. Dire se sono
max/min relativi o punti di sella.

Compito C Punti: 2+2, 3+3+3+3, 1+3, 2+4+2, 4, 5.
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Svolgimento

1 x4

2

10

0

x 7→ 2x + 3
(x + 1)2 · (1 − x)1/2

x
10

x 7→ 5
4(1−x)1/2

x 7→ 7x + 2
3
√

x4 + 2x + 5

x 7→ 7
x1/3

1. a. La funzione integranda è definita e continua su [0, 1[. Bisogna dunque valutare l’andamento in 1. La funzione
h(x) = (2x+ 3)/(x+ 1)2 è definita, continua e non nulla in un intorno di 1 avendosi h(1) = 5/4. La funzione
integranda è dunque asintotica in 1 alla funzione 5/(4(1 − x)1/2) il cui integrale converge essendo 1/2 < 1.
Allora anche l’integrale dato converge.

b. La funzione integranda f è definita e continua su [1,+∞[. Poiché all’infinito f è asintotica a 7x/ 3
√
x4 = 7/x1/3

il cui integrale diverge all’∞ (essendo 1/3 < 1), anche l’integrale dato diverge.

2. a. Dividendo numeratore e denominatore per (n− 1)!, si ha

(n+ 1)!− 1
n!− (n− 1)!

=
n(n+ 1)− 1

(n−1)!

n− 1

che converge a +∞ quando n tende all’infinito. Il criterio necessario non è dunque soddisfatto e di conse-
guenza la serie non converge. Essendo a termini positivi concludiamo che diverge.

b. Applicando il criterio della radice

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√(5 + 2
√
n

2 + 3
√
n

)n
= lim
n→+∞

2 + 5√
n

3 + 2√
n

=
2
3
< 1

si ottiene che la serie converge.

c. Applicando il criterio del rapporto

lim
n→+∞

an+1

an
= lim
n→+∞

( ((n+ 1) + 2)2n+1

(n+ 1)!
n!

(n+ 2)2n
)

= lim
n→+∞

2(n+ 3)
(n+ 1)(n+ 2)

= 0 < 1 ,

si conclude che la serie converge.

d. Il termine generale della serie è asintotico a 3n3/2/n5/2 = 3/n la cui serie diverge. Dunque anche la serie
data diverge.
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3. a. L’equazione omogenea associata è
z′ + z = 0

che dalla teoria ha soluzione generale z(t) = c e−t al variare di c ∈ R.

b. Una soluzione particolare dell’equazione data può essere cercata nella forma ȳ(t) = at + b. Determiniamo
a, b ∈ R affinché ȳ sia soluzione. Si ha ȳ′(t) = a perciò

ȳ′(t) + y(t) = t− 2, ∀t ⇐⇒ a+ (at+ b) = t− 2, ∀t
⇐⇒ (a− 1)t+ (b+ a+ 2) = 0, ∀t ⇐⇒

{
a− 1 = 0
b+ a+ 2 = 0

sistema che ha come soluzione a = 1, b = −3 perciò ȳ(t) = t − 3 è una soluzione particolare dell’equazione
data. La soluzione generale, somma di una soluzione particolare e della generica soluzione dell’omogenea
associata, è dunque

y(t) = ȳ(t) + z(t) = t− 3 + c e−t ,

al variare di c ∈ R.

4. a. Il polinomio caratteristico associato è λ2 + 3λ + 2 che ha radici −1 e −2. Per la teoria si conclude che la
generica soluzione dell’equazione omogenea associata è

yo(t) = C1e
−t + C2e

−2t ,

con C1, C2 costanti.

b. La soluzione generale dell’equazione è somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Dalla teoria segue che si può allora cercare una soluzione particolare tra le funzioni
del tipo

yp(t) = aet ,

dove a ∈ R. Essendo y′p(t) = y′′p (t) = aet, affinché yp sia soluzione dovrà accadere che y′′p (t)+3y′p(t)+2yp(t) =
et per ogni t, il che equivale a

aet + 3aet + 2aet = et, ∀ t ⇐⇒ (6a− 1)et = 0 ,

ovvero a = 1/6. Quindi una soluzione particolare dell’equazione è yp(t) = et/6 e la generica soluzione è
allora

y(t) = yo(t) + yp(t) = C1e
−t + C2e

−2t +
1
6
et .

c. Derivando si ottiene
y′(t) = −C1e

−t − 2C2e
−2t +

1
6
et .

Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y′(0) = 1 si ottiene il sistema{
C1 + C2 + 1/6 = 0,
−C1 − 2C2 + 1/6 = 1,

che ha come soluzione C1 = 1/2, C2 = −2/3, quindi la soluzione cercata è

y(t) =
1
2
e−t − 2

3
e−2t +

1
6
et .

5. Il dominio della funzione è dato da

D =
{

(x, y) 6= (0,−1) : −1 ≤ 1
x2 + (y + 1)2

− 2 ≤ 1
}

=
{

(x, y) :
1
3
≤ x2 + (y + 1)2 ≤ 1

}
.

Il dominio è dunque la corona circolare compresa tra le due circonferenze x2+(y+1)2 = 1/3 e x2+(y+1)2 = 1,
circonferenze comprese. Si osservi inoltre che il punto (0,−1) dove si annulla il denominatore dell’argomento
dell’arcoseno, non appartiene a tale insieme.
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x

y

x

y

z

0

dominio

curve di livello

−1

1
1√
3

f(x, y) := arcsen
( 1

x2 + (y + 1)2
− 2

)
L’insieme di livello k si ottiene risolvendo l’equazione f(x, y) = k. Per |k| > π/2 tale insieme è vuoto,
altrimenti equivale a 1/(x2 + (y + 1)2)− 2 = sen k ovvero x2 + (y + 1)2 = 1/(2 + sen k) che è l’equazione di
una circonferenza di centro (0,−1). Al variare di k ∈ [−π/2, π/2] l’insieme di livello k descrive un fascio di
circonferenze concentriche di centro (0,−1).

6. I punti critici di f soddisfano il

sella

minimo
locale

x

y

z

− 3
4

1
2

− 1
3

− 1
3

f(x, y) := x2 + y3 + xy + x + 3sistema
∂f

∂x
= 2x+ y + 1 = 0,

∂f

∂y
= 3y2 + x = 0.

Dalla seconda equazione si ottie-
ne x = −3y2 che sostituita all’in-
terno della prima fornisce 6y2 −
y − 1 = 0 le cui soluzioni sono
y1 = −1/3 e y2 = 1/2. I punti
critici sono dunque (−1/3,−1/3)
e (−3/4, 1/2). L’Hessiano è

H(x, y) =
∣∣∣∣ 2 1
1 6y

∣∣∣∣ = 12y − 1 .

Si ha H(−1/3,−1/3) = −5 < 0,
quindi (−1/3,−1/3) è un punto di
sella, mentre si ha H(−3/4, 1/2)
= 5 > 0, quindi (−3/4, 1/2) è un
punto di massimo o minimo loca-
le. Poiché la traccia della matrice
Hessiana è positiva, il punto è di minimo locale.
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Analisi Matematica
Compitino del 12 giugno 2002

Cognome e Nome:

Matricola: Documento d’identità (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(a)
∫ +∞

1

3x− 2
3
√

5x8 + 2x5 + 1
dx , (b)

∫ 3

1

x3 + 2
(x+ 1)1/2 · (x− 1)

dx .

2. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

(a)
∞∑
n=1

( 4 + log n
2 + 3 log n

)n
(b)

∞∑
n=1

(n− 1)4n

n!

(c)
∞∑
n=1

3n1/2 + n+ 5
2n5/2 + n2 + 1

(d)
∞∑
n=2

n!− (n− 1)!
n((n− 2)! + 3)

3. Data l’equazione differenziale y′ + 3y = t− 1
a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale.

4. Data l’equazione differenziale y′′ − y′ − 6y = et

a. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata;
b. trovare la soluzione generale;
c. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, y′(0) = 1.

5. Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili

f(x, y) = arcsen
( 3

(x+ 1)2 + y2
− 4
)

. Rappresentare inoltre le linee di livello.

6. Determinare i punti critici della funzione f(x, y) = x3 − y2 − 3xy + 27y + 2. Dire se sono
max/min relativi o punti di sella.

Compito D Punti: 2+2, 3+3+3+3, 1+3, 2+4+2, 4, 5.
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Svolgimento

1 x

x1

4

10

0

0 3

1
2

x 7→ 3x − 2
3
√

5x8 + 2x5 + 1

x 7→ 3
3√5 x5/3

x 7→ 3√
2(x−1)

x 7→ x3 + 2
(x + 1)1/2 · (x − 1)

1. a. La funzione integranda f è definita e continua su [1,+∞[. Poiché all’infinito f è asintotica a 3x/ 3
√

5x8 =
3/( 3
√

5x5/3) il cui integrale converge all’∞ (essendo 5/3 > 1), anche l’integrale dato converge.

b. La funzione integranda è definita e continua su ]1, 3]. Bisogna dunque valutare la convergenza in 1. La
funzione h(x) = (x3 + 2)/(x+ 1)1/2 è definita, continua e non nulla in un intorno di 1 avendosi h(1) = 3/

√
2.

La funzione integranda è dunque asintotica in 1 alla funzione 3/(
√

2(x− 1)) il cui integrale diverge. Allora
anche l’integrale dato diverge.

2. a. Applicando il criterio della radice

lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√( 4 + log n
2 + 3 log n

)n
= lim
n→+∞

1 + 4
logn

3 + 2
logn

=
1
3
< 1

si ottiene che la serie converge.

b. Applicando il criterio del rapporto

lim
n→+∞

an+1

an
= lim
n→+∞

( ((n+ 1)− 1)4n+1

(n+ 1)!
n!

(n− 1)4n
)

= lim
n→+∞

4n
n2 − 1

= 0 < 1 ,

si conclude che la serie converge.

c. Il termine generale della serie è asintotico a n/(2n5/2) = 1/(2n3/2) la cui serie converge, essendo 3/2 > 1.
Dunque anche la serie data converge.

d. Dividendo numeratore e denominatore per (n− 2)!, si ha

n!− (n− 1)!
n((n− 2)! + 3)

=
n(n− 1)− (n− 1)
n(1 + 3

(n−2)! )

che diverge a +∞ quando n tende all’infinito. Il criterio necessario non è dunque soddisfatto e di conseguenza
la serie non converge. Essendo a termini positivi concludiamo che diverge.
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3. a. L’equazione omogenea associata è
z′ + 3z = 0

che dalla teoria ha soluzione generale z(t) = ce−3t al variare di c ∈ R.

b. Una soluzione particolare dell’equazione data può essere cercata nella forma ȳ(t) = at + b. Determiniamo
a, b ∈ R affinché ȳ sia soluzione. Si ha ȳ′(t) = a perciò

ȳ′(t) + 3y(t) = t− 1, ∀t ⇐⇒ a+ 3(at+ b) = t− 1, ∀t
⇐⇒ (3a− 1)t+ (3b+ a+ 1) = 0, ∀t ⇐⇒

{ 3a− 1 = 0
3b+ a+ 1 = 0

sistema che ha come soluzione a = 1/3, b = −4/9 perciò ȳ(t) = 1
3 t− 4

9 è una soluzione particolare dell’equazio-
ne data. La soluzione generale, somma di una soluzione particolare e della generica soluzione dell’omogenea
associata, è dunque

y(t) = ȳ(t) + z(t) =
1
3
t− 4

9
+ c e−3t ,

al variare di c ∈ R.

4. a. Il polinomio caratteristico associato è λ2−λ−6 che ha radici −2 e 3. Per la teoria si conclude che la generica
soluzione dell’equazione omogenea associata è

yo(t) = C1e
−2t + C2e

3t ,

con C1, C2 costanti.

b. La soluzione generale dell’equazione è somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Dalla teoria segue che si può allora cercare una soluzione particolare tra le funzioni
del tipo

yp(t) = aet ,

dove a ∈ R. Essendo y′p(t) = y′′p (t) = aet, affinché yp sia soluzione dovrà accadere che y′′p (t)−y′p(t)−6yp(t) =
et per ogni t, il che equivale a

aet − aet − 6aet = et, ∀ t ⇐⇒ (6a+ 1)et = 0 ,

ovvero a = −1/6. Quindi una soluzione particolare dell’equazione è yp(t) = −et/6 e la generica soluzione è
allora

y(t) = yo(t) + yp(t) = C1e
−2t + C2e

3t − 1
6
et .

c. Derivando si ottiene
y′(t) = −2C1e

−2t + 3C2e
3t − 1

6
et .

Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y′(0) = 1 si ottiene il sistema{
C1 + C2 − 1/6 = 0,
−2C1 + 3C2 − 1/6 = 1,

che ha come soluzione C1 = −2/15, C2 = 3/10, quindi la soluzione cercata è

y(t) = − 2
15
e−2t +

3
10
e3t − 1

6
et .

5. Il dominio della funzione è dato da

D =
{

(x, y) 6= (−1, 0) : −1 ≤ 3
(x+ 1)2 + y2

− 4 ≤ 1
}

=
{

(x, y) :
3
5
≤ (x+ 1)2 + y2 ≤ 1

}
.

Il dominio è dunque la corona circolare compresa tra le due circonferenze (x+1)2 +y2 = 3
5 e (x+1)2 +y2 = 1,

circonferenze comprese. Si osservi inoltre che il punto (−1, 0) dove si annulla il denominatore dell’argomento
dell’arcoseno, non appartiene a tale insieme.
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x

y

x

yz

0

dominio

curve di livello

−1

1

√
3/5

f(x, y) := arcsen
( 3

(x + 1)2 + y2
− 4

)
L’insieme di livello k si ottiene risolvendo l’equazione f(x, y) = k. Per |k| > π/2 tale insieme è vuoto,
altrimenti equivale a 3/((x+ 1)2 + y2)− 4 = sen k ovvero (x+ 1)2 + y2 = 3/(4 + sen k) che è l’equazione di
una circonferenza di centro (−1, 0). Al variare di k ∈ [−π/2, π/2] l’insieme di livello k descrive un fascio di
circonferenze concentriche di centro (−1, 0).

6. I punti critici di f soddisfano il

sella

massimo
locale

x

y

z

− 9
2

81
4

3

9

f(x, y) := x3 − y2 − 3xy + 27y + 2sistema
∂f

∂x
= 3x2 − 3y = 0,

∂f

∂y
= −2y − 3x+ 27 = 0.

Dalla prima equazione si ottiene
y = x2 che sostituita all’inter-
no della seconda fornisce 2x2 +
3x − 27 = 0 le cui soluzioni so-
no x1 = −9/2 e x2 = 3. I punti
critici sono dunque (−9/2, 81/4)
e (3, 9). L’Hessiano è

H(x, y) =
∣∣∣∣ 6x −3
−3 −2

∣∣∣∣ =

= − 3(4x+ 3) .

Si ha H(3, 9) = −45 < 0, quindi
(3, 9) è un punto di sella, mentre
H(−9/2, 81/4) = 45 > 0, quindi
(−9/2, 81/4) è un punto di mas-
simo o minimo locale. Poiché la
traccia della matrice Hessiana è
negativa, il punto è di massimo locale.
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