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Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

) 3xe® — sen(3x) . 3x — arctan(3z + 22) , x sen x2
(a) lim im c¢) lim
x—0 2z cos x — log(1 + 2x) z—0 x2 + 2sen(1l — cosx) z—0 3z — log(e + 3x)
. 3x—4logzx . V1 —4x* + 222 arcsen(22?) — 1
(d) lim ——g——r (e) lim
z—0t 2rsen 5- — 1 z—0 x3 sen(3x)
6—1— 2
Data la funzione f(x) = #
e €T

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

log(z — 1

Data la funzione g(x) = log(z — 1)
2z + 3

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita, la derivabilita ed il segno di g; c) calcolare la derivata prima; d) studiare
qualitativamente il segno di ¢’ e gli intervalli di crescenza/decrescenza di g; e) calcolare
la derivata seconda e, usando opportunamente il teorema degli zeri, dimostrare che esiste
almeno uno zero di ¢”; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.
Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni

2 — arctan x 2 Yxr + 3z
- aand by L VITOVL
(a) e O . , (¢

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione 3z(logz + 2).

2sen? x — 3cos? x

senx cosx

Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢t = tan z (conviene ricor-
dare la relazione fondamentale tra cos®x e tan? z)

/3tanx+1d
— dz
1 —5cos2zx

Compito A Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://web.uniud.it/general/corsilno/tecnolweb.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

[Coioiis oot S 0 o]

Anno Accademico 2001/2002

Corso di Laurea in [Tecnologie Web e Multimedia

Analisi Matematica| compito A

Compitino del 13 marzo 2002

Svolgimento
0 1/4
1/2 !
-1 0 1 1
-1 —10
r71/2 2/3
/ - -
2
1. a. 1. b. 1. c. 1. d. 1. e.
1. a. Sipuo applicare de L’'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
0/0
3ze” — sen(3x) vuopital  3e” + 3xe” — 3cos(3x)
= im
x—0 2z cos ¢ — log(1 + 2z) z—0 2cosx — 2x senx — H%
Litbpial 3 . 2e” + ze” 4 3sen(3x) 3 2 3
= —lim =—.--=_.
2r~0—23enx—mcosz+ﬁ 2 2 2
Per il Teorema de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale 3/2.
b. Si puo applicare de L'Hépital due volte (forma indeterminata 0/0):
. 3x — arctan(3z + z?) A 3= %
lim = im =
1—0 z2 4 2sen(1 — cosx) -0 2z + 2cos(1l — cosx) senx
i 1 33z + 22)? — 2z
= hm( . ) —
z—0\2(1 + (3z + 22)2) x + cos(1 — cosz)senz
1 . 33z + 22)? — 2z
2 20z +cos(l —cosx)senx
Uil 1 6(3z + 22)(3 + 2z) — 2 1 0-2 1
= = lim =—- =—-.
2201 —sen(l —cosx)sen?x + cos(l —cosz)cosz 2 1—-0+1 2

Per il Teorema de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale 1/2.

C. Il limite non ¢ in forma indeterminata.

. x sen x? 0
lim = =0.
z—0 3z —log(e+3z) 0-1
d. 11 limite richiesto non ¢ in forma indeterminata.
. 3z —4logx 0—(—o0)
lim T = — } = —00.
o—0t 2rsen 5= — 1 0 - {funz. limitata} — 1
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€. Si puo applicare de L’Hépital ripetutamente (forma indeterminata 0/0):

— :1:3 X
I V1 — 4x* + 222 arcsen(222) — 1 Lapital e *11?49# + 222 ——1474904 + 4x arcsen(2x?)
im = im =
z—0 x3 sen(3x) z—0 322 sen(3z) 4 323 cos(3x)
T arcsen(2x?) L‘;gital 4 lim ,/—14,:”4:,04 _
3 2—0 sen(3x) + 5z cos(3z) — 3x? sen(3x)

x
1
220 sen(3z) + 5z cos(3x) — 3x2 sen(3x)

4

3 20 z sen(3z) + x2 cos(3z)
16

3

L’Hoc’)/_[?ital 16 . 1 _ 16 1 . 2
3 200 8cos(3z) — 2lwsen(3z) — 9z2cos(3z) 3 8 3

Alternativamente, si poteva direttamente dividere numeratore e denominatore per z* ottenendo

V1 — 4z + 222 arcsen(22?) — 1

I
720 x3 sen(3x)
Ll 3z (_4)\/1—4334—1 4arcsen(2x2)) :l-1~(_—4+4>:g,
3 2—0| sen(3x) —4z4 22 3 2 3
dove sono stati utilizzati i seguenti limiti noti
. senz . arcsenz . o V1I4+z-1 1
lim =1, lim =1, lim —— = —|
z—0 z z—0 z z—0 z 2

che possono essere verificati mediante de L’Hopital. Si osservi che il terzo limite non e altro che la derivata
della funzione z — +/z calcolata in 1. In conclusione, per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e
vale 2/3.

!

2.a+b. La funzione & definita su tutto R poiché il denominatore non si pRulis

annulla mai ed ¢ ovunque continua e derivabile. Si osservi che la |
funzione pud essere scritta come f(x) = (6 — x — 2%)e* 2, una
forma sicuramente pitt comoda da derivare. I limiti agli estremi del
dominio sono:

. —00 . .
Jim f@)= | GE] = e mf() =0,
poiché la funzione esponenziale domina qualsiasi polinomio (alter- 1

nativamente provare ad usare de L’Hépital).

C. Poiché esponenziale & sempre positivo, si ha che f(z) > 0 se e solo
se 6 —x—ax2>0ovverosse —3 <z < 2.

d. Calcoliamo la derivata prima
(@) =(—1—-22)e" 2+ (6 —x —2%)e” % = (5 — 3z — z?)e” 2.
Il segno di f’(z) coincide col segno di 5 — 3x — 22 > 0. Quindi
<0, sex < (=3-+29)/20x>(-3++29)/2,
()¢ =0, sex=(—3—1/29)/2 oppure x = (—3 + /29)/2
>0, se(—3—+v29)/2<x< (-3++29)/2.
La funzione & dunque crescente su |(—3 — v/29)/2, (—3 + v/29) /2],

decrescente su |—oo, (—3 — v/29)/2[ e su |(—3 + v/29)/2,+o0], ed " — - ZI— A

ammette un minimo ed un massimo relativo rispettivamente per ""taﬁé; -

Tr = (—3 —V 29)/2 exr = (—3 + v 29)/2 di flesso
e. La derivata seconda & —1/4

f'(2) = (=22 —3)e* 2 4+ (5 — 3z — 2%)e* 2 = —(2? + 5w — 2)e” 2.

2
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. Osserviamo che poiché h(2) =7 > 0, h(e? +1) =5—2¢* < 0 ed

LAnalisi, compito A Svolgimento 13 marzo 2002

Il segno di f”(z) & 'opposto di quello di 2 +5z—2. La f risulta concava sugli intervalli |—oco, (—=5—+/33) /2] e
1(—=54+/33) /2, +00[, mentre & convessa su |(—5—1+/33)/2, (—=5++/33)/2[. In corrispondenza di (—5++/33)/2,
la funzione ha due punti di flesso.

Il dominio della funzione ¢ D = ]1, +oc0[. La funzione @ ivi continua e derivabile. I limiti agli estremi sono:

poiché la funzione logaritmo & dominata da ogni polinomio (alternativamente, provare ad usare de L’Hépital).
Per & > 1 il denominatore ¢ sempre positivo, per cui f(x) > 0 se e solo se x — 1 > 1 ovvero x > 2, mentre
f(z) <0sel<x<2. Infine la funzione si annulla per x = 2.

. Per x > 1, la derivata prima e

2x+3
§() = ==L — 2log(x — 1) _ 20+3—2(x—1)log(z — 1)
(2x + 3)2 (x —1)(2z + 3)2
Il denominatore & sempre positivo su D, quindi il segno della derivata prima ¢’(z) coincide con quello del
numeratore h(z) := 2x + 3 — 2(x — 1) log(x — 1). La disequazione h(x) > 0 non & risolubile esplicitamente.

7 h(z):=2z+3—2(z—1) log(z—1) l R
. _2x+3
\2@)=s0y 100
e2+1 .
0 1 2 z ; .
5—2¢?
—20
—200

h(z) & continua, il teorema degli zeri assicura 'esistenza di almeno
un punto # € ]2, e? + 1] per il quale h(Z) = 0 ovvero ¢'(Z) = 0 (ve-
di figura sopra a sinistra). Sempre dallo studio del segno di h(z)
¢ chiaro che almeno uno di questi punti dovra essere di massimo
relativo.

Per studiare pilt precisamente il segno di ¢’ si puo procedere in due
modi.

[I metodo]: la disequazione ¢’(z) > 0 equivale a log(z—1) < 22(?:?) R}
La funzione log(z — 1) & strettamente crescente su |1, 4+o00[ con tangente |
lim, 1+ log(xz — 1) = —o0 e lim, 4 log(x — 1) = 400, mentre di flesso
la funzione z(z) := % ¢ strettamente decrescente sullo stesso %

intervallo con lim,_,+ z(z) = 400 e lim;—, 1o 2(2) = 1. Grafica-
mente (vedi figura sopra al centro) si deduce che esiste un unico
punto & per cui

log(x —1) < 223 el <2 <7,

log(z — 1) = 2253 se z = 7,

log(z — 1) > 283 se z > 7,

e di conseguenza
>0, sel<zx<uz,
g(x){ =0, sex==z,
<0, sex>T.
In particolare g & crescente su ]1,Z[, decrescente su |z, +oo[, ed

ammette un massimo relativo (che risulta anche massimo assoluto)
inx =2z
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[IT Metodo]: si studia il segno di h(x) per mezzo della sua derivata prima. Essendo h'(z) = —2log(z — 1), si
ha che h(z) & crescente se 1 < x < 2 e decrescente per & > 2, quindi per il Teorema degli zeri esiste un unico
(per la stretta monotonia su |2, +o0o[) punto Z tale che h(Z) = 0. Si conclude poi con gli stessi risultati del I
metodo.

e. La derivata seconda e

g"(z) = —2log(z — 1)(z — 1)(22 + 3)? —

1
(z—1)*(2z +3)*
— (2243 —2(z — 1) log(x — 1))((2x + 3)% + (z — 1)2(2z + 3)2)

8(x — 1)%log(x — 1) — (1222 + 162 — 3)
B (z —1)%(2z +3)°

11 segno di g” & quello del suo numeratore, che vale —77 in z = 2 e tende a +oco all’infinito. Il teorema degli
zeri ci assicura nuovamente l'esistenza di almeno uno zero della derivata seconda di g. (Vedi il grafico in alto
a destra nella pagina precedente)

4. Sispezza in somma:

2 — t 1 t
arctana gy [ Axctane o —
1+ 22 1+ 22 1+ 22

1
= 2arctanz — /arctanx d(arctan x) = 2arctan x — 5 arctan®z 4 ¢

2\/_+3\/_ 1 3,
5/4 —2/3 145/4 1-2/3
/ / dm+3/ dr = 54 My te=

4
=29 49213 4 ¢, (x >0)

2sen?x — 3cos? x sen x cosST
der =2 dr —3 dr =
Sen T cos T Ccos T sen

1 1
= —2/ d(cosx) — 3/ d(senz) = —2log|cos z| — 3log|sen x| + c.
cos T sen

5. Per parti due volte:

2 1 2
/3x(10gx+2)2dx: 3%(10g:c+2)2—g/x22ﬂ dx =
x

2
:%(logx—i—% 3( (logx+2)—%/x2.ldx>:

2

3
- %(2(logaj+2)2 —6(logz +2)+3) +c¢

6. Ricordando la relazione ﬁ =1+ tan?z, e che ﬁdw = d(tanz), mediante la sostituzione ¢t = tanx ci
si riconduce a calcolare l'integrale di una funzione razionale:

/Stanx—i—l dx:/?)tanx—kl. 1 dx—/( Jtanz + 1 d(tanz) =

1—5cos?w —L— -5 cos?z 1+tan?z) —5

3t+1 3 2t 1
/t2—4 2/t2 +/ ]

30 1 1 3 1 1 1
A S gt ="1ogl® -4+~ [ (- Nat=
2/t2—4 ( )+/(t—2)(t—|—2) 5 o8l H4/(::—2 t+2)



http://www.dimi.uniud.it/~gorni

MSLMIQ_AJ Svolgimento 13 marzo 2002

3 1 1
:§log|t2—4|+110g\t—2\—Zlog|t+2|+c:

1
-1

3
=3 log|tan® x — 4] + 1

1
ogltanx — 2| — 1 log|tanz + 2| + ¢
Per concludere, si noti che tale formula vale solamente su intervalli dove la funzione integranda & definita
e continua ovvero per ogni z per cui & definita la tangente e tale che cosx # +1/ NG (il che equivale a
tanx # +2).
Alternativamente si poteva notare che

3t+1 7 1 5 1 7 5
dt=- | —dt+- | ——dt = -log|lt —2 —loglt + 2 =
/ + /t+2 40g| |+4og\+ |+ ¢

t2—4 4 ) t-2 4

7 5
=1 log|tanz — 2| 4+ 1 log|tanz + 2| + ¢
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Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

) 2xe® — sen(2x) , 2 —sen ) x + 5logx
1 b) 1 1 ——
() 220 32 oS T — log(1 + 3x) (b) 200 (e3x+1 — 1) cosx (c) om0+ 22(2 — cos 1)
() lim 2z — arctan(2z + 3z?) (@) i v 1 — 924 + 322 arcsen(322) — 1
im
—0 4z2 —sen(1 — cos ) z—0 223 sen(2x)
r? -3z +2

Data la funzione f(z) = ]
e“T—

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di

convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

log(x — 2
Data la funzione g(x) = ?73)

—3x

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita, la derivabilita ed il segno di g; c) calcolare la derivata prima; d) studiare
qualitativamente il segno di ¢’ e gli intervalli di crescenza/decrescenza di g; e) calcolare
la derivata seconda e, usando opportunamente il teorema degli zeri, dimostrare che esiste
almeno uno zero di ¢”; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.
Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni

3arctanx + 4 /T — 323w 3cos?z +sen?
_ b .

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione 2z(logz — 1)2.

2senx cosx

Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢t = tan z (conviene ricor-
dare la relazione fondamentale tra cos®x e tan? z)

/ tanx — 2 d
—  dx.
1 —10cos?2 z

Compito B Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.
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0 1/10 15
1 -2 0
2
578
fi/o i
[0 -
] (=
i 2
. i
-1 0 1 | —6/7 7% 0 %
1. a. 1. b. 1. c. 1. d. 1. e.
Si pud applicare de L’Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
0/0
2xe” — sen(2x) UHopital  2e% + 2xe” — 2cos(2x)
im = im
z—0 3z cosz — log(1 + 3x) —0 3cosx — 3rsenx — H%
Uitopieal 2 [ 267+ ae” 4 2sen(2a) 2 2 4
= = lim =—.-=_
3xﬂ0—2senm—xcosx+ﬁ 3 3 9

Per il Teorema de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale 4/9.

. Il limite non ¢ in forma indeterminata.

. 2z —senw 0 0
im = =0.
a—0 (37t — 1) cosz e—1

. Il limite richiesto non ¢ in forma indeterminata.

x4+ 5logx { 0—o00

s L 07t - {funz. limitata > 0} 0

a—0t 12(2 — cos )

. Si puo applicare de L’Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

. 2z — arctan(2x + 32?) Lmepitel . 2- %
lim = lim =
z—0 42?2 —sen(l — cosx) z—0 82 — cos(1l — cosz) senx
. 2 (22 + 32%)% — 3z . (2z + 322)% — 3z
= hm( . ) =2 lim =
a—0\1+ (22 4+ 322)2 8z — cos(l — cosz)senx z—0 82 — cos(1l — cosz) senx
LEapital )1 2(2x + 322)(2 + 6z) — 3 0-3 6
= im =92. ——
2—0 8 + sen(1 — cos z) sen? x — cos(1 — cos x) cos T 8+0-1 7

Per il Teorema de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale —6/7.

1
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€. Si puo applicare de L’Hépital ripetutamente (forma indeterminata 0/0):

2.a+b.

. Poiché I'esponenziale & sempre positivo, si ha che f(x) > 0 se e solo

. Calcoliamo la derivata prima

1T =027 + 322 322) — 1 vrgeea 1 3627 | 35262 | 6z arcsen(312)
i V1 — 921 4 3x” arcsen(32%) — 1 wmopiar 1. 51607 N _
z—0 213 sen(2x) 2 70 3x2 sen(2z) + 223 cos(2x)
. arcsen(3z?) LHépttal . \/ﬁﬁw
= 3 lim = lim =
z—0 3z sen(2z) + 222 cos(2x) z—0 3sen(2z) + 10z cos(2z) — 4x2 sen(2x)
T
=18 1i =
by 3sen(2z) + 10z cos(2z) — 42 sen(2z)
oo 1 18 9
L’Hbpital

2—0 16 cos(2z) — 28z sen(2x) — 822 cos(2z) 16 8
Alternativamente, si poteva direttamente dividere numeratore e denominatore per z* ottenendo

.Y 1 —92* + 32% arcsen(32%) — 1

1
720 223 sen(2x)
L2 ( _9)\/1 —9z4 -1 +9arcsen(3x2)> _1 (__9 +9> - 2’
4 2—0| sen(2z) —9z* 32 4 2 8

dove sono stati utilizzati i seguenti limiti noti

. senz . arcsenz V14 z-—1 1
lim =1, lim —— =1, lim ———— = — |
z—0 VA z—0 z 2z—0 z 2

che possono essere verificati mediante de L’Hopital. Si osservi che il terzo limite non e altro che la derivata
della funzione z — +/z calcolata in 1. In conclusione, per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e
vale 9/8.

N tangenti
La funzione & definita su tutto R poiché il denominatore non si 1/50 \\f\ f}i flesso
annulla mai ed ¢ ovunque continua e derivabile. Si osservi che la e
funzione puo essere scritta come f(x) = (22 — 3z + 2)e! 7%, una | glaex loc

forma sicuramente pitu comoda da derivare. I limiti agli estremi del
dominio sono:

. +00 .
Jim f@) = [T2] =400, lim_f(2) =0, e
poiché la funzione esponenziale domina qualsiasi polinomio (alter- 0 f\ ) !

nativamente provare ad usare de L’Hoépital).

se 2 —3x 4+ 2 > 0 ovvero sse z < 1 oppure x > 2.

fl(z) = (22 —3)e! ™2 —2(2? —3x+2)e’ ™2 = — (227 —8x+T)e! 2. o

Il segno di f’(z) coincide col segno di 222 — 8z + 7, per cui

<0, sex<2—+v2/20x>2+2/2,

=0, sex=2—+/2/2 oppure x = 2 +/2/2

>0, se2—+2/2<x<2++2/2.

La funzione & dunque crescente su |2—+/2/2,2++/2/2], decrescente
su |—00,2 — v/2/2[ e su |2 + v/2/2, +o0[, ed ammette un minimo
ed un massimo relativo rispettivamente per z = 2 — /2 /2ex =

2+ 1/2/2. |

fesso

f'(x)

22 —3x+2
6237—1

fla) =

e. La derivata seconda ¢ :

f(x) = (8 —4a)e! ™ — 2(8x — 7 — 22?)e? 2 = 2(22% — 102 + 11)e' 2.

2
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. Osserviamo che poiché h(3) = —8 < 0, h(e* +2) =3¢ —5>0

J&na.hs_].,mm.mm_B_l Svolgimento 13 marzo 2002
Il segno di f”(z) coincide con quello di 222 — 10x + 11. La f risulta convessa sugli intervalli ]—oo, %[

577\/5, %[ 512\/3, la funzione ha due punti di

e ]5+T‘/§, +oo], mentre & concava su | . In corrispondenza di

flesso.

Il dominio della funzione ¢ D = |2, +o00[. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. I limiti agli estremi sono:

—00
I - [—} = I =

lim g(z) = | —| =+c0,  lim g(z) =0,

poiché la funzione logaritmo & dominata da ogni polinomio (alternativamente, provare ad usare de L'Hopital).
Per x > 2 il denominatore ¢ sempre negativo, per cui f(z) > 0se e solose 0 <z —2 < 1 ovvero 2 < z < 3,
mentre f(z) < 0 se 3 < z. Infine la funzione si annulla per z = 3.

. Per x > 2, la derivata prima e

(&) = =3¢ — (=3)log(z —2) _ 132+ 3(x — 2)log(z — 2)

g = (1—32)2 - (z —2)(3z — 1)2

Il denominatore & sempre positivo su D, quindi il segno della derivata prima ¢'(z) coincide con quello del
numeratore h(x) :=1 — 3z + 3(x — 2) log(x — 2). La disequazione h(z) > 0 non & risolubile esplicitamente.

301 2722 —482+13—18(x—2)? log(z—2)

| z(:z:): 3(z—2)

h(z):=1-3z+3(xz—2) log(z—2)

x—log(x—2)
3e”—5

—8

ed h(z) & continua, il Teorema degli zeri assicura esistenza di
almeno un punto # € ]3,€? + 2[ per il quale h(Z) = 0 ovvero
¢'(Z) = 0 (vedi figura sopra a sinistra). Sempre dallo studio del
segno di h(x) & chiaro che almeno uno di questi punti dovra essere
di massimo relativo.

Per studiare pill precisamente il segno di ¢’ si pud procedere in
due modi. a
[I metodo]: la disequazione ¢’'(z) > 0 equivale a log(x—2) > (3z—
1)/(3(x—2)). Poiché la funzione log(z—2) ¢ strettamente crescen-
te su |2, 4o00[ con lim,_o+ log(z — 2) = —c0 e lim,_, 4 o log(x —
2) = 400, e la funzione z(x) := 3z — 1)/(3(x — 2)) & stretta-
mente decrescente sullo stesso intervallo con lim,_,o+ z(z) = +00
e lim, .4 z(z) = 1, allora graficamente (vedi figura sopra al
centro) si deduce che esiste un unico punto Z per cui

[~}

15

w
81
Il

tangente
di flessos
7

log(z —2) < ;Ei:é), se2<x<ZI,

log(x — 2) = 3%5:5), se r =1,

s

log(z —2) > ?ji—:é), se x > T,

e di conseguenza

<0, se2<z<z,
g (@) =0, sex==z,
>0, sex>1x.
In particolare g & decrescente su ]2, Z[, crescente su |Z, +o00[, ed

ammette un minimo relativo (che risulta anche minimo assoluto)
inz==z.
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[IT Metodo]: si studia il segno di h(z) per mezzo della sua derivata prima. Essendo h'(z) = 3log(x — 2), si
ha che h(z) & decrescente se 2 < & < 3 e crescente per x > 3, quindi per il Teorema degli zeri (vedi figura
in alto al centro nella pagina precedente) esiste un unico (per la stretta monotonia su |3, +o00[) punto Z tale
che h(Z) = 0. Si conclude poi con gli stessi risultati del I metodo.

e. La derivata seconda e

g’ (x) = 7 |3log(z —2)(x — 2)(3z — 1)% -

1
(x —2)2(3z—1)
— (1 =3z +3(x —2)log(z — 2))((3z — 1)* + (z — 2)2(3z — 1)3)| =

 272% — 48z + 13 — 18(z — 2)? log(z — 2)
B (r —2)2(3x — 1)3

11 segno di g” dipende solo dal suo numeratore, che vale 112 in = 3 e tende a —oo all’infinito. Il Teorema
degli zeri ci assicura nuovamente 'esistenza di almeno uno zero della derivata seconda di g (vedi figura in
alto a destra nella pagina precedente).

4. Sispezza in somma:

Jarctanx + 4 1 arctanx
—— dz =4 d ——dx =
/ 1422 v /1+x2 x—|—3/ 1422 v

3
=4arctanx + 3 / arctan x d(arctan ) = 4 arctanx + 3 arctan®z 4 ¢

z/x — 323 Y 1 _1 3 1 _ 3
ryr—orve L /24 __/ Y3 g L a-1/2 0 A44/3 L
/ 922 T3 /x Y B T I o) ai+az)” T

9 )
:\/Efﬁx”dJrc, (z>0)
/36052x+sen2xdzl/senxdx+§/cosxdx
2senxcosx 2 cosT 2 senx

1 1 3 1 1 3
=-3 / p— d(cosz) + 3 / pp— d(senz) = —3 log|cos z| + 3 log|sen x| + c.

5. Per parti due volte:

212 logz — 1
/Qx(logm—l)dez %(logm—l)Q—/xQQngT dx =

5 9 x? 1 5 1 x? 5
=z*(logr — 1) -2 ?(logx—l)—§ T ~de :7(2(loga:—1) —2(logz — 1) +1) +c.

6. Ricordando la relazione —t— =1+ tan®z, e che ——dz = d(tanz), mediante la sostituzione ¢ = tanx ci

si riconduce a calcolare 'integrale di una funzione razionale:

tanx — 2 tanz — 2 1 tanz — 2
dr — . F———dr = 5 d(tanz) =
1—10cos? z —5— —10 cos’z (1+tan*z) — 10

cos?
t—2 1 [ 2 1
[ ta=c | a2 ——dt=
/t279 2/1&279 /t2—9
1 1 1 1 P 1 1
e A -9 -2 [ — gt ==1 t2797—/—7— dt =
2/t2—9( ) /(t—3)(t+3) T =5 (t—3 t+3>

1 1 1 1 1 t
3 log|t? — 9| — 3 log|t — 3| + 3 loglt +3|+c= 5 log|tan® z — 9| + 3 log tan + 3

tanz — 3 '

4
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Per concludere, si noti che tale formula vale solamente su intervalli dove la funzione integranda & definita
e continua ovvero per ogni z per cui e definita la tangente e tale che cosxz # £1/4/10 (il che equivale a
tanx # £3). Alternativamente si poteva notare che

t—2 1/ 1 50 1 1 5
= | ——at+ 2 [ ——dt = = loglt — 3|+ 2log|t + 3| + ¢ =
/t2—9 6/ t—3 +6/zt+3 g o8l = 3|+ g logft + 3] +

1 5
=3 log|tanz — 3| + 6 log|tanz + 3| + ¢
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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
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Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

.z — arctan(z — 3z?) . br—2logx log(1 + x) + 3z
1 b) lim —~ 1
() 720 422 4 sen(1l — cosz) (b) om0+ z(3 — cos 2) (c) z—0 H(e2ztl —1)
() lim S5ze® — sen(5x) (@) iy V1~ 1624 + 422 arcsen(42?) — 1
z—0 3z cos x — log(1 + 3x) z—0 3x3senx
22 — 61 +5

Data la funzione f(z) = 3 3
e xT

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

log(z + 1
Data la funzione g(x) = log(z +1)

20 4+ 5

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita, la derivabilita ed il segno di g; c) calcolare la derivata prima; d) studiare
qualitativamente il segno di ¢’ e gli intervalli di crescenza/decrescenza di g; e) calcolare
la derivata seconda e, usando opportunamente il teorema degli zeri, dimostrare che esiste
almeno uno zero di ¢”; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.
Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni
3 + arctanx 41 — 23 Y 3sen? x + cos?
@ ——F—s— b — (¢ :
1+ 2z

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione 4z (logz + 1)2.

Hsenx cosx

Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢t = tan z (conviene ricor-
dare la relazione fondamentale tra cos®x e tan? z)

/7tanx+1d
— dx.
1—2cos?2z

Compito C Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.
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2/3 1/20 \(FJ

/3

2 2
1
10 10/9
—1/20
_1
> 4 0 2 0 11_0 _é 0 %
0 i
1. a. 1. b. 1. c. 1. d. 1. e.

1. a. Sipuo applicare de L'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

. — arctan(z — 31?) mfa/ﬁnal 1- %
lim = im =
t—04x2 + sen(1 — cos x) x—0 82 4 cos(1l — cosz) senx
) 1 (z — 322)% + 6z . (r — 32?)? + 62
= hm( . ) =1-lm =
z—0\1 + (z — 322)%2 8z + cos(l — cosz)senx x—0 8¢ + cos(1 — cos ) senx
il 2(z — 322)(1 — 62) + 6 046 2

im = = .
1—0 8 —sen(l — cosx)sen? x 4 cos(l — cosx)cosz 8—0+1 3

Per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale 2/3.

b. 1l limite richiesto non & in forma indeterminata.

lim Sr—2logx 0— (—o0) ~ oo
20+ (3 — cos 2) ~ LO* - {funz. limitata}* ] '

c. Il limite non ¢ in forma indeterminata.

lim log(14+z)+3z 0 0
=0 5(e2etl —1)  He—1)

d. Si puo applicare de L’Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

0/0

S5xe” — sen(5x) LHopital  5e® + 5re” — 5 cos(5x)
im = im
@—0 3z cos x — log(1 + 3x) —0 3cosx — 3rsenx — H%
LHopial B . 2e” + xze” + 5sen(5x) 5 2 10
= — 11m = = = = —,
3 2—0 —25enx—xcosx+ﬁ 3 3 9

Per il Teorema de L’Hépital il limite richiesto esiste e vale 10/9.

1
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€. Si puo applicare de L’Hépital ripetutamente (forma indeterminata 0/0):

0/0 —64x> 2 8z 2
. V1 — 1624 + 422 arcsen(42?) — 1 vHopital 1 iy 211627 + 4 Ji-to7 T 8% arcsen(4z%)
im = = lim =
z—0 3z3senz 3 z—0 3z2senx + x3 cosx
0/0 8x
8 5 arcsen (4z?) L'Hopital 8 I JT_16a1
= — lim = — lim =
3z—0 3xsenx + z2 cosx 32z—03senz + Hrcosx — x2senx

64 . T
= — lim 5
3 z—03senx + drcosx — x?senx

0/0
L'Hopital 064 I 1 - 64 1 . 8

— lim — .- =2
3 z—08cosx — Txsenx — x2cosw 3 8 3
Alternativamente, si poteva direttamente dividere numeratore e denominatore per z* ottenendo

V1 —16x% + 422 arcsen(42?) — 1

li =
praied 3x3senx
1 V1-—162% -1 422 1 —16 8
= - lim | ((—16) vl qgaresende )) :—~1~(—+16) =2
3z—0|senx —1624 42 3 2
dove sono stati utilizzati i seguenti limiti noti
. senz . arcsenz o V1I+z-—1 1
lim =1, lim — =1, lim —— = —,
z—0 z z—0 VA z—0 z 2

che possono essere verificati mediante de L’Hopital. Si osservi che il terzo limite non e altro che la derivata
della funzione z — +/z calcolata in 1. In conclusione, per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e
vale 8/3.

2.a+b. La funzione ¢ definita su tutto R poiché il denominatore non si annulla 200 e SEVIT
mai ed & ovunque continua e derivabile. Si osservi che la funzione puo '
essere scritta come f(x) = (22 — 6x + 5)e?* 73, una forma sicuramente
pitt comoda da derivare. I limiti agli estremi del dominio sono:

. +00 .

poiché la funzione esponenziale domina qualsiasi polinomio (alternati-
vamente provare ad usare de L’Hépital).

C. Poiché I'esponenziale ¢ sempre positivo, si ha che f(z) > 0 se e solo se
22 — 624+ 5> 0 ovvero sse & < 1 oppure z > 5.

d. Calcoliamo la derivata prima .
fl(x) = (22 — 6)e®* 3 + 2(2? — 62 + 5)e?™ 3 = 2(2? — 5 + 2)e* 3. L
Il segno di f’(z) coincide col segno di 22 — 5z + 2, per cui

>0, sex< (5—V17)/20 x> (5+V17)/2,
f'(x) 4 =0, sex=(5—+/17)/2 oppure x = (5 ++/17)/2

<0, se(5—V17)/2<2 < (5+V17)/2.
La funzione ¢ dunque decrescente su |(5—v/17)/2, (5++v/17) /2|, crescente
sugl’intervalli |—oo, (5 — v/17)/2[ e su |(5 + V/17)/2, +00|, ed ammette
un minimo ed un massimo relativo rispettivamente per z = (5++/17)/2
e per v = (5 —+/17)/2.

€. La derivata seconda ¢
f(x) =2((2x — 5)e* 3 + 2(2® — 5z + 2)e**3) = 2(22% — 8z — 1)e** 3.

tangenti
di flesso

—1/4

Il segno di f”(x) coincide con quello di 222 — 8z — 1. La f risulta convessa sugli intervalli ]—oo, (4 — v/18) /2|
e ](4+ v18)/2, +o0[, mentre & concava su (4 — v/18)/2, (4 + v/18)/2[. In corrispondenza di (4 +1/18)/2, la
funzione ha due punti di flesso. Il grafico qui sopra in basso e un ingrandimento della zona attorno all’origine.

2
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Il dominio della funzione & D = ]—1, +o00|. La funzione & ivi continua e derivabile. I limiti agli estremi sono:
=[] =m0,

poiché la funzione logaritmo & dominata da ogni polinomio (alternativamente, provare ad usare de L'Hopital).
Per z > —1 il denominatore ¢ sempre positivo, per cui f(x) > 0 se e solo se x + 1 > 1 ovvero x > 0, mentre
f(x) < 0se —1 <z <0. Infine la funzione si annulla per x = 0.

. Per x > —1, la derivata prima &

o) = 245 — 2log(z + 1) _ 20+5—2(z+1)log(x +1)
(22 +5)2 (x+1)(2z +5)2

Il denominatore & sempre positivo su D, quindi il segno della derivata prima ¢'(x) coincide con quello del
numeratore h(z) := 2x + 5 — 2(x + 1) log(x + 1). La disequazione h(x) > 0 non & risolubile esplicitamente.

! ) 2245
g | | =@=gth
R N B o -1
e?—1 5 m»—»log(r-O-l) O\

h(x):=2x+5—2(z+1) log(z+1)

0 ed h(z) ¢ continua, il Teorema degli zeri (vedi figura sopra a
sinistra) assicura lesistenza di almeno un punto Z € ]0,e? — 1] per
il quale h(Z) = 0 ovvero ¢’(Z) = 0. Sempre dallo studio del segno
di h(z) & chiaro che almeno uno di questi punti dovra essere di
massimo relativo. Per studiare pitl precisamente il segno di ¢’ si
puo procedere in due modi.

[I metodo]: la disequazione ¢'(x) > 0 equivale a log(z+1)

< 2x+5

<0, sex>=x.

In particolare g & crescente su |—1,Z[, decrescente su |z, +o00[, ed
ammette un massimo relativo (che risulta anche massimo assoluto)
inz==z.

[IT Metodo]: si studia il segno di h(z) per mezzo della sua derivata prima. Essendo h'(z) = —2log(z + 1),
si ha che h(x) & crescente se —1 < & < 0 e decrescente per z > 0, quindi per il Teorema degli zeri esiste un
unico (per la stretta monotonia su |0, +00[) punto Z tale che h(Z) = 0. Si conclude poi con gli stessi risultati
del I metodo.

=30+
Poiché la funzione log(z 4 1) & strettamente crescente su | —1, +00]
con lim,_,_;+log(x + 1) = —o00 e lim, o0 log(z + 1) = 400, e
la funzione z(x) := 22&1‘;’) ¢ strettamente decrescente sullo stesso g(z) = log(z +1) AN
intervallo con lim,_,_;+ 2(x) = +o00 e lim, . 2(z) = 1, allora 20 +5 .
graficamente (figura sopra al centro) si deduce che esiste un unico bl_o AN
punto & per cui ! te_mgcntc\
I di flesso
log(z+1) < 22(21‘?), se —l<z <z, E
log(x +1) = 22&1?), se T =T, E
log(z+1) > 22(;?1?), se x > T, |
e di conseguenza 715 T F 15
>0, se —1l<x<z, E
g(x) =0, sex=z, E
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e. La derivata seconda e

1 1
9= G TREe e [(*QIOg("” +1))(2 +1)(22 +3)* -

— (22 4+5—2(x+ 1) log(z + 1))((2z + 3)* + (z + 1) - 2(2x + 3)2)

8(x + 1)?log(x + 1) — 3(42? + 16x + 15)

(x +1)2(22 4+ 5)3
11 segno di g” dipende solo dal suo numeratore, che vale —45 in 2 = 0 e tende a +oc all’infinito. Il Teorema
degli zeri (figura in alto al centro nella pagina precedente) ci assicura nuovamente esistenza di almeno uno
zero della derivata seconda di g.

4. Sispezza in somma:

Harctanx + 2 1 arctan x
———dex =3 | ——=d ——d =
/ 1+ 22 o /1+x2 $+/ 14 22 o

1
= 3arctanz + /arctanx d(arctanz) = 3arctan x + B arctan® z + ¢,

3
/M dr — 2/1;2/3 dr — l/xsm dpe 2 greas 1 awsp
3z 2 1-2/3 2(1+ 5/2)

=62 — 7/2—|—c (x> 0),
/4cos21:—sen2xdx: §/senzdx+l/cosxdx:
3senxcosx 5 COs & 5 sen x

1 1 1 1
= fg / - d(cosx) + R / p— d(senzx) = 72 log|cos z| + 5 log|sen x| + c.

5. Per parti due volte:

2 1 1
/4x(10gm—|—1)2 dx = 08T+

4z 4
—(1 )2 —c [2?2—=——dz=
2(0gx+) Z/x . x

2 1 1
=22%(logz +1)? —4(m—(logm+ 1) — 5/:102 . —dw) =2?(2(logz +1)* —2(logz + 1) + 1) +¢
x

6. Ricordando la relazione ﬁ = 1+tan?z, e che mdaz = d(tanx), mediante la sostituzione ¢ = tanz ci

si riconduce a calcolare I'integrale di una funzione razionale:

1 1 1 1
/7tanx—|— dx:/7tanac—|— . dx:/( 7tanz + d(tan ) =

1—2cos?z 21— -2 cos’z 1+tan?x) — 2

Tt + 1 7 2t 1
= T oat=- | = at —— _dt=
/t2—1 2/t2—1 +/152—1

1 1 T 1/ 1 1
2/t271d(t )+/(t—1)(t+1)dt p loglt” =1+ 3 (tfl t+1)dt

tanx —

tanx 4+ 1
Per concludere, si noti che tale formula vale solamente su intervalli dove la funzione integranda & definita
e continua ovvero per ogni x per cui ¢ definita la tangente e tale che cosx # 41/v/2 (il che equivale a

tanx # +1).
Alternativamente si poteva notare che

Tt+1 1
dt =14 —d ——dt =4log|t — 1 log|t + 1 =
/t2—1 / +3/t—|—1 og| | +3loglt+ 1| +¢

7 1 1 7 1
= ilog\t2—1|+§log|t—1|—§log|t+1|+c: §log|tan2x—1|+§10g ‘—!—c

= 4log|tanz — 1] + 3log|tanz + 1| + ¢
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Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

. x—3logx _ tanz — 2z . 2x — arctan(2z — 5z?)
(a) lim ———+ (b) lim c¢) lim
z—0t 1 —rsen z—0 log(e + =) — a2 z—0 x2 + 3sen(l — cosz)
) re® —senx . V1 —a*+ z?arcsen(2?) — 1
(d) lim (e) lim
z—0 z cos(2z) — log(1 + x) z—0 3x3 sen(2x)
2 r— 2
Data la funzione f(z) = #
er—

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine ’andamento qualitativo del grafico di f.
log(z — 3)

2 -3z
a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita, la derivabilita ed il segno di g; c) calcolare la derivata prima; d) studiare
qualitativamente il segno di ¢’ e gli intervalli di crescenza/decrescenza di g; e) calcolare
la derivata seconda e, usando opportunamente il teorema degli zeri, dimostrare che esiste
almeno uno zero di ¢”; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di g.
Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni
darctanx + 2 23 Yr — 22\/x 4cos?x —sen?x
(a) T 1ra2 (b) J (c) :

x 3z

Calcolare per parti l'integrale indefinito della funzione 2z(logz — 3)2.

Data la funzione g(z) =

3senx cosx

Si calcoli il seguente integrale indefinito mediante la sostituzione ¢ = tan = (conviene ricor-
dare la relazione fondamentale tra cos? x e tan® )

/5tanx—2 d
— dx.
1 —17cos?2x

Compito D Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.
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1. a. 1. b 1. c 1. d. 1. e
1. a. Il limite richiesto non ¢ in forma indeterminata.
x—3logz 0—(—o0)
lim = [ —— } = 4+00.
20+ 1 — zsen = 1 —0- {funz. limitata}

b. 11 limite non ¢ in forma indeterminata.
tanx — 2x

li = =0.
Py log(e + z) — 22

C. Si pud applicare de L’Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

9_ __2-10s
1+ (2x—b5x2)2 -

im
z—0 2z + 3cos(1 — cosz) sen z

. 2z — arctan(2z — 5z?) L Hipital
lim =
z—0 22 4 3sen(l — cosx)

(2z — 52%)% + bz _

) =2-lim
z—0 2z + 3cos(1 — cos x) sen

(22 — 52%)? + bz

2
= lim( :
z—0\1+ (2 — 522)2 2z + 3cos(l — cosz)senx
L Hapial 2(2x — 52%)(2 — 10z) + 5 L, 045,
T 2-043 7

= lim
1—0 2 — 3sen(1 — cosx) sen? x 4+ 3cos(1 — cosx) cos

Per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale 2.
d. Si puo applicare de L'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

0/0
L'Hépital €3 4+ 3xe3* — cosx

1

e’ — gsenx .
im
2=0 cos(2x) — 2z sen(27) — 15

i
e x cos(2z) — log(1 + x)

0/0 x 3x
L’Hopital 6e® + 9xre’* 4+ senx 6
1 a I o

t—0 —4sen(2z) — 4x cos(2x) + (I+z)2

Per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e vale 6.

1
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€. Si puo applicare de L’Hépital ripetutamente (forma indeterminata 0/0):

—4z3 T
i V1 — 2% + 22 arcsen(2?) — 1 Lttt 1 i 2\/;171,4 + a? 1271;4 + 2x arcsen(x?)
im = = lim =
z—0 33 sen(2z) 3 2—0 322 sen(2z) 4 223 cos(2x)
2 I arcsen(x?) dpial 2 . \/%
= — lim = = lim =
3 2—0 3x sen(2x) + 222 cos(2x) 3 2—0 3sen(2z) + 10x cos(2z) — 422 sen(2x)
4 x
= - lim
3 2—0 3sen(2x) + 10x cos(2z) — 422 sen(2x)
0/0
L Hopital 4 1 4 1 1

= lim = . =_,
3 —0 16 cos(2x) — 28z sen(2z) — 8z2cos(2z) 3 16 12
Alternativamente, si poteva direttamente dividere numeratore e denominatore per z* ottenendo

V1 —a* 4+ 2?arcsen(a?) — 1

lim
z—0 33 sen(2z)
1 2 Vi—zt-1 sen(z? 1 1 1
_ Ll x (_ x +arcsen($ )) :_.1.<___|_1>:_7
6 2—0| sen(2x) —xt x? 6 2 12
dove sono stati utilizzati i seguenti limiti noti
. senz . arcsenz . o V1I4+z-1 1
lim =1, lim — =1, lim —— = —|
z—0 z z—0 z z—0 z 2

che possono essere verificati mediante de L’Hopital. Si osservi che il terzo limite non e altro che la derivata
della funzione z — +/z calcolata in 1. In conclusione, per il Teorema de L’Hopital il limite richiesto esiste e
vale 1/12.

2.a+b. La funzione & definita su tutto R poiché il denominatore non si |
annulla mai ed & ovunque continua e derivabile. Si osservi che la max._i
funzione pud essere scritta come f(z) = (2 — x — 2?)e’~%, una
forma sicuramente piti comoda da derivare. I limiti agli estremi
del dominio sono:

lim f(z)=

r——00

—00 . S
— 3 J— €
[0+}* o0, lim f(z)=0,
poiché la funzione esponenziale domina qualsiasi polinomio (alter- flesso
nativamente provare ad usare de L’Hépital).

C. Poiché l’esponenziale & sempre positivo, si ha che f(z) > 0 se e solo
se2—x—x2<0ovverosse —2 <z < 1.

d. Calcoliamo la derivata prima
(@)= (-1-22)" " —(2—2 —2%)e’ " = (2% —2 — 3)e "
Il segno di f’(z) coincide col segno di x? — x — 3, per cui

>0, sex<(1-+13)/20x > (1++13)/2,
fl(x)< =0, sex=(1-+/13)/2 oppure z = (1 + /13)/2
<0, se(1—+13)/2 <z < (1+13)/2.

La funzione & dunque decrescente su |(1 — v/13)/2, (1 + v/13)/2],
crescente sugl’intervalli |—oo, (1 —v/13)/2[ e su ](1 4+ v/13)/2, + o0,
ed ammette un minimo ed un massimo relativo rispettivamente per

r=(1++13)/2 e per z = (1 — /13)/2. - \i

- ﬁ""'zzz::iiitangenti
e. La derivata seconda e \ di flesso

\

f ()= 22— 1) " — (22 —2 —3)e> ¥ = —(2® — 3z — 2)e” "

——
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3.a+b.

. Osserviamo che poiché h(4) = —10 < 0, h(e?>+3) = 3e2—7 > 0 ed
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Si ha f”(x) > 0 se e solo se 22 — 3z — 2 < 0. La f risulta concava sugli intervalli |—oo, (3 — v/17)/2[ e
1(3 4+ v/17) /2, +o0[, mentre & convessa su |(3 — v/17)/2, (3 +1/17)/2[. In corrispondenza di (3 +1/17)/2, la
funzione ha due punti di flesso.

Il dominio della funzione ¢ D = |3, +o0o[. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. I limiti agli estremi sono:
lim_g(z) = [%} =+too,  lim g(z) =0,

poiché la funzione logaritmo & dominata da ogni polinomio (alternativamente, provare ad usare de L’Hépital).
Per z > 3 il denominatore ¢ sempre negativo, per cui f(z) > 0 se e solo se 0 <z —3 < 1 ovvero 3 < z < 4,
mentre f(z) < 0 se 4 < z. Infine la funzione si annulla per z = 4.

. Per x > 3, la derivata prima e

2% +3log(r —3) 2 -3z 4 3(z — 3)log(z — 3)

(2 —37)2 B (x — 3)(3z — 2)2
Il denominatore & sempre positivo su D, quindi il segno della derivata prima ¢'(z) coincide con quello del
numeratore h(x) := 2 — 3z + 3(x — 3) log(x — 3). La disequazione h(z) > 0 non & risolubile esplicitamente.

g'(x) =

22722 —78x+40—18(z—3)? log(z—3)
h(z):=2—3z+3(x—3) log(z—3)

3e2—7 160

12

—200

h(z) & continua, il Teorema degli zeri (vedi figura sopra a sinistra)

assicura Desistenza di almeno un punto z € ]4, €% + 3[ per il quale

h(Z) = 0 ovvero ¢'(Z) = 0. Sempre dallo studio del segno di h(z)

¢ chiaro che almeno uno di questi punti dovra essere di massimo
relativo.

Per studiare pitt precisamente il segno di ¢’ si pud procedere in

due modi. 5
[I metodo]: la disequazione ¢'(xz) > 0 equivale a log(z — 3) >

3x—2

3a=3)" Poiché la funzione log(x — 3) & strettamente crescente su

13, +00[ con lim, 3+ log(x — 3) = —o0 e lim,_, o0 log(x + 1) =
3x—2

+00, e la funzione z(z) := 3(2=3) e strettamente decrescente sullo

stesso intervallo con lim,_ 3+ z(2) = +00 e limg;— o0 2(z) = 1,
allora graficamente (vedi figura sopra al centro) si deduce che
esiste un unico punto  per cui

3z—2
3(z—3)’

w

—
~

log(z — 3) < se 3 <z <z,

tangente
di flesso,
e

log(z —3) = 3%§:§)7 se r = I,

3z—2
3(x—3)°

log(z — 3) >

ser > 7T, _

8-

e di conseguenza
<0, sed<z<uz,
g(x)¢ =0, sex=z,
>0, sex>=x.

In particolare g & decrescente su |3, Z[, crescente su |z, +ool, ed
ammette un minimo relativo (che risulta anche minimo assoluto)
inz==z.
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[IT Metodo]: si studia il segno di h(z) per mezzo della sua derivata prima. Essendo h'(x) = 3log(x — 3), si
ha che h(z) & decrescente se 3 < x < 4 e crescente per z > 4, quindi per il Teorema degli zeri (vedi figura in
altro a destra alla pagina precedente) esiste un unico (per la stretta monotonia su |4, +o00[) punto Z tale che
h(z) = 0. Si conclude poi con gli stessi risultati del I metodo.

e. La derivata seconda ¢

q"(z) = @ 3)2231 —2) 3log(z — 3)(x — 3)(3z — 2)* —

— (2 =3z +3(z — 3)log(z — 3))((3z — 2)® + (z — 3)2(3z — 2)3)| =

 272% — 78z + 40 — 18(x — 3)? log(z — 3)
B (x —3)%2(3x — 2)3

1l segno di g” dipende solo dal suo numeratore, che vale 160 in z = 4 e tende a —oo all’infinito. Il Teorema
degli zeri (vedi figura a destra) ci assicura nuovamente l’esistenza di almeno uno zero della derivata seconda
di g.

4. Sispezza in somma:

Sarctanx + 2 1 arctan
- dxr=2 —d 5 - d =
/ T+a2  F /1+x2 T / T+a2

5
= 2arctanz + 5 / arctan x d(arctan x) = 2 arctan x + 2 arctan® z + ¢

YT —2x\/1 1 2 1 2
TVEZ 28T 4 2 [ 73y __/ V2 g — 1 A4T/3_ 5 A41/2
/ 3z v 3/9” T T3yt sa+12)”  te
1 4
= 1—0x10/3 - 5:63/2 +c, (x >0)

4cos®x —sen?z 1 senx 4 cos X
—  dx=-—-= dr + = dx =
3senx cosx 3 ) cosx 3/ senz

1 1 4 1 1 4
By o frd —1 _1 )
3 / p— d(cosx) + 3 / p—— d(sen ) 3 oglcos x| + 3 oglsenz| + ¢

5. Per parti due volte:

27 1 -
/Qx(logxf?;)zd:c: %(logx73)2f/x22&3dx:
x
= 2%(logz — 3)2 — 2 ””—2(1 —3)—1/ > L) =
= z*(logx 5 (logz 5 [ & ode)=

l\D|&N

(2(logz — 3)* —2(logz —3) + 1) + ¢

6. Ricordando la relazione —t— =1+ tan®z, e che ——dz = d(tanz), mediante la sostituzione ¢ = tanx ci

si riconduce a calcolare 'integrale di una funzione razionale:

Stanz — 2 Stanx — 2 1 Stanz — 2
————dr = T . dox = 5 d(tanx) =
1—17cos? z —1— —17 cos’x (1+tanz) — 17

cos2 x

ot — 2 5 2t 1
= - — — - _2 - —
/t2716dt 2/t2716dt /t2716dt

5 1 1 5 2 1 1
=2 a1 -2 =21 t27167—/—7— dt =
2/t2—16 ( ) /(t—4)(t—|—4) 5 Lol -3 (t—4 t+4)

tanx + 4
tanz — 4 ’

1 1 1
= glog|t2 — 16| — 1 log|t — 4] + 1 loglt +4|+c= glog\tan2x — 16| + 1 log‘

4
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Per concludere, si noti che tale formula vale solamente su intervalli dove la funzione integranda & definita
e continua ovvero per ogni x per cui ¢ definita la tangente e tale che cosz # +1/v/17 (il che equivale a
tanx # +4).

Alternativamente si poteva notare che

5t — 2 9 [ 1 1 [ 1 9 11
X =t = [ ——dt = Zloglt — 4] + — log|t + 4| + ¢ =
/t2716 4/15*4 R 7 o8l =4+ 7 loglt + 4] +

9 11
=1 log|tanz — 4] + 1 log|tanz + 4| + ¢
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