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Risolvere i seguenti limiti
(&) arctan (log(1 + %))
a) li
2—0 log (1 + arctan(z?))
(¢) lim 2v/3 cos(z — m/6) + 3sen(3x + 7/2)
z—7/3 e® — cos(x — m/3)

V2sen(m — x) — cos(z — m/4)
im
a—m/4 €T 4+ 2cos(2x + 7w/2) + 1
(1+3) —e

d) 1l .
(d) oo logx — log(z + 1)

(b)

Data la funzione f(x) := 22 - {/z — 1, si studino

. il dominio di definizione, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti;
. la continuita e derivabilita;
. il segno della funzione;

la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo
relativo e/o assoluto della funzione;

la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita.

Si tracci infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

Data la funzione g(x) := (ze®)log(z — 1)

calcolarne l'integrale indefinito (ad esempio per parti cominciando con f zetdr =...);

. dire se esiste l'integrale generalizzato ff g(x) dx, e se si calcolarlo.

Data la funzione di due variabili h(x,y) := 1/log(2 — 22 —y?), determinare e rappresentare
nel piano cartesiano

. il dominio di A;

le linee di livello k di h, specificando per quali valori di k tali linee esistono.

Data ’equazione differenziale v/ — ¢’ — 6y = 322 — 5z + 4,

trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
trovare la soluzione generale,
trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = —1, y'(0) = 0.

Punti: 2+42+242, 2+1+42+242+2, 844, 4+4, 2+4+2.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

—10 0 10

1. a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

arctan (log(1 + 2?)) LHapital i 1+1Og21(1+$2) R i (1 + arctan(z?)) (1 + ) )
im = im = lim =1.
z—0 log(l + arctan(xQ)) 2—0 1+arct1an(zz) . 13:;4 z—0 (1 +log?(1 + x2)) (1+22)

b. Si puo applicare I'Hopital (forma indeterminata 0/0):

V2sen(m — z) — cos(x — m/4) L’Ifa/_r?ital lim = 2cos(m — x) + sen(z — w/4)

li =
xigl/zx etr=m + 2cos(2z +7w/2) + 1 gon/a 4e*® =T —4sen(2x + 7/2)
_ —V2(—v2/2) + O} 1
B 4-0 4

C. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale 0.

d. Osservato che log z—log(z+1) = log(z/(x+1)), si riconosce che il limite si presenta nella forma indeterminata
0/0. Si ha inoltre

d 1\= d 1\= 1 1 1
Lo ) = g0 = 152 (i ) oy ()
d:z:(Jr:I: dﬂc6 er g er Jrzl—l—% 2

= () (s ) - 1)

Applicando I’Hopital si ottiene

el e (04 3) (los(142) - o)
2100 log T — log(z +1) oo 1_

r— 400

= e lim (m(a:—&—l)log(l—l—é)—x).
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2. a+b.

. Per ogni z # 1 la derivata prima e
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A questo punto la strategia migliore & quella di fare la sostituzione y = 1/z per cui y — 0%. In questo modo
si ottiene un’altra forma indeterminata a cui si puo applicare 'Hopital piu agevolmente che all’originale. Piu
precisamente

(y+1Dlog(l4+y) —y L’;G/_}?ital I log(l+y) 1

1
lim (x(x +1) log(l + E) - a:) = lim

T——+00 y—0t y2 y—0t 2y 2

Concludendo N
(1+4)" —e e

lim L = —.

z—+oo logx —log(x +1) 2

Ad analoghi risultati si perviene facendo prima la sostituzione e poi applicando due volte I’Hopital.

Il dominio ¢ R. La funzione ¢ dovunque continua perché composizione di funzioni continue. La derivabilita
incontra un ostacolo, perché la radice cubica h(t) := {/t & derivabile per t # 0 ma non per t = 0 (tangente
verticale). I teoremi di derivazione delle funzioni composte ci dicono che f(x) = x?h(x — 1) & derivabile
per x # 1, ma non dicono se & derivabile o no per z = 1. Studieremo a parte il caso x = 1. Osserviamo poi
che la funzione non ammette né massimo né minimo assoluto in quanto

lim f(z) =+o0.

z—+oo

. Si ha banalmente f(z) <Operz <0OeperO0<z <1, f(x)=0perz=0eperz=1,e f(z)>0perz>1.

1 6z(r — 1) + 22
f(z) = 2x\3/xT1+x2§(x —1)7%3 = ﬁ =
x(7z — 6)
B 3(x—1)2/37
quindi si ottiene facilmente che 1

>0 perx<0,6/7T<z<leperz>]1,
f'(x)4 =0 perz=0eperz=56/7, @)
<0 per0O<z<6/T7.

La funzione ¢ quindi crescente su |—o0,0][, su |6/7,1[ e su
J1,400[, ed & decrescente su 10,6/7[. Inz = 0e z = 6/7
la funzione ha un massimo ed un minimo relativo, rispetti- o
vamente. Nel punto x = 1 calcoliamo il limite del rapporto -1
incrementale:

fl@-)
f(6/7)

_ L st '
py JAER) = JQ) vt (L R)
h—0 h h—0 1

. (1+R)(7(1+h) —6)
= lim
h—0 3h2/3
quindi in z = 1 la f(x) non & derivabile e la tangente al
grafico ¢ verticale.

= o0,

tangente verticale

. Per ogni = # 1 la derivata seconda &

() = (142 — 6)(z — 1)*° — (7a® — 62)F(x — 1)7/% _ 2(142? — 242 +9)
3(x—1)4/3 9(x —1)5/3
Le soluzioni dell’equazione di secondo grado 1422 — 242 +9 = 0 sono 24+ = (124+3v/2)/14. Siha0 < 2_ <
6/7<1<uxz;. Msegnodi f” e
<0 sex<x_oppurel <z <z,
oo

=0 sex=2x_ oppure x = x4,
>0 sex_ <z <1oppurezx > x,.

quindi la funzione ¢ convessa su Jz_, 1] e |z, +00], concava su |—oo,z_[ e ]1,z4[. In x = x4 la funzione ha
due flessi a tangente obliqua, mentre in x = 1 ha un flesso a tangente verticale.
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. Derivando si ottiene
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Applicando il metodo per parti si vede che
z—ze” log(x—1)
/ace””dac:a:e“c —/exdx: (x —1)e”.

Percio una primitiva G di g e data da
(x—1)e*

=(z—1)e"log(z — 1) — e® =: G(x).

- Ricordando che lim,_,o+(ylogy) = 0, dalla definizione di integrale
generalizzato segue che

dr =

2 2
/1 g(z)dr = alir(I)l+ 1+55](:43) dz = 51i%1+ (G2) —G(1+6) =e—€.

. Il dominio ¢ dato da
{(ﬂc,y) eR? : 22 +y? <2, 22+ 2 #£ 1},
che geometricamente corrisponde al cerchio aper-

to con centro l’origine e di raggio v/2, privato della
circonferenza x? + y? = 1.

. L’insieme di livello £ si ottiene risolvendo ’equa-
zione f(x,y) = k, ovvero
1

log(2 — 22 — y?)
che equivale a log(2 — 22 —y?) = 1/k, cioe 2— 2% —3? = el/k cioe ancora z2+y? = 2—e'/*. Geometricamente
sono delle circonferenze concentriche. Chiaramente affinché tali circonferenze abbiano punti reali dovra
accadere che 2 — e'/* > 0 (ricordandosi anche che le linee di livello devono appartenere al dominio, per
cui dovra anche essere 2 > 2 — e/¥ £ 1 che perd & sempre soddisfatta). Risolvendo questa disequazione
otteniamo k < 0 oppure k > 1/log 2.

=k,

k

L’equazione caratteristica associata & )\2 — A — 6 = 0 che ha come soluzioni )\1 = -2 )\2 = 3. uindi la
’
generica soluzione dell’equazione omogenea associata ¢

y(x) = Cre " 4 Cye®™.

. Cerchiamo una soluzione particolare della forma (x) = ax? + bz + ¢. Si ha §'(z) = 2ax + b, §"’(z) = 2a.
Quindi § dovra soddisfare identicamente

2a — (2ax + b) — 6(ax® + br + ¢) = 32° — 5r + 4,
da cui si ricava il sistema
—6a =3
{ —2a —6b= -5
2a —b—6c=4,
che ha come soluzione a = —1/2, b = 1, ¢ = —1. La soluzione

generale dell’equazione ¢ allora

2
y(x) = Cre " + Coe®® — % 4+x—1.

—1 0

[

y'(x) = —2C1e%" 4+ 309> — 2 4 1.
Imponendo le condizioni y(0) = —1 e y’(0) = 0 si ottiene il sistema
{ Ci1+Cy—1=-1
—2C1 +3C, +1=0,
quindi C; = —Cy = 1/5 e la soluzione cercata ¢
1

1 x?
—2x 3z
— e 1.
y(x) 56 E 5 x
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