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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo.

Risolvere i seguenti limiti

2 1
e* elsr — 2x arctan \/x

2

— cosx — xsen(2x)

li b li
(2) Pty 1+ 22 —cosx (b) el (r —senx)

x2 ) V3zt+1

li d)  lim —————.
(c) 200 2 + 322 — 2cos (d) 2o log(2e*® + 1)

Data la funzione f(x) =3+ logz + , si studi

2
1+ logzx

. il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio;

. la continuita e derivabilita;

. il segno della funzione;

. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita.
. Si tracci 'andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare il seguente integrale indefinito facendo uso della sostituzione y = e*:
2z T
e’ —e
/ il SR Y
e?r —5e* + 6
Discutere la convergenza del seguente integrale improprio

T x4 20— 7
1 V3z% + 522 + 1

Data I’equazione differenziale y” + 4y = 3sen(2z),

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
. trovare la soluzione generale,
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, 3'(0) = 0.

Compito A Punti: 2424248, 24142424242, 8, 4, 244+3.
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Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.

. Si puod applicare I'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

/
e” —cosxz —x sen(2zx) LHopital . 2ze”” + senx — sen(2x) — 2z cos(2x)
im = im =
=0 1+ 22 —cosx z—0 2x + senx
o/0 x? 2 22
vHopital 2e”” + 4z2e” 4 cosx — 4 cos(2x) + 4z sen(2x) 1
= im =—=.
z—0 2+ cosx 3
Alternativamente, con piccole modifiche e dividendo per 22, ci si riporta a limiti notevoli:
? 1 1 sen(2x)
1.mex; e o2 1+12-2 1

70 14 g Co1+1/2 3

. Il limite non ¢ in forma indeterminata e vale

lim eloEs — 2warctazn\/§ _[1=07 _ oo
z—0+ (z — senx) 0+
—_——
>0

. Si puod applicare I'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):

9 0/0 0/0
. T L'Hépital 2x L'Hépital
lim ——————— = im — = im — =
z—0 24 322 — 2cosx z—0 6x + 2senx z—0 6+ 2cosx

-

Alternativamente, dividendo per z2, si ottiene

: z? . 1 1 1
lim = lim ooz = =—.
z—0 2+ 322 — 2cosx 203 42— 3+1 4

. Si pud applicare I'Hopital (forma indeterminata oo/o0):

/oo

i V3zt+1 L?Ifépital . 123 / 43:6”32
m —— s = im =
z—+o0 log(2e** + 1) e—+o0 2\/3xT + 1/ 2% + 1

3 x? 1 31
— lim S/ (24— ) =2 —=2= V3.
rtoo 2 3x4+1<+ex2) 2.3 V3

Alternativamente si poteva procedere nel seguente modo

V3z1+ 1 i 2?3+ 1/t i V3 +1/z% V3

li e —
mﬂlToo 10g(2€m2 + 1)

v =too 22 1 log(2  1/6%)  atoo | 4 los@Hi/e™) 140
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10+ |
=3+1 R S—
| f(@) Flogr+ 0
| <
|
.\&O &2
I s >
@ —
|
|
|
|
1 1 x
1 eV2-1 e

e

| " massimo locale

Il dominio ¢ D = R* \ {1/e}. La funzione & ivi continua e derivabile. Inoltre

1' — 1. = — 1. ::t .
g Sl =oo - Jim o) = oo .90 = ke

Quindi la funzione non ammette né massimo né minimo assoluto.

c. Essendo )
log“x +4logx + 5
+ logx
e poiché il numeratore ¢ sempre positivo (infatti 22 + 4z +5 & > 0 per z = 0 e non si annulla mai perché il
discriminante ¢ < 0) si ha che f(z) ¢ positiva se > 1/e mentre f(x) ¢ negativa se x < 1/e.
d. La derivata &

Pyt 2 _1:1( 2 ):(1+logx)2—2
z (I+logz)? z = (1+logx)? (1 +log x)?

Si ha che f/(z) > 0 se e solo se (1 + logx)? —2 > 0 ovvero se logz > V2 — 1 oppure logz < —1 — /2.

La funzione & dunque crescente su ]0,e=2~V2[ e su eV2~!, +-00[, mentre ¢ decrescente su Je=1=V2 e~1[ e su

Je=!,eV2=1[. T punti 29 = e 1=V2 e 2y = ¢¥2~! sono di massimo e di minimo locale, rispettivamente.

. Derivando una delle forme della derivata prima si ottiene

() = _i( B 2 ) 1 4 1 —(log ) — 3(logx)? —logz + 5 _
x? (1+logx)? x (1+logx)® =z 22(1 +logx)3
—23-322—2+5

22(1 + 2)3 '
dove abbiamo posto z := logz. Si vede ad occhio che il polinomio di terzo grado —z% — 322 — z + 5 ha 1
come radice. Scomponiamo il polinomio con la regola di Ruffini:
-1 -3 -1 5
1 -1 —4 -5
| -1 -4 -5 | 0

2
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Quindi —2% — 322 —2+5 = (2 — 1)(=2%2 —42 —5) = —(2 — 1)(2? + 42 + 5). Il polinomio 22 + 4z + 5 &
sempre > 0, come gia visto sopra. Dunque

>0
——

(z—1) (2 +42+5)
22 (z+1)3
>0

f(w) = -

, dove z =logx.

Il segno di f(z) &
>0 se—-1l<z<1,cloesee t <z <el,
()¢ =0 sez=1,cioesex=el =e,

<0 sez<—-loz>1,cioesex<e loxz>e.

La funzione ¢ quindi convessa su ]1/e, e[, concava su ]0,1/e[ e su Je, +o00[, ed z = e & un punto di flesso.

Osservando che dx = %dy e che 4?2 — 5y + 6 = (y — 2)(y — 3), dai metodi risolutivi degli integrali di funzioni
razionali si ha

e — e* y—1 2 1
7d f _— = _— =
/62””—5e””+6 o /(y—2)(y—3)dy /(y—?) y—2)dy

=2logly — 3| —log |y — 2| + ¢ =2log |e® — 3| —log|e®” — 2| +c.

La funzione integranda ¢ definita e continua su [1, 4+00] \
e all'infinito & asintotica a 4x2/v/32% = 4/v/3z, il cui \\A.....___f_';_’4/‘/3_z
integrale diverge a +o0o. Quindi anche l'integrale dato
diverge.

. Il polinomio caratteristico associato & A2 +4 che ha radici
+2i. Per la teoria si conclude che la generica soluzione
dell’equazione omogenea associata e

2o
yo(z) = Cy sen(2z) + Cy cos(2z) , gy 42T
V3x5 4 52 41

con C1,Cy costanti.
. La soluzione generale dell’equazione ¢ somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Per trovare quest’ultima si osservi che la funzione a secondo membro dell’equazione &
soluzione dell’omogenea associata. Dalla teoria segue che si puo allora cercare una soluzione particolare tra
le funzioni del tipo

yp(x) = x(asen(2z) + beos(2z)) ,

dove a,b € R. Calcoliamo le derivate

y,(x) = asen(2x) 4 bcos(2z) 4 2 (acos(2z) — bsen(2z)) ,
yy(x) = dacos(2x) — 4bsen(2x) — 4z (asen(2z) 4 beos(2x)) .

Affinché y,, sia soluzione dovra accadere che y;(z) + 4y,(z) = 3sen(2z) per ogni z, il che, svolti i conti,
equivale a
4a cos(2x) — (4b+ 3)sen(2z) =0 per ogni x .

Cid sara vero se a = 0 e b = —3/4. Quindi una soluzione particolare dell’equazione ¢ y,(z) = —3z cos(2z) e
la generica soluzione ¢ allora

y(x) = yo() + yp(x) = Cysen(2x) + Cy cos(2x) — %x cos(2z).

3
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C. Derivando la soluzione generale si ottiene
, 3 3
y'(x) = 2C cos(2x) — 2Cy sen(2x) — 1 cos(2x) + % sen(2x) .
Imponendo le condizioni y(0) = 0 e y'(0) = 0 si ottiene il sistema
02 — 07
2C, —3/4=0.
quindi la soluzione cercata ¢

y(z) = gsen@x) — %x cos(2x).

y(x) == —son (2x) — —x cos(2x)

A5/\A/\
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Risolvere i seguenti limiti:

2 1
e” —cosx — 2x sen(2x) ePgs — 2c0Sx
: B i
(2) 200 1+ 322 —cosx (b) st (x — tanz)?
222 224 + 1
(¢) lim & (d)  lim v

x—0 3 + 5x? — 3cosx z—+oo log(her” + 1)

Data la funzione f(x) =3 —logz + , si studi

1 —logx

. il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio;

. la continuita e derivabilita;

. il segno della funzione;

. la derivata prima, gli intervalli di crescenza e decrescenza, i punti di massimo/minimo

relativo e/o assoluto della funzione;

. la derivata seconda e gli intervalli di convessita/concavita.
. Si tracci I'andamento qualitativo del grafico di f.

Calcolare il seguente integrale indefinito facendo uso della sostituzione y = e*:
2x T
e’ —e
/ —dz.
e?r — 6e® + 5

Discutere la convergenza del seguente integrale improprio

ToO ol —Br 41

dx .
1 V) +3x°+4

Data I’equazione differenziale y” + 9y = 2sen(3z),

. trovare la soluzione generale dell’omogenea associata,
. trovare la soluzione generale,
. trovare la soluzione che inoltre verifica le condizioni iniziali y(0) = 0, 3'(0) = 0.

Compito B Punti: 2424248, 24142424242, 8, 4, 244+3.
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Svolgimento
1/2 1
xr
/13
1
-
-2 2 104
\% - -5 \ 5 . \ 10 30°
Esercizio 1. a. Esercizio 1. b. Esercizio 1. c. Esercizio 1. d.
. Si puo applicare I'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
/
. e” —cosz — 2z sen(2z) Ll 22”4 sena — 2 sen(2x) — 4x cos(2x)
lim = lim =
z—0 14322 —coszx z—0 62 + sen x
/
LHapital I 2¢%” 4 da2e®” + cosa — 8 cos(2z) + 8z sen(2z) 5
= im - _°
z—0 6 + cosx 7
Alternativamente, con piccole modifiche e dividendo per z2, ci si riporta a limiti notevoli:
ezZ_1 " l-cosz 4sen(2z) 1+ 1/2 _4 5
lim 2 2 2z _ - =
z—0 3+—1_;‘2’” 34+1/2 7
. Il limite non & in forma indeterminata e vale
. el/1ogs _ 9 cosx [1—2}
im = = —00.
a—0+  (z — tanz)? 0+
>0
. Si puo applicare 'Hopital due volte (forma indeterminata 0/0):
I 222 L’Hoé/li)ital . Ax L’Hoé/[?ital . 4 4
m ——F = im ——— — im .
z—0 3 + 522 — 3cosx z—0 10z + 3senx z—0 10+ 3cosx 13
Alternativamente, dividendo per 22, si ottiene
22 2 2 4

lim ———— = lim — = .
z—0 3 + 522 — 3cosx z—0 5 4 31=5g52 5+3/2 13

. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata oco/oo):

Vort+1 L’()I?c’)/p??al

lim op 10ze””
z—-+oo log(he?” + 1)

. 823
lim / 5 =
z—+00 24/2z% + 1/ 5e*” +1

2 4 1 2 1
o 2T )2
I—1>r-ir-1005 2z +1 5+e“" 5 5=v2

Alternativamente si poteva procedere nel seguente modo

274 +1 ) 22\/2+1/24 L V2+1/z4 V2+0

lim Y2 _ _ ,
oo log(5e** 4 1) w00 72 log(5 +1/e**)  w—+oo | 4 log(5+1/e*) 140
x
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|
| flz):=3-1 +
x):=3—logr + ——
| ) & 1—logx
|
|
|
o
minimo locale
|
|
‘ v ¢
el—V2 le
| > 2
N o
| s
&(‘“%b
|
5 |
|
Il dominio ¢ D = R \ {e}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. Inoltre
Lm f(z)=—co,  lim g(z)=+oo,  lim g(z) =Foo

Quindi la funzione non ammette né massimo né minimo assoluto.

. Essendo

_ log®z —4logz + 5

b

1) 1—logx

e poiché il numeratore & sempre positivo (infatti 22 — 4z +5 > 0 per ogni z € R) si ha che f(z) ¢ positiva se
x < e mentre € negativa se x > e.

. La derivata ¢

1 2 1 1 2 2 —(1—logzx)?
f/(x):*_JF—g_:_ 5 — 1 :(—2)~
x (l-=logz)2z x \(1-logz) z(1 —logx)
Si ha che f/(x) > 0 se e solo se 2 > (1 — log ar:)2 ovvero se 1 — /2 < logx < V2 + 1. La funzione & dunque

crescente su Je! = V2 e[ e su Je, ! TV2], mentre & decrescente su |0, e~ V2[ e su Je! V2, +00[. T punti zg = !~ V2
exy = e1*V2 sono di minimo ed di massimo relativo, rispettivamente.

. Derivando una delle forme della derivata prima si ottiene

F'@)=-

1 2 1 4 1 22-3224+2-3
_<7_1> 2.
z2 \( r (

1 —logx)? 1-logz)® =  22(z—1)3
dove abbiamo posto z(z) = log . Il polinomio 2% — 322 + z — 3 si pud fattorizzare cosi:

2 =32 42-3=22(2-3)+(2-3)=(2-3)(2* +1).

2
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Quindi
>0
——

(z—3) (22 +1)
22 (z—-1)3 7
~

>0

f(w) =

dove z =logx.

Il segno di f(z) &
<0 sel<z<3, cioesee <x<ed,
() =0 sez=3, ciot se x = e,
>0 sez<loz>3 cioesez<eloz>ed
3 3

La funzione ¢ quindi concava su Je, e3[, convessa su |0, e[ e su Je3, +oo[, ed z = € & un punto di flesso.

3. Osservando che dx = idy echey? —5y+6=(y—1)(y—5),si ha

/ et —/ Y=l gy —logly— 5|+ ¢ = logle” — 5|+
e T ) o —p) W TR TR T sl Tl

4. La funzione integranda ¢ definita e continua su [1,+00] \

3/2
e all'infinito & asintotica a 22%/vz® = 2/x%/2 il cui 1/3 \\Ax'—} 2/x
integrale € convergente all’co. Quindi anche 'integrale N
dato converge. N
1 T
10 20
. a. Il polinomio caratteristico associato & A249 che ha radici -
+3i. Per la teoria si conclude che la generica soluzione )
dell’equazione omogenea associata ¢
223 —bx +1
Trr— —
Yo(x) = Cq sen(3x) + Cy cos(3z) , Vad + 325 + 4

con C7,Cs costanti.

b. La soluzione generale dell’equazione & somma della generica soluzione dell’omogenea associata e di una
soluzione particolare. Per trovare quest’ultima si osservi che la funzione a secondo membro dell’equazione &
soluzione dell’omogenea associata. Dalla teoria segue che si puo allora cercare una soluzione particolare tra
le funzioni del tipo

yp(z) = z(asen(3z) + beos(3z)).

dove a,b € R. Calcoliamo le derivate

Y (x) = asen(3x) + beos(3x) + 3z (a cos(3x) — bsen(3z))r,
Yy, (x) = 6a cos(3x) — 6bsen(3z) — 9z (asen(3x) 4 beos(3x)) .

Affinché y,, sia soluzione dovra accadere che y;(z) + 9y,(z) = 2sen(3x) per ogni z, il che, svolti i conti,
equivale a
6a cos(3z) — (6b + 2) sen(3z) =0 per ogni x .

Cio sard vero se a = 0 e b = —1/3. Quindi una soluzione particolare dell'equazione & y,(z) = —4z cos(3z) e
la generica soluzione ¢ allora

1
y(x) = yo(x) + yp(z) = Cysen(3z) + Cs cos(3z) — 3% cos(3x) .
C. Derivando si ottiene

1
y' (x) = 3C] cos(3x) — 3Cy sen(3z) — 3 cos(3x) + xsen(3z) .
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Imponendo le condizioni y(0) =0 e y'(0) = 0 si ottiene il sistema

Cy=0
3C1 —1/3=0.
quindi la soluzione cercata e

ylx) = %sen(3a:) - %x cos(3x).

y(x) == %sen(?)x) - %x cos(3z)

/\ Aﬁm 2/\ /\ A
VoV \/
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