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Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

(a) Tim 23’ —senx (b) Tim log(cos z + 3sen(2x)) ¢) lim e2sene 1 _ 2p
z—0  — arctan z z—0  e* —log(e + z) z—0 x senx
tan(1 /2> 1/3 _ 1
(d) lim —rctantl/a’) (e) lim BOF2)
z—0+ log (1 + E) —2cosz x—0+ tanx
Data la funzione f(x) = 2a:2$+ .

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine ’andamento qualitativo del grafico di f.
Data la funzione g(x) = arctan(l _T_ 90) + log|x — 1]

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) calcolare la derivata prima, e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo e assoluto della funzione;
d) usando il punto ¢ precedente studiare qualitativamente il segno di g; e) calcolare la
derivata seconda. Verificare che la funzione e concava per ogni x > 1. Studiando il
comportamento di ¢” nei punti di discontinuita di g ed usando opportunamente il Teorema
degli zeri, si dimostri l’esistenza di almeno due zeri di ¢g”; f) tracciare infine ’andamento
qualitativo del grafico di g.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni
r—3 (b) 3cosx—2xsen:c’ (0) <2x—

(a) V1= 2’ sen x

Calcolare per parti 'integrale indefinito della funzione e

3% sen(2z).

1
—_ dzx.
V2 +x+1

Compito A Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.

4
Mediante la sostituzione t = —x + /22 + x + 1 si calcoli /
1
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1.a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):
: / : : :

2% —senx L Hopital €3 4 622637 — cosa . 9 37" + 62237 — cosw
lim ———— = lim T = lim (14 z°) =
rz—0 r — arctanx z—0 1-— 57 0N 72

—}1
1.1 (363£2—1+63£2+1—cosx) 1 (3+6+1> 19
=1-1lim(3——— + 6e —— ) =1 s)=—=-
x50 3x2 x2 2 2

Alternativamente si poteva, una volta eliminato il termine 1+ 22 che non da fastidio, utilizzare nuovamente
I’Hopital ottenendo:

. 23’ —senz mfgfm] . 62e3” + 122637 + 3622€3%” + senx
im — = lim =
z—0 x — arctanx z—0 2z
1 19
= lim (963&”2 + 182263 + _sensc) =940+-=—.
z—0 2z 2 2
Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 19/2.
b. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):
0/0 6 cos(2z)—sen x
. log(cosz + 3sen(2x)) wHopital  coszt3sen(2z) 6 be
lim = lim T = = .
z—0 e —log(e + x) =0 T — 1-1/e e—1

e+x
Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 6e/(e — 1).

C. Applicando due volte il Teorema dell’'Hopital (forma indeterminata 0/0) dopo avere semplificato la funzione

si ha
. 625en$_1_2x ) e2senw_1_21. T ] e?benw_1_2x
lim—— = lim 3 . :1hm—2:
z—0 rsenx z—0 X sen r—0 x
o/0 2 2 2 2
L'Hopital 25" T cosx — 2 . 4e%" T cos®x — 2e° " Tgenx 4
= lim = lim =-=2.
x—0 2x z—0 2 2

Per il Teorema dell’Hoépital il limite richiesto esiste e vale 2.
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d. Non ¢ una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hépital non solo & inutile, ma & addirittura errato:

1/x? 2
lim arctaln( Jx*) _ [71'/ } _o.
20+ log(1+ 1) —2cosz  L+o0

€. Non & una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hopital non solo & inutile, ma & addirittura errato:

B+ V3-1
1 — [ } —
xi%l+ tanx 0+ oo

2.a-+Db. La funzione & una funzione razionale definita su tutto R poiché il denominatore non si annulla mai e quindi &
anche ovunque continua e derivabile. Il limite a +co di f vale 0. Si osserva inoltre che la funzione & dispari.

C. Poiché il denominatore & sempre positivo, si ha che f(x) > 0 se e solo se x > 0.

. Calcoliamo la derivata prima
227 + 1 — a(4a) 1 — 222

f@=—fGery ~ee

Si ha che f/(z) > 0 se e solo se 1 — 222 > 0 ovvero se —1/v/2 < 2 < 1/4/2. La funzione & dunque crescente
per —1/v/2 < 2 < 1/4/2, decrescente sugli intervalli |—oco, —1/v/2[ e ]1/v/2, +0c[ ed ammette un massimo
relativo per x = 1/\/5 ed un minimo relativo per x = —1/\/5.

e. La derivata seconda e

 —Ar(2041)2 — (1 —222)2(222 + 1)de —4x(22® +1) — (1 — 22%)8z

7 _ _
1) (222 + 1) - (222 + 1)
2% -3
=4dr—-".
T2z r 18
Si ha f”(z) > 0 se e solo se z(22% — 3) > 0. Si ottiene che f & concava sugli intervalli |—oo, —/3/2] e

10, +/3/2[ mentre & convessa su |—4/3/2,0[ e |\/3/2,4+oc[. In corrispondenza di 0, +,/3/2 la funzione ha tre
punti di flesso.

o
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3.a+Db. 1l dominio della funzione ¢ D = R\ {—1,1}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. In corrispondenza di
—1 ed 1 la funzione ha due punti di discontinuita. Infine

. . . o
Jm g(z) =+co,  limg(z)=—co,  lim g(z)=log2F 3.
C. La derivata prima e
'2) = 1 1+a:—m+ I 1 n 1 x(2z + 3)
T TT (=Y 0ro? "1 (Utaef+a® 21 (m-1)((1+2)°+2)
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11 segno della derivata & dato dal segno del prodotto di z(2x + 3)/(z — 1) e dunque

<0, sex<-3/200<z<1,
g ()4 =0, sex=—3/2oppure x =0,
>0, se -3/2<z<-lo—-1l<z<0oz>1.

In particolare g & decrescente su |—o0, —3/2[ e ]0, 1], crescente su |]—3/2, —1[, |—1,0[ e ]1,+o00[. Nei punti
—3/2 e 0 la funzione ammette rispettivamente un minimo ed un massimo relativo. Si ha inoltre g(0) =0 e
g(—3/2) = arctan 3 + log(5/2) > 0.

. La funzione decresce su |]—o0,—3/2[ e poi cresce fino ad x = —1. Poiché ¢g(—3/2) > 0 la funzione &
strettamente positiva per © < —1. In seguito la funzione cresce su |—1,0][ e poi decresce nuovamente fino
ad z = 1. Poiché ¢g(0) = 0 la funzione & sempre negativa su |—1,1[ a parte in 0 dove si annulla. Infine per
x > 1 la funzione ¢ strettamente crescente ed assume tutti i valori tra —oo e +00. Ne segue che f ha su tale
insieme un unico zero.

. La derivata seconda ¢

") = — 4z + 2 ~ 1 __4x4+12x3+2x2+4x+3
T =T A+ 4222 @—12 (1+2)2+22)2(z—1)?

Si riconosce dunque facilmente che la derivata seconda & sempre negativa per tutti gli  del dominio e
maggiori di zero, dunque su tale insieme la funzione ¢ concava. Si ha infine lim,,_; ¢"(x) = 7/4 > 0,
lim, .~ ¢”(x) = 07, mentre ¢”(0) = —3 < 0. Applicando il Teorema degli zeri alla funzione continua g”
sugli intervalli |—oo, —1] e [—1, 0] si ottengono almeno due punti dove ¢” si annulla, candidati ad essere dei
flessi.

TT
asintoto verticale

K

T

g(z) = arctan( ) + log|xz — 1|

1+

4.a. Si spezza la funzione in somma:

L_z)’dx_ —l/idx—?)/;dx—
V1—2? 2/ V1—22 V1 —z?

1 d(1 —a?
= —5/(1—:32)_1/2-%dw—?)arcsenx:—\/l—m?—3arcsenm+c.
x
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b. Si spezza la funzione in somma:

3 -2
/ oSt xsenmdxzi&/coszdx—/?a:dx:3log|senz|—172+c.

senx senx

C. Si svolge il quadrato:

1\2 1 4
/(Zx—ﬁ) dm=/<4x2—4\/a_:—|— E) dx:§x2—§x3/2+log|x|+c.

5. Integriamo per parti due volte:

3z 1
/639: sen(2z) dx = 6?sen(Qﬂv) ~3 /63“52 cos(2z) dx =
_ 63Ise (2 )—2< 330(303(2 ) — 1/ 37(_2sen(2z)) d ) =
= —-sen(2z) — 2{ 3 z)—3 [e n(2z))de) =
eSm

2 4
=3 sen(2x) — 563“ cos(2x) — 9 /63”3 sen(2z) dx .

Portando il termine 5 [ €3* sen(2z) da a primo membro e dividendo per 13/9 otteniamo

3z
/63”” sen(2z) dr = 61—3 (3sen(2z) — 2cos(2z)) +c.

6. Dalla relazione t + ¢ = vVa2 + 2 + 1,

1
elevando al quadrato si ottiene ¢2 + 0 21 to
2tr = x+1ossiax = (1-t2)/(2t—1), 1 t=—a Va2 fatl !
da cui 2]

de =22t —1)— (1—t3)2
dt (2t — 1)2
2—t+1 0 *
= -2
(2t —1)2

Si ha anche

1—t2 t2—t+1
Veid+zrz+l=t+xz=t * .

tuo1T a1

Poniamo infine tg = —1 + \/5, t1 = —4 + +/21. Per la formula di sostituzione si ottiene

4 t 2 t
1 ! 1 -2t —t+1 o2
/ e = / 12 &1 ( —|2— ) dt = / 2 dt =
1o avat e+l to 27—1° “2i—1 (2t—1) w -1
ty

1 1 t1
= ) dt = [loglt — 1] ~loglt + 1]] .
/to (t—l t+1) oglt = 1| ~loglt +1[]
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Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

(a) Tim 2xe®” — sen(2x) (b) Tim log(cos(2x) + sen x) ¢) lim e3sen® 1 — 3g

x—0 1 — arctanz z—0 e® —log(e + 2x) z—0 rsenx
tan(2 2+ )12 —

(d) lim are a2n( /2) (e) lim (2+2) 5

z—0t log (1 + 5) —3Jsenx z—0+ tan x
T
Data la funzi = ——
ata la funzione f(z) D)

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.
Data la funzione g(x) = arctan(é i) + log|z|

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) calcolare la derivata prima, e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo e assoluto della funzione;
d) usando il punto ¢ precedente studiare qualitativamente il segno di g; e) calcolare la
derivata seconda. Verificare che la funzione € concava per ogni x < 0. Studiando il
comportamento di g” nei punti di discontinuita di g ed usando opportunamente il Teorema
degli zeri, si dimostri l’esistenza di almeno due zeri di ¢”; f) tracciare infine 'andamento
qualitativo del grafico di g.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni

(a) 3r+1 21‘COSI‘—5S€1’1$, (© (3x— >2'

(b)
Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione e3% cos(2x).

V1= 22’ coS T
Mediante la sostituzione t = —z — v/ 22 + = + 1 si calcoli / —_— dzx.
4 V2441

Compito B Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.
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1.a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

2 2 2

T T 2 2 x° 2

= lim 2(1+x2)-e v 62 00s(2z) =
x—0 T

. 2xe®™ —sen(2x) Lttbpial 2 4+ dg2e”” — 2 cos(2x)
lim ——— = lim

1
z—0 x — arctanx z—0 1— T2

2
2 1 — cos(2
—9. lim(e L ger® 4 4L c0()

lim (“—; W)ZQ-(1+2+4%):10.

Alternativamente si poteva, una volta eliminato il termine 1 + 22 che non da fastidio, utilizzare nuovamente
I’Hépital ottenendo:

_ 2ze® —sen(2x) Lboal 26 + dze®” + daBe” + 2sen(2x)

lim ——————~* = 2lim =

z—0 1z —arctanx x—0 2z

. z? 2 z? Sen(2x)
= 21m%<3e +22% +2T):2(3+0+2):10‘
T— €T
Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 10.
b. Si puo applicare I'Hopital (forma indeterminata 0/0):
cos x—2sen(2x

. log(cos(2z) + sen x) LHapital . COb(T—i—be(nl) 1 e
lim = lim 5 = = .
e—0 e® —log(e + 2x) 20 e — A 1-2/e e—2

Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale e/(e — 2).

C. Applicando due volte il Teorema dell’Hopital (forma indeterminata 0/0) dopo avere semplificato la funzione

si ha
) eSsen:L’_l_Sl. ) eBsenw_l_Sx T ] eBsenw_l_Sx
lim——— = lim 5 . :1-hm—2:
z—0 rsenx z—0 T senx z—0 T
L’Ifa/o' 3 3senx _ 3 N OA/U. . 9 3senx 2 _ 3 3senz 9
pital . e CosT L’Hépital . (& COoS™ & e senx
= lim = lim =—.
x—0 2(E x—0 2 2

Per il Teorema dell’Hépital il limite richiesto esiste e vale 9/2.

1
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d. Non & una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hépital non solo & inutile, ma & addirittura sbagliato:

lim

arctan(2/x) _ {W_/ﬂ =0
o0+ log(l + %) —3senx |

+00

€. Non ¢ una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hopital non solo & inutile, ma ¢ addirittura sbagliato:

lim
z—0+ tanx

@2+2)Y2-3 vV2-37
- [ 0+ ] -
2.a+b. La funzione ¢ una funzione razionale definita su tutto R poiché il denominatore non si annulla e quindi &
anche ovunque continua e derivabile. Il limite a +co di f vale 0. Si osserva inoltre che la funzione ¢ dispari.

C. Poiché il denominatore & sempre positivo, si ha che f(x) > 0 se e solo se x < 0.

d. Calcoliamo la derivata prima
2?2 +2 — x(27) x? -2

(x> +2)2 (22422
Si ha che f'(x) > 0 se e solo se 22 —2 > 0 ovvero se 1 < —/2 oppure V2 < z. La funzione & dunque

crescente per x < —\/5 e \/5 < x, decrescente su ]—\/5, \/5[ ed ammette un massimo relativo per z = —\/§
ed un minimo relativo per z = /2.

f'z) =

e. La derivata seconda ¢
2z(2? +2)? — (2 — 2)2(2? + 2)20  2x(2® +2) — (2% — 2)4x
@+ 27 = @28
6 — 22
($2 + 2)3 :

f'(@) =
=2

Si ha f”(z) > 0 se e solo se z(6 — 22) > 0. Si ottiene che f & convessa sugli intervalli |—oo, —v/6][ e ]0, /6]
mentre & concava su ]—/6,0[ e ]v/6, +-00|[. In corrispondenza di 0 e £+/6 la funzione ha tre punti di flesso.

e
%,
%

“0

3.a+b. 1l dominio della funzione ¢ D = R\ {0,2}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. In corrispondenza di 0
e 2 la funzione ha due punti di discontinuita. Infine

. . . ™
Jm g(z) =+co,  limg(z)=—co,  lim g(z)=log2+ .
Cc. La derivata prima e
1 r—2—(z—1) 1 1 1
/ e . _—= = — =
A By s e S (R W s
(x — 1)(2z — 5)

T e(—22+2-a2?)
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11 segno della derivata coincide col segno del prodotto (z — 1)(22 — 5)/x e dunque

<0, sex<0ol<zr<202<x<5/2,
g (x){ =0, sex=>5/2oppurez =1,
>0, se0<z<loxz>5/2

In particolare g & decrescente su |—oo,0[, |1,2[ e ]2,5/2[, crescente su |0,1[ e ]5/2,+o0[. Nei punti 5/2
e 1 la funzione ammette rispettivamente un minimo ed un massimo relativo. Si ha inoltre g(1) = 0 e
g(5/2) = arctan 3 + log(5/2) > 0.

d. La funzione & continua sul dominio. Inoltre su ]—oo,0[ & strettamente decrescente e cambia segno, perché
assume valori arbitrariamente vicini a —oo e a +00. Ne discende che su tale intervallo la funzione ammette
un unico zero. In seguito la funzione cresce su ]0, 1 e poi decresce fino ad = 2. Poiché g(1) = 0 la funzione
¢ strettamente negativa su ]0,2[ a parte in x = 1 dove si annulla. Continuando, g decresce su ]2,5/2[ e poi
cresce nuovamente. Poiché g(5/2) > 0 la funzione ¢ sempre positiva su ]2, +-o00[.

e. La derivata seconda ¢

4 — 6 1 da* — 2823 + 6222 — 60z + 25

g(@) = (1-22+2-2)2)2 22  22(1-2)2+(2-2))2

Si riconosce dunque facilmente che la derivata seconda & sempre negativa per tutti gli z < 0, dunque su
tale insieme la funzione ¢ concava. Si ha infine lim,_5¢”(z) = 7/4 > 0, lim,_ 4 ¢”(x) = 07, mentre
g" (1) = =3 < 0. Applicando il Teorema degli zeri alla funzione continua g” sugli intervalli [2, +o00[ e [1, 2] si
ottengono almeno due punti dove ¢g” si annulla, candidati ad essere dei flessi.

\0o

£ ( H&& 4-.&—7

(R
5,
S,

‘ x
5
2
g(x) := arctan( ) + log|z|
4.a. Si spezza la funzione in somma:
Bl gl S 2 [
V1—2a? 2) V1—a? V1—a?
3 2\—1/2 d(1— x2) By
=-3 (1—2°) ~d7d:v+arcsenx:f3 1— 22+ arcsenz +c.
x
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b. Si spezza la funzione in somma:

2 ) -
/ TeOST Senxdx:/dex+5/ Senxdz::z:2+5log|cosx\+c.

COS T COosT

C. Si svolge il quadrato:

/(3%— i)Qdajz /(91‘2—12\/5—&— é)dx:3563—83:3/2—|—410g|33|—|—c
VI x '

5. Integriamo per parti due volte:

3x
/e3w cos(2zx) dx = % cos(2z) — % /631(—2 sen(2z)) dr =

3z 2 3z 1 .
= % cos(2x) + 3 <% sen(2z) — 3 /63x2cos(2x) dx> =

eSz 2 3z 4 3z
=5 cos(2x) + 9¢ sen(2x) — 9 /¢ cos(2x) dx .

Portando il termine % [ €37 cos(2x) dz a primo membro e dividendo per 13/9 si ottiene

3z
/63”” cos(2z) dx = 61—3 (2sen(2z) + 3cos(2z)) + c.

6. Dat+az = —va2+2+1, elevando

0 ¢
al quadrato si ottiene t2+2tx = x+1 z to =1
ossia x = (1 —t2)/(2t — 1), da cui =7
_1
de  =2t(2t—1) - (1 -2 _ 2 )
dt (2t — 1)2 —4 - p
?—t+1 P t
= — 2m . Oty to

Si ha anche

1—¢2 2 —t+1
Viid+r4+l=—t—z=—t — + .

Tou—1 T 2-1

Poniamo infine {5 =4 — /13, t; = 0. Per la formula di sostituzione si ottiene

—1 t 2 t
1 L 1 —2(t* —t+1 L2
/ o R dx = / 12 21 ( t ) dt = / 5 dt =
—4 TV + x + 1 to 2%—1 2t—1 (2t - 1) to 1 —t
1

TNy g = gl 1] — toglt— 1]
_/to (t+17t—1> = [log + 1] — logle - |LO'
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

92 3z% _ 92 1 92 3senxw __ 1—
(a) lim xe sen(2z) (b) Tim og(cos(3z) + sen(2x)) (c) lim e 3x
z—0 x —arctanx z—0 e — log(e + x) z—0 2z senx
tan(1/e® 2 — )2 -2
() arc a?( /e®) lim ( m)2
z—0+ log (1 + m—2) + 3cosx z—0+ T
Data la funzione f(z) = 290;:_ 3

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; ¢) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

. 2—zx

Data la funzione g(x) = zaurctam(3 — x) + log|x — 1]

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) calcolare la derivata prima, e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo e assoluto della funzione;
d) usando il punto ¢ precedente studiare qualitativamente il segno di g; e) calcolare la
derivata seconda. Verificare che la funzione ¢ concava per ogni x < 0. Studiando il
comportamento di g” nei punti di discontinuita di g ed usando opportunamente il Teorema
degli zeri, si dimostri l’esistenza di almeno due zeri di ¢”; f) tracciare infine 'andamento
qualitativo del grafico di g.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni
4 —3x cosx + 3x? senx 1 \2
b , (2= 57=)"
(b) © (v 5

(a) V1= x2’ sen x

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione e* sen(3z).

1
—_ dzx.
V2 +x+1

Compito C Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.

3
Mediante la sostituzione t = —x + /22 + x + 1 si calcoli /
2
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Svolgimento
10 0 1
5
1
_2e) 4
et % /4
22 — 0 -5
- 0 T
0 1
10 -4
_ 1 0 1
2 2
1. a. 1. b. 1. c. 1. d. 1. e.
1.a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):
_22e%” —sen(2w) el 2657 4 1222¢3° — 2 cos(22)
lim = lim T =
z—0 x — arctanx z—0 1— a2
322 2 ,3z2
6 — 2
= lim2(1+a%). 0T cos(2z) _
z—0 x
32
e —1 2 1 — cos(2x) 1
- 2.1 (3— 663 4—> :2.(3 6 4—) —922.
lim (355 + 66" +4—55 +6+45

Alternativamente si poteva, una volta eliminato il termine 1 + 22 che non da fastidio, utilizzare nuovamente
I’Hopital ottenendo:
/
2re”” — sen(2x) LHopita 623" +120¢% + 362%¢3 + 2sen(2z)

lim ——~ = 2 lim =
z—0 x — arctanx z—0 2x

sen(2x)
2z

= 21im (9 + 180767 + 2 ) =29+0+2)=22.

Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 22.

b. Si puo applicare I'Hopital (forma indeterminata 0/0):

2 2z)—3sen(3z
. log(cos(3z) + sen(2zx)) L Hapital . 422?%;“6;(2(1) ) 2 2e
lim = lim . = = .
2—0 em—log(e+x) z—0 63’7—6_"_z 1—1/6 e—1

Per il Teorema dell’Hépital il limite richiesto esiste e vale 2e/(e — 1).

C. Applicando due volte il Teorema dell’Hopital (forma indeterminata 0/0) dopo avere semplificato la funzione

si ha
0/0
) eSsenac —1—32 ) T eSsenac —1—3zx ) e3senx — 1 — 32 vi'Hopital
lim ———— = lim . 5 :1-111rn—2 =
z—0 2rsent z—0 sen x 2x z—0 2z
. 3eBsenzogg g 3 . 9e3senT o2 ¢ 3edsenT gap 4 9
= lim —— = lim =—.
x—0 4z x—0 4 4

Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 9/4.

1
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d. Non & una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hépital non solo & inutile, ma & addirittura sbagliato:

lim arctaln(l/e””) _ [w/ﬂ _o.
z—0+ log(l + x_Z) + 3cosx +00

€. Non e una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hopital non solo € inutile, ma & addirittura sbagliato:

ey 2@ -2 [ﬁ*ﬂ S
z—0t 2 o o+ o

2.a-+Db. La funzione ¢ una funzione razionale definita su tutto R poiché il denominatore non si annulla e quindi
anche ovunque continua e derivabile. Il limite a +co di f vale 0. Si osserva inoltre che la funzione & dispari.

C. Poiché il denominatore e sempre positivo, si ha che f(x) > 0 se e solo se > 0.

d. Calcoliamo la derivata prima
22 + 3 — z(4x) 3 — 222

I ==Gear ~ oarar

Si ha che f/(x) > 0 se e solo se 3 — 222 > 0 ovvero se —+/3/2 < x < 1/3/2. La funzione & dunque crescente

per —/3/2 < x < \/3/2, decrescente sugli intervalli |—oo, —1/3/2[ e ]1/3/2, +00[ ed ammette un massimo
relativo per z = 1/3/2 ed un minimo relativo per z = —,/3/2.

e. La derivata seconda e

vy —Aw(20% 4 3)% — (3 —222)2(22% + 3)dx  —4x(22” +3) — (3 —22?)8x
i) = (222 4+ 3)* N (222 4+ 3)3 B

22% -9
7
(222 + 3)3
Si ha f”(z) > 0 se e solo se x(22% —9) > 0. Si ottiene che f & concava sugli intervalli ]—oo0, —3/v/2[ e

10,3/v/2[ mentre & convessa su ]—3/1/2,0[ e ]3/v/2, +oc[. In corrispondenza di 0, +£3/v/2 la funzione ha tre
punti di flesso.

3.a+Db. 1l dominio della funzione & D = R\ {1,3}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. In corrispondenza di 1
e 3 la funzione ha due punti di discontinuita. Infine

™
JJm g(z) =+oco,  limg(z)=—oo,  lim g(z)=log2+ .
C. La derivata prima &
1 r—3—(z-2) 1 1 1
/ _ . _ _ _
A Ry = R Sy S s E N

_ (x — )(Qx - 7) .
(x — 1)( - x)Q)
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11 segno della derivata coincide col segno di (z — 2)(22 — 7)/(z — 1) e dunque

<0, sex<lo2<z<303<z<T/2
g'(z){ =0, sexz="7/2oppure z =2,
>0, sel<z<2o0xz>7/2

In particolare g ¢ decrescente su |—oo,1[, |2,3[ e ]3,7/2[, crescente su |1,2[ e |7/2,40c0[. Nei punti 7/2
e 2 la funzione ammette rispettivamente un minimo ed un massimo relativo. Si ha inoltre ¢g(2) = 0 e
g(7/2) = arctan 3 + log(5/2) > 0.

. La funzione ¢ strettamente decrescente su |—oo, 1[ ed assume valori tra —oco e 400 Ne discende che su tale
insieme la funzione ammette un unico zero. In seguito la funzione cresce su ]1,2[ e quindi decresce fino
ad x = 3. Poiché ¢g(2) = 0 la funzione & strettamente negativa su |1, 3[ a parte in = 2 dove si annulla.
Continuando g decresce ]3,7/2[ e poi cresce nuovamente. Poiché ¢(7/2) > 0 la funzione & sempre positiva su
13, 400

. La derivata seconda ¢

") = 4z — 10 1 4t - 440° 17027 — 284x + 179
T = e—er+ 3022 (@—-17  (@-12(2-2)?2+B-1)7?)?

Si riconosce dunque facilmente che la derivata seconda e sempre negativa per tutti gli z < 0, dunque su
tale insieme la funzione & concava. Si ha infine lim, .5¢”(z) = I > 0, lim, 4 ¢”(z) = 07, mentre

g"(2) = =3 < 0. Applicando il Teorema degli zeri alla funzione continua g” sugli intervalli [3, +o0[ e [2, 3] si
ottengono almeno due punti dove ¢g” si annulla, candidati ad essere dei flessi.

asintoto verticale

S

g —
Y

O—e— e

Ro)

T~

oI~

4.a. Si spezza la funzione in somma:

ﬂdw—ﬁ/_—%d@w—zl/#dx—
V1—22 2) V1—22 V1—22

3 d(1 — a2
= 5/(1 — )72, %dw—i—élarcsenx =3v1—122+4arcsenz + ¢

b. Si spezza la funzione in somma:

senxr senxr

3 2
/—costr i Senxdx:/cosmd:c+/3:r2dz:log|senz|+z3+c.

3
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C. Si svolge il quadrato:

142 , 1 L, 2 4, 1
_—_— — —_ — = — — = —1 .
/(x 2\/5> (z)dz /(x \/5+4x) dx 30— 3o+ oglz| + ¢

5. Integriamo per parti due volte:

2x 1
/621 sen(3z) de = % sen(3x) — 3 /6213 cos(3z) dx =
e?® 3 (e 1 .
=3 sen(3x) — 3 <7 cos(3x) — 3 /e (—3sen(3z)) dx) =
e2z

o 3 2T 9 2z
f7sen(3x) 1€ cos(3x) 4/6 sen(3z) dx .

Portando il termine % [ €2* sen(3z) dz a primo membro e dividendo per 13/4 si ottiene

2x
/62”” cos(3z) dx = 61—3 (2sen(3z) — 3cos(3z)) + c.

6. Dalla relazione t +x = Va2 +x + 1, . .
elevando al quadrato si ottiene t2 + 1 t=—z+Vzi+z+l 2 tyto
2tx = x+1 ossia x = (1—2)/(2t—1), k
da cui

=2
de  —2t(2t—1)—(1—¢*)2 "
dt (2t — 1)2 B 2
2_t41 0 2 3 7D 2 v
= 9T
(2t —1)2

Si ha anche

1—t2 t2—t+1
Vit+zrz+l=t+ax=t+ + .

2t—1  2t—1
Poniamo infine tg = —2 + V7, t; = —3 + v/13. Per la formula di sostituzione si ottiene

3 t 2 t
1 ! 1 —2(t* —t+1 o2
/ = / 12 241 : —; ) dt = / a_ U=
2 xval+xz+1 to 97—1  9i—1 (2t —1) o 01
ty

b N = Toglt— 1] —toglt + 1]
_/to (t—l_t+1> _[Og| — 1~ loglt + |]t0'
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Risolvere i seguenti limiti usando (ove possibile) il Teorema de L’Hopital

(a) lim ze3” — senz (b) Tim log(cosz — 2sen x) ¢) lim etsene 1 4y
z—0 2z — arctan(2z) z—0 e2* —log(e + x) z—0 3x sen x
t 5 4 1/2 _
(@) lim arc ail(?)/:c ) lim (44 2) 3
z—0+ log (1 + 5) — bsenx z—0+ sen?
T
Data la funzi = —
ata la funzione f(x) P

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) studiare il segno della funzione; d) calcolare la derivata prima,
e trovare gli intervalli di crescenza e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo e assoluto della funzione; e) calcolare la derivata seconda e trovare gli intervalli di
convessita e di concavita; f) tracciare infine 'andamento qualitativo del grafico di f.

1
Data la funzi —arctan(—— 1) +1
ata la funzione g(x) = arctan P + log|z|

a) trovare il dominio di definizione ed i limiti agli estremi del dominio; b) studiare la
continuita e derivabilita; c) calcolare la derivata prima, e trovare gli intervalli di crescenza
e decrescenza, gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo e assoluto della funzione;
d) usando il punto ¢ precedente studiare qualitativamente il segno di f; e) calcolare la
derivata seconda. Verificare che la funzione e concava per ogni x > 0. Studiando il
comportamento di g” nei punti di discontinuita di g e in x = —1 ed usando opportunamente
il Teorema degli zeri, si dimostri I'esistenza di almeno due punti zeri di ¢”; f) tracciare
infine ’andamento qualitativo del grafico di f.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle funzioni

1-5x 3x2cosx — 2senx 1 \2
o ()
(a) — (b) o (c) (32-35 NG

Calcolare per parti I'integrale indefinito della funzione e2* cos(3x).

1
1
Mediante la sostituzione t = —z — v/ 22 + = + 1 si calcoli / —_— dzx.
4 V2441

Compito D Punti: 242424242, 6, 8, 2+2+2, 3, 3.
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Compitino del 16 marzo 2001

Svolgimento
us
1 0 2
10
3
2e
126)1
_5 8/
19/16
- 0 s
1 0 i
—3 2 =4
1. a. 1. b. 1. c. 1. d. 1. e.
1.a. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

. ze3®” —senx L’P?f(;?ical . 3 + 6:r263m2 —CcosT 1+ 422 3 + 6x2e39”2 —CcosT
lim —M = 5 = lim . 5 —
z—0 2z — arctan(2z) z—0 2~ 175z e—0 8 x

1 e’ — 1 » 1l—coszy 1 1y 19
= . (37 63 7)=—-(3 6 —):—.
g a0 T T g UHOt5) =1

Alternativamente si poteva, una volta eliminato il termine 1 + 22 che non da fastidio, utilizzare nuovamente
I’Hoépital ottenendo:

2 0/0 2 2 2
. ze3® —senx  vmepial 1 6z2e3® 4 1223 + 3622€3” +senw
lim ———— = — lim =
z—0 2x — arctan(2x) 8 2—0 2z

1 1 N1
= Zlim (96312 + 182263 + Seﬂ) - —(9 + —) g
8 z—0 2z

Per il Teorema dell’Hépital il limite richiesto esiste e vale 19/16.

b. Si puo applicare 'Hopital (forma indeterminata 0/0):

0/0 _ _
lim log(cosx — 2sen x) vHopital L st _ =2 2
z—0 €2¢ —log(e + ) ©—0 2e% — ——  2-1/e 1-2¢
Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 13626.

C. Applicando due volte il Teorema dell’Hopital (forma indeterminata 0/0) dopo avere semplificato la funzione

si ha
i e4senz_1_4x i T e4senw_1_4x L1 e4sena:_1_4x
im ———— = lim . =1-lim —mM——— =
z—0 3zsenzx z—0 sen & 3z2 z—0 32
0/0
Lopital 4et5n T cosx — 4 i 16e*35e7% cog? ¢ — 4e*5" Tgengy 16 8
= im —— = lim =— =-.
x—0 Gx x—0 6 6 3

Per il Teorema dell’Hopital il limite richiesto esiste e vale 8/3.

1
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. Non & una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hépital non solo € inutile, ma & addirittura sbagliato:

arctan(3/x%)
im
z—0+ log(1+ 4=) — 5senz

- [ﬂ—/z} =0.

+00

. Non & una forma indeterminata, quindi il Teorema dell’Hopital non solo e inutile, ma e addirittura sbagliato:

(4+x)1/2 -3
tanx

-1
- [0_+
La funzione ¢ una funzione razionale definita su tutto R poiché il denominatore non si annulla e quindi &
anche ovunque continua e derivabile. Il limite a +oco di f vale 0. Si osserva inoltre che la funzione ¢ dispari.

lim

.
z—0t

. Poiché il denominatore & sempre positivo, si ha che f(z) > 0 se e solo se z < 0.

. Calcoliamo la derivata prima

22+ 8 —xz(2x x? — 8
flx) =~ 2 <2 ) =72 2"
(22 +38) (z2 + 8)
Si ha che f’(x) > 0 se e solo se 22 — 8 > 0 ovvero se & < —2/2 oppure 2v/2 < z. La funzione & dunque

crescente per x < —2v2 e per 2V2 < x, decrescente su ]—2\/5, 2\/5[ ed ammette un massimo relativo per
T = —2\/5 ed un minimo relativo per z = 2\/5.

. La derivata seconda ¢

24 — g2
D

2¢(2® +8)? — (2 — 8)2(2? + 8)2¢  2x(2® +8) — (¢® —8)dw
EEnE R

xT

f(w) =

Si ha f”(x) > 0 se e solo se £(24 — 2?) > 0. Si ottiene che f & convessa sugli intervalli ]—oo, —2\/6[ e |0, 2\/(_3[
mentre & convessa su |—2+v/6, 0[ e ]2v/6, +-00[. In corrispondenza di 0, +2v/6 la funzione ha tre punti di flesso.

%

Q%/_b
o 1/4/32 x
Y fl@) = ———
%, z? + 8
Ro)
L L L L I
—2v6 —2V2 2v/2 216
%
s,
O
71/\/327
o%
.
I)JO

11 dominio della funzione & D = R\ {0, —2}. La funzione & ivi continua e derivabile. In corrispondenza di —2
e 0 la funzione ha due punti di discontinuita. Infine
. . . T
Jm g(z) =+oo,  limg(z)=—co,  lim g(z)=log2+ 5.
. La derivata prima &
, 1 -1 1 1 1 222 + 52+ 5
J(2) = _— Jio1 _ |
T+ (25)2 @2+2)? 2z 2 (@+1)2+@+2)? z(@@+1)2+(z+2)?)

Il segno della derivata ¢ dato dal segno di x e dunque

/) {

In particolare g & decrescente su |—oo, —2[ e |—2, 0], mentre & crescente su |0, +oo.

<0,
>0,

sex < —20—-2<z<0,
se x > 0.

2
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d. La funzione & continua sul dominio. Inoltre su ]0,+oo[ & strettamente crescente e cambia segno, perché
assume valori arbitrariamente vicini a —oco e a +0o. Ammette dunque un unico zero su tale intervallo.
Sull’intervallo |—oco, —2[ & strettamente decrescente; poiché lim, , o g(z) < 0 e lim,;, o g(z) = 400 si
deduce che su tale intervallo g ammette un unico zero. Infine sull’intervallo |—2, 0] la funzione ¢ strettamente
decrescente e continua. Poiché lim,_, o+ g(z) > 0 e lim, g g(x) = —oo si deduce che g ammette su tale
intervallo esattamente uno zero.

e. La derivata seconda e

dr + 6 I 4a* 4+ 2023 + 5022 + 60z + 25

s+ 12+ (@+2)2)2 22 22((@+ 12+ (z +2)2)2

g’ (z) = ((

Si riconosce dunque facilmente che la derivata seconda e sempre negativa per tutti gli x > 0, dunque su tale
insieme la funzione & concava. Inoltre per + — —2% e per t — 0~ la derivata seconda tende a valori < 0,
mentre g”(—1) > 0. Pertanto g” deve annullarsi almeno una volta nell’intervallo |—2, —1[ e almeno un’altra
in ]—1,0[, e quei punti sono candidati a essere dei flessi.

4.a. Si spezza la funzione in somma:

1-—5z d 5/ —2x d +/ 1 d
——dr=- | ——dx —  dx =
V1—22 2) V1—22 V1—22
5 d(1 — z2
=5/(1—1‘2)71/2-%dw+arcsenx:5\/1—x2+arcsenx+c.

b. Si spezza la funzione in somma:

322 -2 —
/ T oSt Senzdx:3/x2dx+2/ el dx = 2% + 2log|cos x| + c.
cos

COS T

C. Si svolge il quadrato:

1 \2 1 . 1
/(3l‘—m> dx:/<9x2—3\/5—|— E) da::3x‘3—2:z3/2—|—110g|:c\+c.

3
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Integriamo per parti due volte:

6290

/e% cos(3z) dx = > cos(3x) — %/62‘”(—3 sen(3x)) dx =

eQw 3 eQw 1 on
=5 cos(3x) + 3 (7 sen(3z) — 3 /e 3 cos(3z) dx) =
2x

3 9
= 67 cos(3z) + Ze% sen(3z) — 1 /62”’ cos(3z) dx .

Portando il termine 2 [ €% cos(3z) dz a primo membro e dividendo per 13/4 si ottiene

2x

/62“ cos(3z) dx = EF} (3sen(3z) + 2cos(3z)) .

Dat+x = —Va?+z+1, elevando

0 Y, o
al quadrato si ottiene t2+2tx = x+1 v to g
ossia z = (1 —t2)/(2t — 1), da cui =3
dr _ —20(2t—1) — (1- )2 = -
dt (2t —1)2 . T
B —t+1 t=—a—vaTTa i1 :
= m . 0ft1 to

Si ha anche

1—¢2 2 —t+1
Vil+zx+1l=—t—x=—t — + .

To—1 T 2t—1

Poniamo infine tg = 4 — /13, t; = 0. Per la formula di sostituzione si ottiene

-1 t 2 t
1 ! 1 =2t —-t+1 o2
/ = / -2 —24i—1 ( —g ) dt = / T d=
R N | to 577 " —5r1 (2t —1) o 1t
ty

1 1 t1
- - dt:[l t41—1 t—1} .
/to (t+1 t—l) oglt + 1| ~loglt =1[]
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