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Corso di Laurea in Informatica

Analisi Matematica
Compitino dell’11 dicembre 2000

Cognome e Nome:

Matricola: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

. 1+senz .
R TR () iy (Vo = 1=Vt +7)
log (V3 Fte®—v3_e= 1 — cos®
(¢) lim —2 (V8+em - V8- em) (d) lim ~—— ¥
i 5z + 2 o—0 T Senx
3 1+27
@ i (VFF5- V=) Ot g
(2) lir_’{l (\/2x2+1—\/x2+5) (h) lir}rq (\/x2+1+\/x3—1)
() lim 22 — 323 + 4 () lim 223 + 31 + 2
z——oc0 124+ 1x+1 ] z—+oo  bx3 —7
3/ — 3 42
(k) lim sesn x — 3z 0 lim (e + 2senx)x
x—0 2/x — tanx T—+00 3+
) 1 . sen(7senx)
(m) iy 5% (n) dinny —
. 7«@2 + bz + 12 . —2x T
(0) lim DT (0) T _372(2 +sen(3)

Studiare al variare del parametro a € R la continuita della seguente funzione

3a(x—1)2—390—; se x <0,

f@) =

1 — cos(az) + arsenx

5 se x > 0.
T

COm pItO A Punti: 2 per ogni limite, 5 per l’esercizio 2.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

(a) lim (—2x—\/x3+7x2—1> (b) lim (\/x2+2—\/x2+3x+1>

r——+00 r——+00

(c) lim (sen2x + 4cos z)2t= (d) lirf (V22 —3—V2z +4)
323 + 22 — 8
@l (VEFT - Va=d Ot S
log (V2 +e=3% — V2 — e=32) . 222 —Tx -2
(8) (h) lim ——————
T——+00 3T+ 2 T—+00 4+ 3x
N .. 2—cosx . .. tan’z —sen’z
() lim =5 D
1 — cos(senx) ) 2 +7—x
(k) 3113% 32 () rtoo 2 — 22 4 23
2 T t -9 3
(m) Tim x‘+3 (m) lim Vrztanz —2sen v
z——o00 27 — 31 z—0+t  /z(1l — cos/x)
1 . (24 32)x
(0) i"li% 222 — 33 () ml{r—l{loo 1—-2x

2. Studiare al variare del parametro a € R la continuita della seguente funzione

2a(z —1)2—3z+ 2 -1 sex <0,
2
f(z) ==

sen?(ax) + 1 — cos(azx)

se x > 0.
22

COm pItO B Punti: 2 per ogni limite, 5 per l’esercizio 2.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

(a) lim (—\/ 2+ 22— \/m> (b) lim 2T

z—+00 z—+oo 13+ — 5

log (\/1 +e 2 — /1 — 6_296)

li 723 —senT7 d) i
©) L e (@ -senta) @), 305
(e) lim M (f) lim (\/:U2—|—2:1;—|—2—\/x2+x—1)

z——o00 12 + b3 + 4 T—~00

. cos(3senzx) —1 ) 1
(&) i 52 bt x3 + 52
. . N . et —1
(i) xgrfw(\/3x+2—\/3x—5) (i) ;l1—>m1 R
4% 43 2 1—-t

(k) lim F3coszd2e (1) lim —_W7

x—+00 3x—1 z—n/4 1 —cotx

(m) lim <\/x2 +1— \/21.2 _ 3> () 1 3% + 2%

1m
T——+00 z—+oo 4% 4 3%

. 2234 Tr—4 . (1= cos Va?) ¥z
(o) lim 5 (p) lim -
&>+ 00 x2+5 @=0 2z tan Va2 + 322

2. Studiare al variare del parametro a € R la continuita della seguente funzione

1
a(m+2)2+2x—a—§ se x <0,
fz) =

1 —cos(azr) + 2tanzsen x

5 se x > 0.
T

COm pItO C Punti: 2 per ogni limite, 5 per l’esercizio 2.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni
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Cognome e Nome:

Matricolas: Documento d’identita (se chiesto):

Si prega di consegnare anche il presente testo. Non si possono consultare libri o appunti o
calcolatori.

1. Calcolare, ove possibile, i seguenti limiti:

(a)

sen(3 tan z) (b) lim (\/3:2 tdz—1—+a?—a+ 5)

r—0 2x r——+00
1
© lim e (@) tim (V32 +1- Va2 47)
. . —3 4+ 7
(@ Jim (V3o+7+v3e=7) (O lm o5 s
e’ +Txr+2 .
(&) Hm SeiTra2 () Jim (Vz+7-+z+5)
2
—1
) lim (2 3)42—a—’ ) lim —
(i)  lim (2senz +3) (3) lim CEDE
(k) m tan(2\/5) + 2\3/5 (1) lim log (\/1 +e T — \/1 — e*x)
z—0+ 3y/senx + 7T¥x z—~00 2z + 1
1—22+47 3% 4 g2
(m) lim =2t m) lim G T
T—+00 x+3 T—+00 1—=x
i x+3 . sen2x —2tanx
() Mm e (p) Jimy ——3

2. Studiare al variare del parametro a € R la continuita della seguente funzione

(14+a*)z? +3a(x+1) -1 sexz <0,
f(@) == ¢ tan?(az) + zsenz

5 se x > 0.
T

COm pItO D Punti: 2 per ogni limite, 5 per l’esercizio 2.


http://web.uniud.it
http://web.uniud.it/fama/index.htm
http://www.dimi.uniud.it/~gorni

Risposte agli esercizi

compito A compito B compito C compito D
1a non esiste —00 —00 3/2
b -1/2 —3/2 0 5/2
c -1/5 0 0 +00
d 3/2 0 —2/3 +00
e 0 —00 2/5 +00
f 0 -1 1/2 -1/2
g +00o —1 -9/10 +00
h +00 ~+00 400 0
i ~+o00 non esiste 0 0
] 2/5 1 non esiste non esiste
k 1/2 1/6 ~+00 0
1 +o00o 0 -1 —1/2
m +00 +00 —00 —00
n 7/2 -2 0 —00
0 0 +00 —00 0
p 0 —00 1/4 -2
| 2 | a=%a=3 | a=1a=2/3 | a=1l;a=5 | a=1;a=2 |




Soluzioni dei Problemi
del Compitino dell’11 dicembre 2000

Tema A

1a) Non esiste poiche il limite sinistro e destro sono diversi. Il numeratore tende a 1+sin1 > 0

1b)

1c)

1d)

le)

1f)

1g)

mentre il denominatore tende a 0. Piu precisamente il denominatore € positivo in un
intorno destro di 1 e negativo in un intorno sinistro percio

I 1+sinz lim 1+sinz oo
im ———— = —o0, im ——— = ,
r—1- (33—1)3 rz—1+ (1’—1)3
2 —x+1)—(22+7)

lim 2 —x4+1—+v2247) = lim (
x—>+oo(\/ v ) a—too /22 —x + 1+ Va2 +7

. x+6 146/
= — lim

= — lim = .
r—=too /22 —p + 1+ Va2 +7 e—+oo /1 —1/x +1/22 + /1 + 7/2? 2

log (V3+e*—3—e®) , 1 2e "
m = lim log
T——+00 S + 2 z—+oo By + 2 \/3 +e T 4 \/3 —e %
. log(e™™) +1og2 — log (\/3 +e T 44/3 - e*“’)
= lim
z——+00 0T + 2
— log2 —1 3+e® 3—e® 1 ] 1
i v log og(V3+em+V3—e)) _ Lot
z—+oo \ D + 2 ox + 2 L | 5
1 — cos® 1— 1 1 3
limw:lim st ‘x -(14cosxz+cos?z)) =|=-1-3] ==,
a—0 xsinz z—0 x? sinx |2 | 2
lim (Vz+5—+vz—2)= lim ! ~ -0
z—+00 w—to0 \/x + 5+ x — 2 +00

3.%'—|—1—|—21_ I 2\ 7 1—|—31’/296—|-1/2z

2 —[0-1] =0.
N 1+ 22/3° > [0-1]

lim (\/21‘2—1—1—\/:1:2—1—5)

T——+00

:xll)rlloo<|x| (\/2%-%—\/1%—%)) = {+oo-(\/§—1) = +o00.




1h)
1i)

1j)

1k)

11)

1m)

1n)

1lo)

1p)
2)

Il limite & della forma [+o00 + oo] e dunque vale +o0.

= +400.

2 — 323 +4 ) -3+ 1/z+4/2%\
— lim <x 1+1/$+1/$2>—[—oo~(—3)]

. 223 3z +2 . 243/ +2/x3 2
lim ————— = lim =Z.
z—too  Had —T z—+o00 5—7/x3 5

in 3 -
) sin J/x — 3x i = Sf_3x2/3 1-0 1
m ——— = llm = = —,
z—0 2\3/5—tanx z—0 27%‘%2/3 2—-1-0 2

. ("4 2sinx)x . (e*+2sinx) +0o0
lim ———— = lim = = +00.
z—+00 34+ z—+oo 1+ 3/x 1
lim — =i S -
et R R zi(1—x) [0+ >

lim sin(7sin x) ~ lim T sm(?'smx) sinz [T 11 = 7
z—0 2z z—0 \ 2 7sinx x

lim -
r—+00 x3+1

7?4+ 5x4+12 i (L 7+5/r+12/22
ozt \ 1+1/1‘3

>:mﬂ:a

E del tipo [0 - {funzione limitata}] e quindi il limite vale 0.

Per ogni a € R e per ogni z # 0 la funzione coincide localmente con una funzione continua
ed & dunque continua. Studiamo la continuita in = 0 al variare di a. A tal fine devono
esistere i limiti destro e sinistro di f in 0 e devono coincidere col valore della funzione in
0. Essendo la funzione continua da sinistra risulta subito che

3
lim f(z) =3a— = = f(0).
z—0~ 2
Per quanto riguarda il limite destreo si ha invece:
) ) 1 — cos(ax) sin z a?
— 2 -
xlg& f(@) = xlgg+ <a (ax)? x > 2 te

se a # 0, mentre tale limite vale 0 se a = 0. Quindi la formula trovata sopra vale per ogni
a. Affinche f sia continua in 0 deve valere
a2

3
?+a:3a—§, = a?—4a+3=0,

ovvero se e solo se a = 1 oppure a = 3.



Tema B

1a) E del tipo [—oo — o0] e dunque il limite vale —cc.

1b)

2 2
: . +2)—(z"+3z+1)
lim 2 4+2—Va2+3x+1)= lim (z
x*+°°(\/ v ) e—too /12 + 2 4+ Va2 + 3z + 1

~ lim -3+1/x B [—_3} 3
z—400 \/1+2/22 4+ /14 3/x + 1/22 2 2
1c) E del tipo [{funzione limitata} - 0] e quindi il limite vale 0.
1d)
lim (V22 —3-+V2z+4)= lim T :[_7]20
z—+00 T—-+00 \/2.17—3+\/233‘—|—4 +00
le)
lim (v2z+1—+3z—4)
xr——+00
. 1 4
= lim <\/E <\/2+——\/3——)) = [+oo-(\/§—\/§) = —o0.
T—+00 x x
1f)
3 — 2 _ 3
lim 3u° +20 -8 3+2/x* —8/x _
z——oco 1 — 3z3 z——00 —3+1/x3
1g)
IOg (\/2 + e 3% — \/2 — 6_3:”) 1 92¢—3%
li = lim ——1
m—1>I-|I-loo 3x+2 x—1>r-&{loo 3z +2 Og<\/2_|_e—3x+\/2_e—3x>
log(e™3%) + log 2 — log <\/2 +e73% + /2 — 6—3‘”)
= lim
z——00 3z +2
. 3z +log2—log(\/24-6‘39”—1—\/2—6_?”6) 1401
T ot | Br 42 3z + 2 - -
1h)
z—too 44+ 3z T z—+oo 3+4/x N 3]

1i) Non esiste perche i limiti sinistro e destro non coincidono. La funzione pud essere scritta

come f(x) = QEiojx . ﬁ e dunque risulta positiva in un intorno sinistro di 2 e negativa
l

in un intorno destro. Essendo il limite della forma [j] si conclude allora che

. 2 —cosx . 2—coszx
lim ——5 =+ lim ——— = —x.
z—2—- 4—=x z—2+ 4 —x



1j)

_ tan?x —sinzx . tanz\2 1 — cos?z . tanz\ 2 /sinz 2
lim ———— = lim = lim =[1-1=1
£—0 x4 £—0 x 2 z—0 x x

1k)
.1 —cos(sinz) ) 1 1—cos(sinzg) [sinz)? 11 1
lim ————=1lim | - - - . =|Z.2.1| =Z.
2—0 32 z—0 \ 3 sin? x x 3 2 6
11)
2+ 72 1 14+7/2>-1/x
1 e ——I | . 7 77 ) =10-1]=0.
= (G ey ) <=
1m)
z? +3° 3\* 1+2%/3"
li — i 2) 2T ) oo 1] = 4o
r—to0 2% — 3 mffoo«z) 1—3x/2“’> oo - 1] = +oo
1n)
anzx sin Va3
 JEtane—2siny/a® | wmeoddE o
hm+ V(1 — cosy/x) Talor | LeosvE 1/2 T
z—0 — T— 1TCOS VT
(Va)?
1o)
TR U —— Y
000227 — 323 20222 —3z)  |0F] O
1p)

lim (2% +3z)x . (2" +3z) _ [+oo] _
gotoo 1—2x  aotoo -2+ 1/ | =2 |

2) Per ogni a € R e per ogni z # 0 la funzione coincide localmente con una funzione continua
ed ¢ dunque continua. Studiamo la continuita in z = 0 al variare di a. A tal fine devono
esistere i limiti destro e sinistro di f in 0 e devono coincidere col valore della funzione in
0. Essendo la funzione continua da sinistra risulta subito che

lim f(z)=— —1= f(0).

r—0~ 2

Per quanto riguarda il limite destro si ha invece:

. 2
lim f(z) = lim <a2 (Sln(a:r)) +a21—(2;;).(2a$)> — a4 %2 _ ga2’

z—0+ z—0+ (az)

se a # 0, mentre tale limite vale 0 se ¢ = 0. Quindi la formula trovata sopra vale per ogni
a. Affinche f sia continua in 0 deve valere

gagzga—l, — 3a> —ba+2=0,

ovvero se e solo se a = 1 oppure a = 2/3.



Tema C
1a) E del tipo [—oo — o] e quindi il limite vale —oo.
1b)

lim

207 +7 1 24 7/a?
s5Foo g3 4+ —5  a—too

E’1+1/x5/x2> =10-2]=0.

1c) E del tipo [0 - {funzione limitata}| e quindi il limite vale 0.

1d)
log (\/1 +e2r —\/1— 6_2””) 1 9e—2u
lim = lim og
T——+00 3r—5 z—+o0o 3 — 5 \/1 + e—2x + \/1 _ e 2z
log(e=2%) 4+ log 2 — log <\/1 +e 22 44/1— 6—24”)
= lim
T——+00 3xr—5
o o +log2—log(\/1+62x+\/1—6290> B 2+0 2
T a—too | Bz =5 3z — 5 R )
le)
. 23— 2?3 . 2—1/x—3/x3 2
lim ————= lim ——F—— = —.
z——oo 22 + 523 +4  ae—-cob+1/x+4/x3 5
1f)
2?2 4+22+2)— (22 + 1 - 1)
lim 2 +2r+2—Val+ar—1)= (
v"?—“i‘oo(\/ v ) =400 \/a2 + 2 4+ 2+ Va2 -1
. 1+3/z 1
= lim = .
v—too \/14+2/x +2/22 + /1 +1/z —1/22 2
1g)
. cos(3sinx) — 1 . 9 1—cos(3sinz) [sinz)> 9 1 1 9
im ———————=1lim | —— - . =|-—=---1| =——.
a—0 52 a—0\ 5 (3sinz)? x 5 2 10
1h)
i _ 1 1] .
220 75 4 b2 _xli%:n?(x—i—@ ~lor] T ™™
1i)
lim (V3z+2—+v3z—5)= lim ! S A 'S
Z— 00 T—+00 \/3m + 2+ \/3$ -5 400
1j) Non esiste perche i limiti sinistro e destro non coincidono. La funzione pud essere scritta
come f(x) = e:;f . z—il e dunque risulta positiva in un intorno destro di 1 e negativa in

un intorno sinistro. Essendo il limite della forma [%] si conclude allora che

. et —1
—00 lim = +00.

Cooef—1
lim = 5 =
rz—1t % — 1

r—1— 3:'2 -1




1K)
. (4" 4+3cosx +2)x )

lim = lim

T—~+00 3z —1 T——+00 3— 1/3?

(4* +3cosz+2) [—i—oo
13

11) Sfruttando la relazione cot z = 1/tanz si ottiene

. 1 —tanx .
lim — = — lim tanx = —1.
z—r/4 1 —cotx z—m/4
1m)
li 211222 —
lim (Va2 +1- V222 - 3)
. 1 3
—xkf&o('x' (\/1+?\/2F>> = | oo (1-VR)| = —x.
1n)
x X x 1 T
lim 3742 = lim § M :[0'1]20.
rotoo 47 £ 37 abtoo \\4/) 1+ (3/4)7
1o)
. 2+ Tw—4 ) —247/2% — 423
1 — =1 . _ (=9 = oo
1p) -
1—cos Vz?
iy (Lo cosVa) ¥ (Ve [ 1/2 } 1
1m 3 = ]l1m 3 — = —.
2=0 2z tan Va2 + 322 =0 2ta—%/;éz_2+3x1/3 2:-1+0 4

2) Fissato a € R la funzione & definita per tutti gli > 0 per cui esiste tanz ovvero per
reD:=R\ {7r/2 + km, k € NO}. Se x € D e x # 0 la funzione coincide localmente con
una funzione continua ed € dunque continua. Rimane da studiare la continuita in x = 0 al
variare di a. A tal fine devono esistere i limiti destro e sinistro di f in 0 e devono coincidere
col valore della funzione in 0. Essendo la funzione continua da sinistra risulta subito che

1
lim f(x)=3a— = = f(0).
z—0~ 2
Per quanto riguarda il limite destro si ha invece:
1 — cos(ax) tanz sinz a?
xi%l“' f(JI) xi%l‘*' (a (CL.%‘)Q X T > 2 + ’

se a # 0, mentre tale limite vale 2 se a = 0. Quindi la formula trovata sopra vale per ogni
a. Affinche f sia continua in 0 deve valere

—+2=3a—= — a? —6a+5=0,

ovvero se e solo se a = 1 oppure a = 5.



Tema D

1a)
o Sm@tanz) (3 sin@Btanz) tanz) 3 13
2—0 2x z—0 \ 2 Jtanz z 2 2
1b)
. (2° +4z —1) — (2 —z +5)
lim (Va?+4r—-1-+Va2-z+5 lim
x_}_’_oo(\/ \/ ) x—>+oo\/x2—|—4x—1—i—\/:b2—l’+5
. 5—6/x _d
Tt STt djz 12+ /1 1jz 5/ 2
1c)
i 1 . 1 _—
i ——a——7 = 1M —5———F = o0
2—0 523 + 72?2 2—0 22(5x + 7) 0+
1d)

hm (\/31‘2—1—1—\/:1:2—1—7)

:xli)rlloo <|x| (\/3+%\/1+$—72>> = {+oo-(\/§—1) = +o0.

1le) E del tipo [+oo + o] e quindi il limite vale +oc.

1f)
—x3 4+ 7 . —147/23 1
lm ———=lim ——m———— = ——.
z——4o00 223 + 22 — 5 x—>+002+1/x—5/x3 2
1g)
lim e+ Tr+2 (E)w 1+ 7x/e® +2/e” ~ [4oo 1] = +oo
g—too 20 4+ 14122 z—too \\2/ 141/22 4 22/22 ] e
1h)
lim (\/x+7—\/x+5) lim 2 [ 2 }:0
z——+00 z—too \/x + 7T+ +5 400

1i) E del tipo [{funzione limitata} - 0] e quindi il limite vale 0.

1j) Non esiste perche i limiti sinistro e destro non coincidono. La funzione infatti risulta
positiva in un inorno destro di 2 e negativa in un intorno sinistro. Essendo il limite della
forma [é] si conclude allora che
2 -1 . 2 -1

lim — = —o0,
r—2~ (flf — 2)3

1k)

tan(2/x
lim tan(2y/z) + 2z lim Q(T‘p?\“/EJr%l/lz B [1-2-0+0} _0
=0t 3v/sinz + T/x zoo0t 3 /Siﬂ\%Jﬂ 3-0+7



1p) Utilizzando le relazioni sin(2z) = 2sinx cosx e (cos? v — 1) = — sin

. log (VI+e®—V1—e7) _ 1 2¢~ 7
im = lim og
T—+00 20+ 1 z—+oo 20 + 1 \/1+6_$—|—\/1—€_I
_ log(e_z)+log2—log(\/1+e_z+\/1—6_95)
~ a—oo 2¢ + 1
- log2 — 1 Tter+yl—e® 1 1
~ i z_ log og(Viter+Vi—e™)) RSN
z—+oo \ 20+ 1 20+ 1 2 2
. 1—22+7x , ~1+7/x+1/z?
e 13 sete (f’f ey Bl e
T 2 T 2
lim w: lim (3 —I—x): o0 = _
z—to0 1l—=x a—+oo —1 4+ 1/x —1

. v+3 /1 1+3/x
lim —— % T Y _jp.1]=o.
r—mo0 1+ 23 — 22 a—rroo <x2 1—1/x+1/x3> 0-1]

2 x si ottiene

z—0 x3 z—0 € €z

lim sin2x — 2tanx ~ lim (_Q_tanx _ (sinx>2> _ [_2.1.1] _

2) Fissato a € R la funzione ¢ definita per tutti gli 2 > 0 per cui esiste tan(ax) ovvero per

z € Dy :=R\{n/(2a)+kr/a, k € No}. Se z € D, e x # 0 la funzione coincide localmente
con una funzione continua ed ¢ dunque continua. Rimane da studiare la continuita in
x = 0 al variare di a. A tal fine devono esistere i limiti destro e sinistro di f in 0 e devono
coincidere col valore della funzione in 0. Essendo la funzione continua da sinistra risulta

subito che
lim f(z) =3a—1= f(0).

z—0~
Per quanto riguarda il limite destro si ha invece:

2 .
lim f(z)= lim <a2 <tan(am)) + sn;a:) =a®+1,

z—0t z—0t ax

se a # 0, mentre tale limite vale 1 se a = 0. Quindi la formula trovata sopra vale per ogni
a. Affinche f sia continua in 0 deve valere

a?+1=3a-1, — a’—3a+2=0,

ovvero se e solo se a = 1 oppure a = 2.
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