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Si prega di consegnare anche il presente testo. Si intende 30 come punteggio pieno.

Data la funzione )
flx) = /@ =1

determinare il dominio naturale, D(f), di f (non considerare gli < 0);

. determinare I'insieme dei punti di accumulazione, la chiusura, la parte interna e la frontiera

di D(f);

. studiare la continuita, la prolungabilita, e I’eventuale comportamento asintotico all’infinito.

Data la successione definita per induzione da

as —3
ao = V13, Apyq = — pern >0,

. dimostrare che e limitata inferiormente;

dimostrare che € monotona;
studiarne il comportamento al limite per n — +o00;

dimostrare che tutti i termini della successione escluso ag sono numeri interi dispari. (Se
a,, € dispari allora si scrive come a,, = 2m+1 per un qualche m € Z; ma allora a, 11 = ...).

Calcolare il seguente limite al variare del parametro a > 0:

a® — 1 —sen(ax)

.
720 (1 — cosz)a**

Provare che la seguente successione non ha limite:

b — nsen(%—knﬂ')
n = .

Punti: 2+3+56, 83+3+2+4, 8, 6.
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Svolgimento

1. a. Visto che quando la base z & > 0 la potenza pud avere qualsiasi esponente reale, I'unica operazione proble-
matica per calcolare f(z) := 2%/(@*=1) & 1a divisione per z2 — 1, che si puo fare solo quando z? — 1 # 0, cioe
quando z ¢ {—1,1}. Per una potenza a esponente reale qualsiasi, come la nostra, non consideriamo buone
basi i numeri z < 0. Quindi possiamo prendere come dominio naturale di f I'insieme D(f) =10, 1[U]1, 4+o0].
C’¢ un pizzico di arbitrarieta nell’escludere gli x < 0, in quanto ci sono degli < 0 per i quali 'esponente
x/(x? — 1) & intero (quali?), e per i quali quindi la f(z) sarebbe definita, ma non ce ne occupiamo.

b. L’insieme D(f) & I'unione dei due intervalli aperti ]0,1[ e ]1,+o0], e D(f) o
quindi ¢ aperto e la sua parte interna D(f)° ¢ D(f) stesso. Essendo
aperto non ha punti isolati e la sua chiusura D(f) coincide con 1'in- D()* e
sieme D(f)" dei punti di accumulazione. In generale la chiusura di un D(f)
intervallo € 'intervallo chiuso con gli stessi estremi, e AUB = AU B. L
Applicando tali regole a D(f) risulta D(f) = D(f)’ = [0, 1JU[1, 4o0[ = D)

[0,4+00[. La frontiera di D(f) & la chiusura meno la parte interna, cioe
[0, +00[\ D(f)* = [0, +00[\ D(f) = {0,1}.

c. Cominciamo riscrivendo la potenza in base e:

z/(z?— 1
xm/(z271) _ (elnm) /( 1) _ exp(xQx_ - IHCE) = exp ;'2 I’il’l '

La f risulta quindi la composizione della funzione esponenziale exp, che & continua ovunque, con la funzione
& — —*= -Inz che ¢ continua dove ¢ definita, perché tali sono i fattori @ — z/(2? — 1) e Inz. Pertanto
anche la f ¢ continua su D(f).

La prolungabilitd si studia nei punti di frontiera, cio¢ in 0 e in 1. Per x — 07 il denominatore z? — 1 tende
a —1, mentre il numeratore x Inx ¢ una forma indeterminata 0 - oo che se non & gia nota si puo decidere col

cambio di variabile y = —Inx:

xlnx:e*yy:% e y=—Inz — +oo perz— 0",
e

E noto che y/e¥ — 0 per y — 400 (I'esponenziale & un infinito di ordine superiore rispetto alle potenze).
Tornando a noi, per z — 0 1'argomento dell’esponenziale tende a 0/(—1) = 0, per cui

zlnx 0
lim 2%/ =D = —exp— =1.
om0+ ot P T TP T
La f & prolungabile con continuita in 0 con valore 1.
Veniamo al limite per x — 1. Scrivendo
zlnzx
22/ (@) gy P
Pa—DE+1)
puo venire in mente la parentela col limite fondamentale M — 1 per z — 0. In effetti, se poniamo

xz =1+ z abbiamo che z — 0 per z — 1 e che

o/ (@?-1) _ exp( (1+2)In(l1+2) _ eXp(ln(l +2) 1 —|—z).

z) =
HE) = exp z(z 4 2) z+2

2 -1

1



Analisi Matematica I Svolgimento 3 aprile 1998

Dunque
140
= exp(l C—
0+2

In(1+2z) 1+z>

1
z z+2 )76Xp77\/€'

lim 2%/ =D = lim exp(
r—1 z—0

La f risulta prolungabile per continuita anche in 2z = 1, con valore /e.

Infine studiamo il comportamento di f(x) per x — +o0o. Possiamo scrivere, dividendo numeratore e deno-

minatore per x2,

Inz
X

Si sa che 82 — (0 per # — 400 (il logaritmo & un infinito di ordine inferiore rispetto alle potenze). Quindi
z p

Inz
: _ : T _
’ xEI}}oo f($> o IEIEOO xp 1— :c% o
ve 0
= expm:expﬂzl.
1C

La f(z) tende asintoticamente al valore 1 per x — +o0.

Qui accanto c’e un grafico di f prodotto per punti, con

un algoritmo che a volte da risultati fuorvianti. Guar-

dando la figura una delle congetture che possono venire

in mente & che 1 < f(z) < /e per tutti gli . La cosa si

1 2 puo in effetti dimostrare senza troppa fatica. Chi vuole
cimentarsi pud dare per scontato il fatto che In(1+2) < z
per ogni z > —1.

2. a. Per ogni n > 0 il termine afl ¢ > in quanto € un quadrato, per cui n G

) 0 V13
-3 _0-3 3

Opt1 = an2 2?2—5 per ognin > 0. ; =
3 59
Anche ag = v/13 ~ 3,6055 & ovviamente > —3/2. Possiamo concludere che la 4 1739
successione a,, & limitata inferiormente da —3/2, anche se non ci aspettiamo 5 1512059
che questo sia ’estremo inferiore. 6 1143161209 739

. Uno sguardo alla tabella dei primi 7 valori di a,, la fa ritenere robustamente
crescente. Cerchiamo di dimostrarlo. Sotto che condizioni a,y; € maggiore
di a,?

a? -3

5 a? —3>2a, <+ a—2a,-3>0 <

ap41 = > ap
(an—1)?=4>0 <= (a,—-1?>2® =

(an—1>20ppurean—1<—2) <=

[

(an > 3 oppure a, < 71) .

Definiamo la seguente proposizione:
P(n) :=“3<ap < ap41”.

Questa P(n) & vera per n = 0, in quanto 3 = v/9 < /13 < v/25 = 5. Inoltre se & vera per un qualche n > 0
allora risulta in particolare che a, 1 > 3, e quindi, per la formula trovata sopra avremo che a,o ¢ maggiore
di any1, il quale a sua volta & > 3 per ipotesi induttiva. Insomma, P(n) = P(n + 1). Per il principio di
induzione la P(n) & vera per ogni n > 0, e la successione ¢ davvero strettamente crescente.
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Una dimostrazione alternativa sarebbe di provare per induzione che Q(n) := “a,t+1 > a, > 07 & vera Vn > 0.
Per n =0 & ovvia. Se vale Q(n) per un certo n, in particolare possiamo elevare al quadrato ambo i membri
di ap41 > a, perché entrambi positivi, e quindi successivamente

ant1>a, >0 = al,>a << ai,—3>a.-3 <+

<~ Apy2 > Apid -

La parte “> 0” di Q(n+1) viene per la transitivita: a,42 > an41 insieme all’ipotesi induttiva a1 > a, >0
da apta > apy1 >0, cioe Q(n + 1).
Il punto a diventa superfluo se si prova che n — a,, € crescente,
| perché in tal caso si ha automaticamente inf,cy a, = ag.
La successione ¢ nella forma iterativa a,1 = g(a,) con g(z) :=
(2 — 3)/2, e disegnando il grafico di g con quello della bisettrice
y = x si puo visualizzare ’andamento della successione, almeno
per i primissimi termini, come qui accanto.

y=x

C. Sappiamo che una successione crescente ha sempre limite, e il
5 limite & 'estremo superiore della successione. Possono succedere
due cose: o tale estremo superiore € +00 0 € un numero ¢ finito.
Dai conti che abbiamo fatto sulla nostra particolare a, siamo
portati a propendere per la prima alternativa. Per dimostrarlo,
supponiamo per assurdo che valga la seconda: a, — ¢ € R.

£ =

— Gp41 2 9
Per I'unicita del limite deve valere ¢ = (2 — 3)/2, cioé 2¢ = (?> — 3, che equivale a (2 — 2( — 3 = 0, che ¢
possibile solo quando ¢ € {—1,3}. D’altra parte, per la crescenza di a,, abbiamo che a,, > a9 = V13 > 3,
per cui deve risultare £ > ag = v/13 > 3, che & incompatibile con ¢ € {—1,3}. Siamo costretti a concludere
che a,, ha per limite +00, come ci aspettavamo.

. Dimostriamo per induzione che la proposizione

R(n) := “a, & un intero dispari”

¢ vera per n > 1. Per n = 1 & ovviamente vera, perché a; = 5. Supponiamo che per un certo n > 1 sia vera,
cioe che esista un intero m tale che a,, = 2m + 1. Allora

23 2 1)2-3 4m?+4 1-3
an+1:an2 :(m+2) = m A+ 72n+ :2m2—|—2m—1:2(m2—|—m)—1

Poiché m? + m & ancora un intero, 2(m? +m) & un intero pari, e a,1 = 2(m? +m) — 1 & un intero dispari.
Risulta quindi che anche R(n + 1) & vera. Questo conclude la dimostrazione.

Un ragionamento alternativo per dimostrare che a,, — 400 & di notare che, essendo a valori interi (eccetto ag),
ed essendo strettamente crescente, deve crescere di almeno 1 ad ogni passo. Quindi per induzione a, >
a1 +n—1=44n per ogni n > 1 e il risultato segue per confronto.

Cerchiamo di far saltare fuori espressioni simili a quelle di limiti fondamentali, dividendo numeratore e
denominatore per x:

() a® —1—sen(ar) e*™%—1—sen(az) (Ina) emzlrl]:;l —a- Ser;(;‘”)
xTr) = = —
. (1 - cosx)a™ (1 — cosx)a*® 1-cost g
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Calcoliamo separatamente i limiti dei vari termini: FL M [ ga(@)
S -
- !
P v
. emlnaf]. . eyf]. -~ 1/00 a
lim ——— = lim —— =1, —- - 4
z—0 xlna y—0 gy -
. sen(ax . sen
hmﬁz li Y 1, 110 150
z—0 ax y—0 Yy ,
. 1l—cosxz - 100 p
lim —— =0, /
z—0 x |
. 2 2 - 200
lima® =a” =a®=1.
z—0

Possiamo ora calcolare separatamente i limiti di numeratore e denominatore nella formula sopra:

erlna 1 sen(ax 1—cosz
lim<(lna) —a- ( )):(lna)-l—a~1:1na—a, lim — = .g® =0-1=0.
z—0 rlna ax z—0 z
Non puo succedere che il limite del numeratore sia zero, perché vale la disugua-
glianza Ina < (a — 1) < a per ogni a > 0. Anzi, il limite del numeratore &
sempre < 0. Il fattore (1 — cos gc)a””2 e > 0 per ogni € R in quanto cosz <1
sempre. Pertanto il denominatore ha lo stesso segno del restante fattore x, e
abbiamo:
a
<0
(Ing)<mi=l _ . senlaz)  f, )
f lim go(z) = lim zlna ar =—00,
z—0+ z—0+ locosz ;a2 0+
a—1 x
<0
wlna_q sen(az) —
lim g,(z) = lim a)Tme —a g _Ima-a +00
z—0+ Ja o z—0— l-cosz azz - 0— o '
Ina i
Possiamo concludere che per nessun a > 0 il limite proposto esiste, sebbene
esistano i limiti da destra e da sinistra e siano rispettivamente —oco e +oc.

)

Possiamo anche dire che il limite esiste ma ¢ “co senza segno”.
L’arco 5 + nm cade nel punto (0,1) quando n & pari, e nel pun-
to (0, —1) per n dispari. Pertanto sen(§ + nmw) = (=1)" e la 3 +nzén _pari)
successione si riscrive come

1 _ .
b — nscn(%anﬂ') _ n(—l)” _ {n =N per n pari,
n = = =

n~!=1/n per n dispari.

. . .. .. . . S us dis i 12345678910
La sottosuccessione di n — b, formata dagli indici dispari, cioe z+nm (n dispar)

n — ba, = 2n, tende a +00, mentre quella degli indici pari,
n— bapr1 = 1/(2n+1), tende a 0. Quando due sottosuccessioni di una data successione hanno limiti diversi
necessariamente la successione non ha limite.
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