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Svolgimento

1. Il logaritmo di x è definito per x > 0. Il denominatore della formula (lnx)/x si annulla solo per x = 0.
Quindi la funzione

f(x) :=
lnx

x

è definita per x > 0. Essendo il rapporto di due funzioni continue, anzi, di classe C∞, anche f è di
classe C∞ sul suo dominio. Il denominatore è positivo per x > 0. Dunque la frazione ha lo stesso segno
del numeratore:

f(x) > 0 per x > 1, f(x) = 0 per x = 1, f(x) < 0 per 0 < x < 1 .

Per x → 0+ il numeratore lnx tende a −∞ mentre il denominatore x tende a 0+. Quindi

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

lnx

x
= −∞ .

Per x → +∞ sia lnx che x tendono a +∞, e siamo davanti a una forma indeterminata ∞/∞. Proviamo
con la regola de L’Hôpital:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

lnx

x

∞/∞
L’Hôpital

= lim
x→+∞

1/x

1
= lim

x→+∞

1
x

= 0 .

Calcoliamo la derivata di f :

f ′(x) =
(1/x) · x− (lnx) · 1

x2
=

1− lnx

x2
.

Il segno della derivata coincide col segno di 1− lnx:

f ′(x) > 0 quando 1− lnx > 0, cioè per x < e ,

f ′(x) = 0 quando 1− lnx = 0, cioè per x = e ,

f ′(x) < 0 quando 1− lnx < 0, cioè per x > e .

Quindi f è crescente su ]0, 1], ha un massimo (globale) in e (con valore f(e) = 1/e), e decresce su [1,+∞[.

1/e

f

fl
es

som
a
x

tangente di flesso

e3/2e1
x

La derivata seconda di f è

f ′′(x) =
(−1/x) · x2 − (1− lnx) · 2x

x4
=

=
−1− 2(1− lnx)

x3
=

2 ln x− 3
x3

.

Il segno di f ′′(x) coincide col segno di 2 lnx− 3:

f ′′(x) > 0 quando 2 ln x− 3 > 0, cioè per x < e3/2 ,

f ′(x) = 0 quando 2 lnx− 3 = 0, cioè per x = e3/2 ,

f ′(x) < 0 quando 2 ln x− 3 < 0, cioè per x > e3/2 .

Quindi la f è convessa su [e3/2,+∞[, è concava su ]0, e3/2],
ed ha un flesso in e3/2 con quota f(e3/2) = (3/2)/e3/2 =
3/(2e3/2) = 3/e3.
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2. Il limite

3

4

x
!→

ln
( 1+

3√ se
n

2
x

)
√ 1−

co
s
x

−π
4 −π

8
π
8

π
4

1

2

lim
x→0

ln
(
1 + 3

√
sen2 x

)
√

1− cos x

si presenta nella forma indeterminata 0/0. Per calcolarlo possiamo
provare con la regola de L’Hôpital, con l’accortezza di esprimere il
senx in termini di cos x:

ln
(
1 + 3

√
sen2 x

)
√

1− cos x
=

ln
(
1 + (1− cos2 x)1/3

)
(1− cos x)1/2

,

e poi cambiando variabile t = cos x, liberandoci delle funzioni trigono-
metriche:

lim
x→0

ln
(
1 + (1− cos2 x)1/3

)
(1− cos x)1/2

= lim
t→1−

ln
(
1 + (1− t2)1/3)
(1− t)1/2

0/0
L’Hôpital

=

= lim
t→1−

1
1+(1−t2)1/3 · (1/3)(1− t2)−2/3(−2t)

(1/2)(1− t)−1/2(−1)
=

=
4
3

lim
t→1−

→1−︷︸︸︷
t

1 + (1− t2)1/3︸ ︷︷ ︸
→1

· (1− t)1/2

(1− t2)2/3
=

=
4
3

lim
t→1−

(1− t)1/2

(1− t)2/3(1 + t)2/3
=

=
4
3

lim
t→1−

1
(1− t)1/6︸ ︷︷ ︸
→0+

(1 + t)2/3︸ ︷︷ ︸
→22/3

= +∞ .

Altra via è di usare i polinomi di Taylor delle funzioni coinvolte:

ln
(
1 + 3

√
sen2 x

)
√

1− cos x
=

ln
(
1 + (x + o(x))2/3

)√
1− (1− x2/2 + o(x2))

=

=
(x + o(x))2/3 + o((x + o(x))2/3)√

x2/2 + o(x2)
=

=
(x + o(x))2/3 + o((x + o(x))2/3)

|x|
√

1/2 + o(1)
=

=
x2/3

(
(1 + o(1))2/3 + o((1 + o(1))2/3)

)
|x|

√
1/2 + o(1)

=

→1︷ ︸︸ ︷
(1 + o(1))2/3 + o((1 + o(1))2/3)

|x|1/3︸ ︷︷ ︸
→0+

√
1/2 + o(1)︸ ︷︷ ︸
→1/

√
2

−→ +∞ .

Ancora, ci si può riportare ai limiti notevoli (ln(1 + x))/x → 1, (senx)/x → 1 e (1 − cos x)/x2 → 1/2
per x → 0 dividendo e moltiplicando per opportuni fattori (che sono diversi da 0 quando 0 < |x| < π)

ln
(
1 + 3

√
sen2 x

)
√

1− cos x
=

ln
(
1 + 3

√
sen2 x

)
3
√

sen2 x
·

3
√

sen2 x
3
√

x2
·

3
√

x2

|x|
· |x|√

1− cos x
=

=
ln

(
1 + 3

√
sen2 x

)
3
√

sen2 x
· 3

√
sen2 x

x2
· |x|−1/3 ·

√
x2

1− cos x
=

=
ln

(
1 + 3

√
sen2 x

)
3
√

sen2 x︸ ︷︷ ︸
→1

·
( senx

x

)2/3

︸ ︷︷ ︸
→1

· |x|−1/3︸ ︷︷ ︸
→+∞

·

√
1

(1− cos x)/x2︸ ︷︷ ︸
→
√

2

−→ +∞ .
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3. Per calcolare l’integrale
x !→ sen 2x+cos x

1+sen2 x

y !→ 2y+1
1+y2

1

1

π
2

π
2

1

1

x

y

∫ π/2

0

sen 2x + cos x

1 + sen2 x
dx

sviluppiamo il sen 2x con le formule di duplicazione e raccogliamo cos x
a fattore comune:

∫ π/2

0

sen 2x + cos x

1 + sen2 x
dx =

∫ π/2

0

2 senx cos x + cos x

1 + sen2 x
dx =

=
∫ π/2

0

2 senx + 1
1 + sen2 x

cos x dx .

Usando il fatto che la derivata del seno è il coseno, cambiamo variabile:
y = sen x, dy = cos x dx:

∫ π/2

0

2 sen x + 1
1 + sen2 x

cos x dx =
∫ sen(π/2)

sen 0

2y + 1
1 + y2

dy =

=
∫ 1

0

( 2y

1 + y2
+

1
1 + y2

)
dy =

[
ln(1 + y2) + arctan y

]1

0
= ln 2 +

π

4
≈ 1,47855 .

4. Se trascuriamo lo spessore della lattina rispetto alle altre dimen-

r

h

sioni, abbiamo da minimizzare la superficie di un cilindro con
volume assegnato. Sia r il raggio di base del cilindro, h la sua
altezza, q = h/(2r) il rapporto fra altezza e diametro di base, V il
volume, S la superficie. Valgono le relazioni

V = (area di base) · altezza = πr2 · h ,

S = 2(area di base) + (area laterale) = 2(πr2) + 2πr · h =
= 2πr(r + h) .

q =
h

2r
.

Conviene scrivere la superficie in termini della quantità adimensio-
nale q. Ricaviamo h dall’ultima equazione: h = 2rq e sostituiamo
nelle altre due:

V = πr2 · 2rq = 2πr3q , S = 2(πr2) + 2πr · 2rq = 2πr2(1 + 2q) , q =
h

2r
.

Ricaviamo r dalla prima espressione e sostituiamo nella seconda:

r = 3

√
V

2πq
, S = 2π(1 + 2q) 3

√
V 2

(2πq)2
= (1 + 2q) 3

√
2πV 2

q2
, q =

h

2r
.

La seconda equazione esprime S in funzione di V , che è fisso, e di q, che è libero. La nostra funzione da
minimizzare è

s(q) := (1 + 2q) 3

√
2πV 2

q2
= (1 + 2q)q−2/3 3

√
2πV 2 .

Questa s(q) è evidentemente di classe C∞ per q > 0, e tende a +∞ sia per q → 0+ che per q → +∞.
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Calcoliamo la derivata:
3

3√
2
π

V
2

q

s

1 10 20

s

11/2 1,8 2

260

270

280

264

274

q

s′(r) =
(

2q−2/3 + (1 + 2q)
(
−2

3
q−5/3

))
3
√

2πV 2 =

=
(
2q − 2

3
(1 + 2q)

)
q−5/3 3

√
2πV 2 =

= (6q − 2− 4q)q−5/3
3
√

2πV 2

3
=

=
q − 1
q5/3

· 2 3
√

2πV 2

3
.

La s′(q) è < 0 per 0 < r < 1, si annulla per q = 1 ed è > 0
per q > 1. Ne segue che il valore minimo di s(q) per q > 0
viene assunto quando q = qopt = 1 e vale

Smin = s(qopt) = s(1) = 3 3
√

2πV 2

Il raggio di base, l’altezza e l’area esterna ottimali corrispon-
denti a qopt = 1 nel caso standard in cui V = 33 cl = 330 cm3

sono

ropt = 3

√
V

2πqopt
≈ 3

√
330 cm3

2π · 1
≈ 3,7 cm,

hopt = 2ropt · qopt ≈ 7,5 cm

Sopt = (1 + 2qopt)q
−2/3
opt

3
√

2πV 2 ≈

≈ 3 3
√

2π(330 cm3)2 ≈ 264 cm2 .

Le misure della lattina standard sono 2rstd ≈ 6,5cm, hstd ≈
11,5cm, ossia qstd ≈ 1,8, che corrispondono a una superficie

laterale di

Sstd = (1 + 2qstd)q−2/3
std

3
√

2πV 2 ≈ (1 + 2 · 1,8)1,8−2/3 3
√

2π(330 cm3)2 ≈ 274 cm2 .

L’area esterna della lattina standard è circa il 3,6% maggiore di quella ottimale.

q = 1

q = 1/8

q = 1/4
q = 1/2

q = 1,8
q = 5/2

q = 3 q = 4 q = 6

st
a
n
d
a
rd

o
tt

im
a
le
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