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Svolgimento

Il logaritmo di = ¢ definito per z > 0. Il denominatore della formula (Inx)/z si annulla solo per x = 0.

Quindi la funzione
_Inxz

fla) ==

T

¢ definita per x > 0. Essendo il rapporto di due funzioni continue, anzi, di classe C*°, anche f ¢ di
classe C'*° sul suo dominio. Il denominatore & positivo per x > 0. Dunque la frazione ha lo stesso segno
del numeratore:

f(z) >0 perz>1, f(x)=0perz=1, fl@)<O0per0<a<l.

Per z — 07 il numeratore Inz tende a —oo mentre il denominatore = tende a 0. Quindi

lim f(zx)= lim — = —0.
rz—0t f( ) rz—0t X

Per £ — +o0 sia Inx che = tendono a 400, e siamo davanti a una forma indeterminata oo/oo. Proviamo

con la regola de L’Hopital:

e i 1/ 1

. . N L'Hopital . T .

lim f(z)= lim — = lim — = lim — =0.
r— 400 x——+oco I Tr——+00 rx——40o0 I

Calcoliamo la derivata di f:

(1/z) -z —(Inz) - 1 _1-Inz

fiz) =

T T

Il segno della derivata coincide col segno di 1 — Inx:
f'(z) > 0 quando 1 — Inz > 0, cioé per = < e,

f'(z) =0 quando 1 — Inz = 0, cioe per z = ¢,

f(x) <0 quando 1 —Inz < 0, ciod per z > e.

Quindi f & crescente su ]0, 1], ha un massimo (globale) in e (con valore f(e) = 1/e), e decresce su [1, +00[.
La derivata seconda di f &

vy (=1/z)-2® —(1—Inz) -2z

f (.’E) - 95‘4 -

~ —1-2(1-Inz) 2mlhz-3

B a3 a3

! - x 11 segno di f”(z) coincide col segno di 2Inz — 3:
f"(z) > 0 quando 2Inz — 3 > 0, cio¢ per z < /2
s f'(x) =0 quando 2Inz — 3 = 0, cio¢ per x = e3/?
f'(x) <0 quando 2Ilnz — 3 < 0, cio¢ per x > e3/?.

Quindi la f & convessa su [¢3/2, 400, & concava su |0, e%/?],

ed ha un flesso in e3/2 con quota f(e3/?) = (3/2)/e%/? =
3/(2e%/%) = 3/é.
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Il limite

i In(1+ Vsen?z)

im ——+

z—0 /1 —cosx
si presenta nella forma indeterminata 0/0. Per calcolarlo possiamo
provare con la regola de L’Hopital, con ’accortezza di esprimere il
senz in termini di cosz:

In(1+ Vsen2z) In(1+ (1 —cos?z)'/3)

V1 —cosz (1 —cosx)l/2 ’

e poi cambiando variabile ¢ = cos x, liberandoci delle funzioni trigono-
metriche:

0/0

. In(1+ (1 cos?z)1/3) _ In(1+ (1 —)Y3) ndpica
lim = lim =

z—0 (1 —cosx)l/2 t—1- (1—1t)1/2
W (1/3)(1 —t2) /3 (—2t)

= (1/2)(1 =) 172(-1) -

1

=
t (1—1t)1/2

= — 1. = - =
3 tiql, 1+ (1 B t2)1/3 (1 _ t2)2/3
N—————
—1
4 (1—t)1/2
= — lim - — =
3t—1- (1 —1)2/3(1+t)2/3

1
= — 1. = .
3ti}1’1n, (1—t)1/6 (1—|—t)2/3 —+00
—_——— ———
0+ _,92/3

Altra via e di usare i polinomi di Taylor delle funzioni coinvolte:

(14 Vsen’z)  In(1+ (x4 o(x))*/?)
V1 —cosz V1= (1-22/2+ o(x?))
(x4 o(z))?/3 + o((z + o(x))?/?) _
x?/2 + o(x?)
_ (& +0(2))*" + o(z + 0(2))*?) _

lz|/1/2 + o(1)
_ 22/3((1+ 0(1))2/% + o((1 + 0(1))%/%)) _a +0(1))*3 + o((1 + 0(1))*/*) o
lz[v/1/2 + o(1) lz[Y/31/1/2 + o(1) '
————

—0t —>1/\/§

|
s

|
ol3
el
s

Ancora, ci si puo riportare ai limiti notevoli (In(1 + z))/x — 1, (senz)/z — 1 e (1 — cosx)/x? — 1/2
per ¢ — 0 dividendo e moltiplicando per opportuni fattori (che sono diversi da 0 quando 0 < |z| < )
In(1 + Vsen?z) _ In(1+4 Vsen2z) VsenZz Va2 || B
VI—coszr sen? z 2 lz|]  V1—cosz

ln(l + Vsen? JC) s/sen?x _ 2
= . |73 —— =
V/sen2 x x? 1—cosz

In(1 + Vsen? z) <senx)2/3 2|1/ 1 "
= . : Y D SN _
Vsen? x x &,_/ (1 —cosz)/x? >
— ] —+00 . _
—1 _)\/5
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Per calcolare 'integrale

sen 2z+4cos x

T
1+sen2 x

/”/2 sen 2z + cos x
o 1+sen?z

sviluppiamo il sen 2z con le formule di duplicazione e raccogliamo cos x
a fattore comune:

/”/2 sen2x+cosxd B /”/2286nwcosx+cosxdx_
0 1+sen?z 0 1+sen?z
/2 2senz + 1
:/0 1_i_smcos:vdaz.

Usando il fatto che la derivata del seno € il coseno, cambiamo variabile:
y =senz, dy = cosz dx:

/2 9senx + 1 sen(m/2) 9y 41
———cosxdx = dy =
0 1+sen?zx sen 0 1492

1
2y 1 ,
= /0 (1+y2 +—1+y2)dy: [ln(l—i—y )—i—arctany}

1 T
=In2+ — ~ 1,47855.
0 4

Se trascuriamo lo spessore della lattina rispetto alle altre dimen-
sioni, abbiamo da minimizzare la superficie di un cilindro con
volume assegnato. Sia r il raggio di base del cilindro, h la sua
altezza, ¢ = h/(2r) il rapporto fra altezza e diametro di base, V il
volume, S la superficie. Valgono le relazioni

V = (area di base) - altezza = mr? - h,
S = 2(area di base) + (area laterale) = 2(7r?) + 27r - h =
=2mr(r+h).
h

(J:;-

Conviene scrivere la superficie in termini della quantita adimensio-
nale ¢q. Ricaviamo h dall’ultima equazione: h = 2rq e sostituiamo
nelle altre due:

V =mr?. 2rq = 21rq, S = 2(7r?) + 27r - 2rq = 2773 (1 + 2¢) qg=—.

Ricaviamo r dalla prima espressione e sostituiamo nella seconda:

v V2 2mV/2 h
=¥ =27(1429){ —— = (1+2¢)¢{ =_.
r omg’ S =2mn(1+2q) Grg)? (1+2q) 2 17%

La seconda equazione esprime S in funzione di V, che & fisso, e di ¢, che ¢ libero. La nostra funzione da
minimizzare

22
e

s(q) == (142¢){ = (1+2q)q~¥3V2rV2.

Questa s(q) ¢ evidentemente di classe C* per q > 0, e tende a +oo sia per ¢ — 0 che per ¢ — +oo.
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Calcoliamo la derivata:

s'(r) = (2q‘2/3 +(1+ 2q)(—§q‘5/3)> V2rV? =

2
- (261 — 5+ 2q))q‘5/3 V2rV? =

3/
= (6q_2_4q)q—5/32+v2 =
_q—1 2V2qV?
T pn 3

La s'(qg) e <0Oper0<r <1 siannullaperg=1edé >0
per ¢ > 1. Ne segue che il valore minimo di s(q) per ¢ > 0
viene assunto quando g = gopt = 1 € vale

Smin - S(QOpt) = S(].) =3 \/3 2’/TV2

Il raggio di base, l'altezza e ’area esterna ottimali corrispon-
denti a gopt = 1 nel caso standard in cui V' = 33 cl = 330 cm?

sono
[V 3/330 cm3
= 3 ~ ~ 3,7
Topt 27qupt o1 ,( CcIm,

hopt = 2Topt * Gopt = 7,5 cm

o —2/3 3 3
Sopt = (1 + 2qopt)qopy ~ V21V2 &

~ 3¢/2m(330 cm3)? = 264 cm?.

Le misure della lattina standard sono 2rgq &~ 6,5cm, hgiq ~
11,5cm, ossia gstq ~ 1,8, che corrispondono a una superficie

Seta = (14 2qea)qs2 > V2mV2 & (142 -1,8)1,8 %3 /27 (330 cm®)? & 274 cm? .

L’area esterna della lattina standard & circa il 3,6% maggiore di quella ottimale.




