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Funzione generatrice e polinomi
incompleti di Fibonacci e Lucas.

CHU WENCHANG - VALENTINA VICENTI

Sunto. — I numert incompleti di Fibonacct e di Lucas, introdotti da Filipponi (1996),
sono entrambi generalizzati in forma di polinomi. Le loro funzioni generatrici vi-
dondanti, naturali e condizionate sono stabilite attraverso serie formali di potenze.
Le funzioni generatrici relative alle sequenze di numeri dovute a Pinter e Srivasta-
va (1999) sono contenute come cast particolari.

Summary. — The incomplete numbers of Fibonacct and Lucas, introduced by Filipponi
(1996) are generalized respectively to polynomials. Their redundant, natural and
conditional generating functions are established by means of formal power series
method. The generating functions for the corresponding number sequences due to
Pinter and Srivastava (1999) are contained as particular cases.

Questo articolo presenta i polinomi incompleti di Fibonacei e di Lucas che
sono generalizzazioni dei numeri classici corrispondenti dovuti a Filipponi
(1996). Confinando gli indici delle doppie somme, le loro funzioni generatrici
bivariate, denominate ridondanti, naturali e condizionate, sono stabilite at-
traverso serie formale di potenze. I teoremi principali ottenuti contengono le
funzioni generatrici di Pinter e Srivastava (1999) come casi molto particolari.

A. — Numeri e polinomi di Fibonacci e Lucas.

E noto che i numeri classici di Fibonacci sono definiti in maniera equiva-
lente da una delle seguenti affermazioni:

® Relazione ricorrente:
(Al) Fn+1=Fn+Fn—1’ n>0

(A2) F():Fl:l e F2:2
® Funzione generatrice:

1
(A3) =D Fy"
1-y-—y n="0
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® Formula esplicita in somma binomiale:

n—k
(A4) F,= .
o<k<n2\ k
I numert di Lucas si esprimono tramite i numeri di Fibonacci come segue

(Ab) L,=F,+F, ., n=0,1,2,..

e possono essere definiti in modo simile a quanto fatto per i numeri di
Fibonacei.

® Relazioni ricorrente:
(A6) L,,.=L,+L,_;, n>0
(A7) Ly=L;=1 e L,=3
® Funzione generatrice:

1+
(AS) S
1-— Y — y n=0

® Formula esplicita in somma binomiale:

n n—k
L,= El, .
Osksn/zn—k( k )

Introducendo una variabile A, possiamo definire i polinomi div Fibonacci
{F,(A4)}, come una generalizzazione dei numeri di Fibonacci, tramite il
seguente

LEMMA Al (Polinomi di Fibonacci). — Le affermazioni che seguono sono
equivalenti:

(a): Relazione ricorrente:
(A10) F,..Q)=F,L)+AF,_ (1), n>0
(A11) Fo(A)=F,(A))=1 e FyA)=1+12
(b): Funzione generatrice:

1
(A12) - = EF ) y"
l—y—ly n=
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(e) Formula esplicita:

n—k
(A13) F,(A) = ( ) Ak,
0<k<n2 k

DIMOSTRAZIONE. — Dimostriamo le affermazioni (a) — (b) — (¢) —(a) in
modo ciclico.
(a) — (b): Secondo la definizione, la funzione generatrice si pud scrivere
come segue:
fly)i= 2 F,W)y"=1+y+ X Fio(Dy

Ricordando la (A10), si ottiene:
fl) =1ty + X {F)+AF D}y

=1+y+y{f(y) -1} + y*f(y)
da cui si ricava subito la (A12).
(b) — (c): Per una serie formale di potenze in y, indichiamo con [y "] f(y) il
coefficiente del monomio %" nello sviluppo di f(y) in serie di Maclaurin. Notan-

do la serie geometrica
1 _ i (i’Lk) PYIARL
1—y—JAy? i%=o0
si deduce la formula esplicita:

m—k .
Fo() = [y™] fy) = ( )/1 .
0<k<m?2

k
(c) —(a): Segue immediatamente dalla relazione binomiale:
1+n—k -k n—1)— (k-1
(A14) ( n )z(n )+(( )—( )).
k k k-1

Cosl la dimostrazione & completa.

TEOREMA A2. — Per 1 polinomi di Fibonacci, valgono le sequenti formule
chiuse:

F,(A)+ AyF,_;(4)

(A15) > Ryt =y )

k=n l—y—ly

o 1_/1?/2
(A16) > Fy (M) y= —— 7

o 2k Yy (1—/1?/2)2—242
A7 NV L —
(A17) 1;::0 21 (B Y (1-Ay2)?—y?
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DIMOSTRAZIONE. — Quando 4 = 1, questo teorema fornisce le funzioni gene-
ratrici concernenti i numeri di Fibonacci classici.

La prima riguarda la coda della nostra serie. Per dimostrarla, basta molti-
plicare la somma della sinistra per il denominatore della destra, manipolando:

{1 —y—/l?/z}kz Fi)y*=y"F,() +y' " "F, 1) =y " F,(4)

"'k; {Fy 1 (A) = Fy 1 (A) = AF (W) }y* 2

che si riduce al numeratore della (A15) grazie alla relazione ricorrente
(A10).

La seconda e la terza formula chiusa riguardano, invece, le somme degli in-
dici pari e dispari, rispettivamente. La loro dimostrazione segue immediata-
mente da una semplice osservazione:

fy) = ;Zo Fr)y* =f(-y): EO F.()(—y).

Allora si ha

f+f-y _ l{ 1 N 1 }

2 2 1-y—Ay? 1+y-—Ay®

1+ Ay? i

L N Y

(1—dy2P—y? =0 v
fy -y _ 1{ 1 - 1 }

2 2 1-y—Ay? 1+y-—iy®

— (l) 2k +1
—(l—iy ¥y 1;::0 1+2: )Y

che corrispondono, rispettivamente, alle (A16) e (A17). =
Ricordando la relazione fra i numeri di Fibonacci e Lucas, possiamo defini-

re i polinomi di Lucas {L,(A)} tramite i polinomi di Fibonacci nel seguente
modo:

(A18) L,(A) = F, () + AF,, _5(4).

A questo punto, & facile verificare che essi sono caratterizzati dal seguente:

LEMMA A3 (Polinomi di Lucas). — Le affermazioni che seguono sono
equivalenti:
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(a): Relazione ricorrente:
(A19) L,. A)=L,A)+AL,_ (1), n>0
(A20) LoA)=Li(A)=1 e Ly(A)=1+22
(b): Funzione generatrice:

1+ Ay <
¥ > LMy

(A21) —_—
l—y—/’{yz n=0

(e): Formula esplicita:

o<sk<n2 n—Kk k

(A22) L) = " (""“) Ak,

293

DIMOSTRAZIONE. — Verifichiamo che ciascuna affermazione del lemma é

equivalente alla relazione (A1S8).

(a): E evidente grazie alla relazione ricorrente (A10).

(b): In questo caso, ricordando la funzione generatrice (A12), si vede

che:
o) = 2 LWy = 2 F,Wy"+4 2 F, o) y”
1+ Ay
=fy) + Ay fly) = ————.
F) + 29"y =i
(¢): Considerando la relazione binomiale
n n—=k n—=k n—1-—k
= I P A Gy
n—k\ k k k-1

segue immediatamente la tesi.

TEOREMA A4. — Per i polinomi di Lucas, valgono le sequenti formule

chiuse:
L, (A + dyL, (2

(A24) > L)yt =y Y

k=n l—y—/ly

< 1- A2yt
A25) LoV y?=—— — 9

< y(1+ y?)
A26 Lo (M) y2htl=—2" "~ °
(A26) 2 LoDy e
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DIMOSTRAZIONE. — Le formule elencate nel teorema si riducono, per 1 =1,
alle funzioni generatrici riguardanti i numeri di Lucas classici.

Come abbiamo visto in precedenza, la prima riguarda la coda della serie.
Per dimostrarla, basta moltiplicare la somma per il denominatore a secondo
membro, ottenendo:

(1 —Y - lyZ) kz Lk(/l) yk = ynLn(/l) + lernLn+1(l) - y1+nLn(i)

+ k; {L2+k(l) _L1+k(l) _lLk(l)} yk+2'

Quest’ultima, utilizzando la relazione ricorrente (Al9), diventa proprio il nu-
meratore della destra.
Ricordando che:

g(y) = (1 + Ay®) f(y)

le formule (A25) e (A26) discendono rispettivamente dalle seguenti

M:iL (i)y2k=(1+1y2)f(y)+ﬂ_y)
2 Py 2

9P —9(=y) _ 3 2h+1_ o S —f(=y)
B —kgoLsz(l)y =1+iy )—2

secondo la dimostrazione delle (A16) e (A17). =

Inoltre, ci sono due formule esplicite che generalizzano le formule classiche
riguardanti i numeri di Fibonacci e Lucas.

ProposizioNE Ab. — (Due formule esplicite).

A=p(1+y) (1+y)n+1_(_y)1+n

A2 F,(1
(A27) n(4) 152,

A=y(1+y)

(A28) L,(1) T+py)+(=y), n>0.
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DIMOSTRAZIONE. — Scomponendo le funzioni generatrici in frazioni parziali

1 1

1—y—y1+y)y2  A+yp{l—y(l+y)}

1 1+y N y
142y | 1—y(1+7y) 1+yy
L+y(1+y)y® 2—y

+
1—y—y(1+py® T+y{l -y +y)}
1 1
+ +
1-y(1+7y) 1+yy

otteniamo immediatamente le formule esplicite secondo le espansioni delle se-
rie geometriche. ®

Quando A =1, & facile vedere che y:= (/5 —1)/2, e quindi:

(A29) F,L:%[(1+2\/5)’1+1_(1_2\/5 )nﬂ]

(A30) an[(Hz\/g )+(1_\/5)} n>0

2

che sono proprio le note formule esplicite dei numeri classici di Fibonacci e
Lucas.

B. - Polinomi incompleti di Fibonacci.

Limitando superiormente le somme binomiali nelle definizioni dei numeri
di Fibonacci e Lucas, Filipponi [5] definisce le corrispondenti classi di numeri
incompleti. Introducendo un nuovo parametro A, possiamo generalizzare i nu-
meri incompleti di Fibonacci definendo i polinomi incompleti di Fibonacci co-
me segue:

m

(B1) F,()=> (" k)/lk, 0<m<n2.
’ k=0 k
Nel caso in cui 4 =1 si ottengono i numeri incompleti di Fibonacci; se si pone
successivamente m = [#/2], la parte intera della frazione 7/2, si ritorna ai nu-
meri di Fibonacei classici.

Per calcolare la funzione generatrice di F',, ,,(4), richiamiamo il metodo del-
la serie formale di potenze ridondanti introdotto in [1]. Supponiamo per il mo-
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mento di eliminare la condizione 0 <m < n/2 su m. La funzione generatrice
o0
QD(Q’}, ?/) = E Fm,n(l) me/n
m,n =20

che otterremo in questo caso conterra, quindi, dei termini in piu rispetto a
quella che otterremmo se non togliessimo la suddetta condizione su m. Per
questo motivo chiameremo ridondante questa funzione generatrice, per la
quale vale il seguente:

TEOREMA Bl. — (Funzione generatrice ridondante).

1

B2 D(x, = .
B2 ) = T =y = aay®

DIMOSTRAZIONE. — Per mezzo della serie formale di potenze (vedi [3] e [9]),
possiamo procedere come segue:

o= 2 2 (" ) ey

m,m=0%k=0
> (n—k
— 2 /’{kxm Z ( ) yn
0<sksm< n=0 k
Operando la trasformazione n =2k + 7 nella seconda sommatoria si ha:
i(n_k)y”=y2ki(k+i)yi= y2
n=0 k i=0 k (1 _y)k+1

dove nell’ultimo passaggio si e sfruttato 'espansione binomiale. Continuando,
quindi, si ha che:

lkxm, 2k kel ik 2k kil
¥y Y 2 o™
osk<m<oe (I—gy)™t =0 (1—y)rttm=rk

B 1 . {lxyz}k
CA-w)(1-—y) isol1—y

1
(1—-2)(1—p{1—Awy®/(1—y)}

cioé la funzione generatrice desiderata. ™

D(x, y) =

Sviluppando prima solo rispetto alla variabile x e poi solo rispetto alla y, ot-
teniamo rispettivamente la funzione generatrice orizzontale e la funzione ge-
neratrice verticale. Per esse valgono le seguenti proposizioni:
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ProrosizioNE B2. — (Funzione generatrice orizzontale).

< 1 2/l — m+1
(BS) OFm,n(A)yn: — { Y /( y)} )

n=

1-y—ly® 1-y -2y
DiMOSTRAZIONE. — Ricordando la dimostrazione del teorema precedente, si
puo notare che:

[xm] /lk%kka

1—xiz0 (1—y)t?

Ay m+1
@ g 1-{2)
_ A%y _ 1-y

_k=0 (l_y)kJrl 1_?/_1?/2

[x™] D, y) =

che non e altro che la tesi della proposizione. ®
Analogamente, considerando la variabile y, si ottiene la seguente:

ProposiZzioNE B3. — (Funzione generatrice verticale).

= 1 -k
(B4) 2 F, ()" = > (" )(W.
m=0 ’ 1—wk=0\ Lk
DIMOSTRAZIONE. — Ricordando che
1
= D (y + Ay

1 - (y+Axy®) k>0

,7=0

R AN )

( ]) yz(/'nyz)]
1

allora si ottiene:

[yn] (p(x’ ?/) — ]Fyn] 2 (1:]) lixiyz”j

— X i,j=0

_ ! z("f’i)mz‘

1—xi=o0\ 1

dove T'ultima formula si deduce facilmente anche dalla definizione dei polinomi
incompleti di Fibonacci. =
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Da questa dimostrazione, possiamo manipolare la serie multipla come
segue:

1
(1-2){1— (y+Awy®}

=Dt > (H.j) Y Gay?)
1

E=0 0,720

(P(x, ?/) =

arrivando alla seguente formula:

- b\ o
(B5) D, )= (l ])/Wac”k?/m“
a 0

i, k= 7

che é la serie formale di potenze.

C. - Polinomi incompleti di Lucas.

In modo analogo a quanto fatto con i polinomi di Fibonacci, possiamo defi-
nire i polinomi incompleti di Lucas come segue:

n
n—=k

S -k
(Cl) Lm,n(l) = E (n i ) /lk, 0<m<n/2.
k=0

Nel caso in cui 4 = 1 si ottengono i numeri incompleti di Lueas introdotti da Fi-
lipponi [5]; se si pone anche m =[n/2], si ritorna ai numeri di Lucas
classici.

Il primo passo & trovare una relazione che leghi F,, , (1) e L,, ,(1). Osser-
vando la (A23), si deduce immediatamente che:

Ly 2 () = E(”;k) JLEY ("_1_’“)1’“

k=0 k=0 k-1

m _ k m—1 —92_ l
ST )
k=0\ k =0 l
Quindi vale la relazione:
(02) Lm,’n(/l) = Fm,’n (/1) + lmel,nfz(;L)

che conduce facilmente alla seguente equazione funzionale:

(C3) Y, y) = (1+ Axy?) ®(x, y)
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dove la funzione generatrice ridondante & definita da

Y(x,y) = 2 OLm,n(l) xmy".

Combinando con la (B2), si ha il seguente risultato:
TEOREMA Cl. — (Funzione generatrice ridondante).

1+ Axy?®
1 -2)(1-y—lwy?)

(C4) Y(x, y) =

Anche per i polinomi incompleti di Lucas é possibile studiare le funzioni gene-
ratrici orizzontale e verticale. Esse sono determinate dalle seguenti proposi-
zioni:

ProposizioNE C2. — (Funzione generatrice orizzontale).

- 1+ Awy? 2 - Ay? "t
(C5) Ly () y" = - Y 2{ ! } .
0 1-y—Ay 1-y—-Ay= 11—y

n=

DiMOSTRAZIONE. — Ricordando la relazione (C3), si ricava subito il coeffi-
ciente come segue:

[x™] W(x, y) = [x™] P(x, y) + lyz[ﬂcmil] D(x, y)

1+y®  2-y { Ay }m”
1—-y—Ay? 1-y—Iy:l1—y

grazie all’equazione (B3).

ProrosizioNE C3. — (Funzione generatrice verticale).

(C6) S hoaar=— > " (";k)uac)k.

m=0 l—xkaon—k

Di1MOSTRAZIONE. — Come nella dimostrazione della proposizione preceden-
te, si deduce che

[y"] Wz, y) = [y"] D(x, y) + Axly" 2] D(x, y)

l—-xrz0n—*Fk

viste la Proposizione B3 e la relazione (A23). =
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Analogamente alla relazione (B5), si stabilisce la seguente serie formale di
potenze

S 2049 (i4+5\ .. o
€7 P, y) = D, o .J( ,J)Mc”’“yz”f
k=0 i+j \ i

grazie alla (C3).

D. - Funzioni generatrici naturali.

I polinomi incompleti di Fibonacci {F,, , (1)} definiti in (B1) hanno dei
coefficienti in numeri naturali. Pero i coefficienti binomiali

n—m 2m—-1—n
S R

m m

sono alternati. Limitando gli indici m ed n (concernenti rispettivamente le po-
tenze delle variabili x ed y) con la condizione 0 <m < n < «, la corrisponden-
te funzione generatrice bivariata viene chiamata naturale; essa ¢ data da:

(Dla) ple,y):= 2 F,,Q)x"y"

O0smsn<w

(D1b) = 2 x"y"[a"y"] Dlx, y).

Osmsn<w

Secondo la (B5), si ha che:

©

1+
D(x, y) = 20( j) Algithy?ini

i,

Trasformando la condizione 0 < m < n < o sugli indici della doppia somma in
1+ k<2i+j, cioe k<1+j, si puo scrivere che

~ +7\ .
(,25(90,?/): Z (Z ]) /'szzy21+]2 .’)Ck
i,j=0\ 1 k=0
1 < i+
— E {1 x1+z+]} lzxzy%ﬂ
— X i,j=

1 { 1 3 x }
1—a | 1-y—Aey® 1—wxy—icly?)’

Effettuando qualche semplificazione di routine, otteniamo il seguente
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TEOREMA D1. — (Funzione generatrice naturale).

1

D2 , = .
©®2) @ y) (1—y—Aey®)(1 —ay — Axly?)

Analogamente si pud definire la funzione generatrice naturale bivariata per i
polinomi incompleti di Lucas come segue:

(Dga) 1/)(90, ?/) = E m n(l) xm "

0sm<n<ow

(ng) — Z xmyn[xmyn] III(QC, y)

0sSm<n<x

Bisogna osservare che, in questo caso, la condizione che lega m ed n € una di-
suguaglianza stretta; questo percheé se fosse m = n, 'equazione (C1) perdereb-
be di significato salvo ulteriori precisazioni.

TEOREMA D2. — Funzione generatrice naturale.

y(1+2xy)
(1 —y— Awy®)(1 —xy — Ax?y?)

DIMOSTRAZIONE. — Secondo la (C7), si ha che:

<~ 2047 [i+]\ .. . L
'1/(;)(;’ y) = z .Z ‘7 ( '7) )lel+ky22+]-
i,j,k=0 1+ 1

Affincheé sia rispettata la condizione 0 <m <n < « sugli indici, deve essere
1+k<2i+], cioe k<i+j. Allora

i+j—-1

W, ) = 2it] (H]) Alwiy?iti 2 xk

i+7>0 ’L—I—] 7

2i+j(i+j)1—ac”7il P2
i,j=0 1+] ) 1-=x

Osserviamo che per due variabili U e V, si ha:

1+U
——=(1+U Uivi
1-U-V ( )7120( ) )

20+ (z +j) iV
i,j20 14+]

1
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Quindi, si ottiene

1/1(90, ?/) =

1—x | 1—y—Awy? 1—xy—ix?y?®

1 { L+dey® 1+ ’y? }
Semplificando, otteniamo la funzione generatrice naturale del teore-
ma. u

Il teorema che segue esprime una formula chiusa per la funzione generatri-
ce naturale relativa ai polinomi incompleti di Fibonacci.

ProposiziONE D3. — (Funzione generatrice univariata).

m

D52) 3 R, @yt = —

1 _ y _iyZ {Fm(l) + /lyFm—l(/l)}

/'Lerl 2m+2

— y .
(1 —y—/lyz)(l _y)m+1

(D5b)

DIMOSTRAZIONE. — Riscrivendo ¢(x, y) in frazioni parziali e poi richia-
mando la funzione generatrice (A12), si risulta

m 1
[x™] ¢, y) = L ]{ - ° }

1—x(1-y—JAwy? 1—xy—Ixiy?
[xm] lnx’rLyZW 2
= — Fn(ﬂ)ﬁﬁn n
1—9{,‘[%20 (]_—y)"+1 n=0 Y
) YA, NP
n=0 (1—y)"’+1 n=0 " '

Esaminando a parte la prima somma si vede che:

2 ym+1
m " 2n m 2 \n 1—{ 4y }
Ay 1 { Ay } B 1-y
n=0(1—y)n+1 1—y12=0 l—y ]_—y—;[yz
il m+1,,2m+2
Y
= 2 F,()y" - :
ne0 Y (l—y—lyz)(l—y)m“



FUNZIONE GENERATRICE E POLINOMI INCOMPLETI ECC. 303

Ricapitolando, quindi:

lerl 2m+2

"] g, 1) = > FuW)y" - 2 :
v ¢9€ Y n=m Y (1—?/)"”1(1—?/—/1?/2)

Ricordando la (Al15), si ha la tesi. =

Notando che

(D6) y(x, y) =y(1+ 22xy) p(x, y)
si procede come segue
ym+1 y{lyZ/(l_y)}m+1
[x™]y(e, y) = ———{F, Q)+ AyF,, (D)} —
1/) Y l—y—iyz{ Y 1 } l_y_lyz
22 m+1 2 2 ! 2/(1_ )m
+y—Z{mel(l)_*'/lymez(/’{)}_ y { y Zy } .
1-y—Ay 1-y—Ay

Secondo le relazioni ricorrenti (A10) e (Al8), si deduce
Ll +m(/l) = Fl +m(l) + /’{me l(i)
=F,(A)+2AF,,_1(1)

che ci porta alla seguente funzione generatrice:

ProprosiZIONE D4. — (Funzione generatrice univariata).

y1+m
(D7a) > L)y = ALy 1) + 2yL,, ()}
n>m 1—2/—/1?/
2-y 2 m+1
(D7b) -—— A=y
—y—Ay

E. - Funzioni generatrici condizionate.

Per i polinomi incompleti di Fibonacci {F,, ,(4)} definiti in (B1), si ha che
F[n/Z],n(i) = F[l-%—n/Z],n(/l) =...= Fn,n(/l)

perché

n—m
( )zo, [n/2] <m <n.
m

A questo punto, denominiamo condizionata la funzione generatrice corrispon-
dente alla condizione 0 <m < n/2 < oo sugli indici m ed n. Allora essa e data
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esplicitamente da:

(Ela) ¢*(9€, y) = 0< ;:/2< m, n()') xm "
(E1b) = > xmy"lamy"] D(x, y).

0sms<snl2<x

TEOREMA El. - (Funzione generatrice condizionata).
(1= Awy®)?
(1—y — Awy®{(1 - Awy®)? — ay?®}

(E2) P, y) =

DiMOSTRAZIONE. — Con la formula (B5) si era trovato che:
= 14+7\ . .
@(96',?/): 2 ( ]) /1296'7'+ky27'+J-
i,J,k=0 1

Ricordando che deve valere la condizione 0 < m < n/2 < o, in questo caso essa
diventa ¢ +k <1 +j/2, cioé k <j/2. Quindi si ha:

¢*(90,y)=§; (ZIL )/lz 1,,20+] Qﬁk

0<k<j?

I A
— Z x ( j)ll.’)c?y2l+]

i,j=0 1—x )
© 1_x1+[.7'/2] J
= E y 2\j+1
j=0 1-2  (1-Axy®)™
_ 1
(1—x)(1—y—Avy*?)
v & i1y

125 (1—Awy?)/*1’

A questo punto bisogna separare l'ultima somma in due parti, a seconda che
I'indice j sia pari o dispari:

. . N
wl Py 2{ L why }

=0 (1 _/lxyZ)]Jrl (1 lxy2)1+27 (1 _/'nyZ)ZJrZ]

1ty eyt wly¥
(1—Axy?)? j=0 (1 —day?)¥

1+y— Awy?

N (1 - Awy?)? —axy?
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Quindi

1

B (1 +y — Axy?)
(1—a){(1 - Awy?? — wy?}

la cui fattorizzazione risulta dalla funzione generatrice del teorema. ®

Lo stesso discorso si puo fare per la funzione generatrice condizionata rela-
tiva ai polinomi incompleti di Lucas. Denotiamo con

(E3a) 1/)*(9(:7 2/) = Z Lm, n(l) mmyn

0sSm<sn2<w

(Egb) — E xmyn[xmyn] W(OC, ?/)

0smsnl2<x
Notando la relazione (C3), si deduce che
(E4) Y@, y) = (1+Awy?) ¢, y)

perche il fattore (1 + Axy?) non modifica la condizione sull'indice della somma.
Il risultato viene evidenziato dal seguente:

TEOREMA E2. — (Funzione generatrice condizionata).

(E5a) Ve, )= 2 Ly,Aa"y"

0s<m<sn2<w

B (1 + Aey?)(1 — day?)?
- y — Ay ®){(1 — day?)? —ay?}

(E5b)

I prossimi ed ultimi due risultati riguardano le funzioni generatrici condizionate
univariate per i polinomi incompleti di Fibonacci e di Lucas, rispettivamente.

ProrosizioNE E3. — (Funzione generatrice univariata).

2m
(E6a) D Fm, Sy = y—“{FZW(l) +AyF2m_1(l)}
—AY

n=2m -y

/Ierl 2m+2

Y
(1 _?/_/lyz)(l _y)erl :

(E6b)
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DiMOSTRAZIONE. — Ricordando la (E2), non e difficile verificare che 1e-
spressione della funzione generatrice si puo scomporre in frazioni parziali an-
che come segue:

1 1— Ay ? + Awy® Ay?
Bty 1) = — [ e }

(1-Axy?)?—ay? 1—y— day?

Sviluppiamo separatamente i due termini dentro la parentesi. Il primo
diventa:

(1= 2xy?) + Awy?® -
(1_/1;22)2_%;/2 :kZOsz(/l) x kg 2k

+AZFW<M g2

tenendo conto delle (A16) e (A17).
Il secondo termine si esprime facilmente in serie geometrica

il

].—y ;ny =0 )k+1 :

k+1 k 2k +2

Riassumendo le due espressioni sopra ottenute, si ricava

Z Frp () y" =[x ¢4 (2, y)

I EA 1—Jwy® + dwy® y?
1—y—Ay? | (1—dwy?? —wy® 1—y—Awy?
2m /'{m-%—l 2
= AR () Ay, () - —
1—y—2y (I—9)™

cioé la formula della proposizione. ™
Analogamente per i polinomi di Lucas vale la seguente:

ProposizIONE E4. — (Funzione generatrice univariata).

2m

ET) 2 L)y = —— o { L (1) + AyLay 1 (D)}
1-y—2y

n=2m

2_ /1 2 m+1
(Eb) - Y 2{ Y } .
1-y—2y Yy
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DIMOSTRAZIONE. — Sfruttando la dimostrazione precedente, si riformula la
funzione generatrice (E5b), secondo la (E4) come segue:

1+ Aay? 1—Adaey® +dey® Ay?
1—y—Ay?| Q—Awy®’—ay? 1-y—Awy?|’

Yy(x,y) =

Trattiamo separatamente i due termini dentro la parentesi. Il primo diventa:
(1=2%22y") + Awy (1 + Ay ?)
(1 - Axy?)? — ay?®

= D) Loy (h) alty
k=0

+4 2L2k+1(l)ﬂc y2k+3

grazie alle (A25) e (A26).
I1 secondo termine si sviluppa facilmente in serie geometrica

A 2 1+ Ax 2 had k, 2k+2
2/(—?/):(1+/1xy2)2L
=0

l—y—imyz )k+1

ko, 2k+2

lk+1
=(2- y)Z—

)k+1

Mettendo insieme le due espressioni, si ottiene

2 Lm,n(/l) Z/n = [xm] 1/)*(90’ y)

n=2m

L™+ Aay®) [ 1—Awy? + Aay?® B P }

1—y—2y? | A—Jwy??—ay® 1—y—lxy?

2m

Y
=—— 1Ly, (A) + AyLy,, (1) —
1—y—ly2[ 2 YLz, —1

la formula della proposizione. ™

(2 _y)/1”2+12/2
(1 _y)m+l

Quando A =1, le ultime due funzioni generatrici (E6) e (E7) conducono alla
versione corretta del teorema sulle funzioni generatrici relative ai numeri in-
completi di Fibonacci e Lucas, dovuto a un lavoro recente di Pinter e
Srivastava [8].
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