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Abstract

Steingrimsson (Preprint, 1999) has recently introduced a partition analogue of Foata—
Zeilberger’s mak statistic for permutations and conjectured that its generating function is equal
to the classical g-Stirling numbers of second kind. In this paper, we prove a generalization of
Steingrimsson’s Conjecture 12.

Résumé

Steingrimsson (Preprint, 1999) a récemment introduit un analogue en partitions de la statis-
tique mak de Foata—Zeilberger pour les permutations et conjecturé que leur fonction génératrice
est égale aux g-nombres de Stirling de seconde espéce. Dans cet article nous démontrons une
généralisation de la Conjecture 12 de Steingrimsson. (©) 2002 Elsevier Science B.V. All rights
reserved.
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1. Introduction

Les g-nombres de Stirling de seconde espece, notés Sy(n, k), sont définis par la
relation de récurrence:

k—1 :
S,(n— 1,k — 1)+ [k].S,(n — 1,k) si 1<k<n,
Sn= 17 )+ e =Lk ()
Onk sin=0 ou k=0,
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ou[kl,=1+g+---+ g*~! pour tout entier k> 1. Carlitz [1] et Gould [7] ont étudié

pour la premicre fois ces nombres sous la forme §q(n,k):q_(§)Sq(n,k). Dans les
derniéres années, beaucoups d’auteurs ont cherché des interprétations des g-nombres
de Stirling §q(n,k) et S;(n, k) dans différents modeles tels que les partitions, fonctions
a croissance restreinte [10-14], placement de tours [9,6], 0-1 tableaux [8,2] et juggling
patterns [3].

Une partition en k blocs de [n]={1,2,...,n} seranoté n=B;—---—By, ou By,...,B;
sont les blocs classés par ordre croissant de leurs plus petits éléments. On note %I‘
I’ensemble des partitions en k blocs de [n]. Etant donnée une partition © de [n], on
répartit les entiers de [n] en quatre types de la maniére suivante:

e un ouvrant est le plus petit ¢lément d’un bloc de =,

e un fermant est le plus grand élément d’un bloc de =,

e un passant est un élément ni ouvrant ni fermant d’un bloc de © non réduit a un
seul élément,

e un singleton est 1’élément d’un bloc de 7 qui n’a qu’un seul élément.

L’ensemble des ouvrants, fermants, passants et singletons de 7 sera noté respectivement
par O(n), F(n), P(n) et F(n). 1l est évident que ¥ (n)=0(n)NF(n).
Rappelons qu’un mot w € [k]" est une fonction a croissance restreinte s’il satisfait
les conditions suivantes:
wi=1 et w;<max{w;: 1<j<i}+1 pour tout i€ [n].

A toute partition m=B; — --- — By € 2% on peut associer une fonction a croissance
restreinte w(m)=w;w,...w, ou w; est ’indice du bloc de m contenant 1’entier i pour
i€[n].

Exemple. Si n=148-2-379-56, alors 0(n)={1,2,3,5}, Z(n)={8,2,9,6}, P(n)
={4,7} et S(n)={2} et w(n)=123144313.

Suivant Steingrimsson [11] on définit les huit statistiques coordonnées sur 22¢ comme
suit:

ros(n) =#{j € O(n)|i>j, wy>w;},
rob(n) =#{j € O(n) |i<j, w;>w;},
resi(m) =#{j € F(n) |i>j, wy>w;},
rebi(m) =#{j € F(n) |i <j,w;>wi},
losi(m) =#{j € O(n) |i>j,w; <wi},

loby(n) =#{j € O(n) |i < j,w; <wi},
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lesi(n)=#{j € F(n)|i>jw<w},

lebi(n) =#{j € Z(n)|i<j,w <w;}.

On définit ensuite les huit statistiques ros, rob, rcs, rcb, lob, los, Ics et lcb comme
la somme de leurs coordonnées, par exemple, ros(n)= ) ros;(m).

Remarque. ros est ’abréviation en anglais pour “right, opener, smaller”, de méme lcb
est celle pour “left, closer, bigger”, etc (voir [11]). Certaines de ces statistiques ont été
introduites dans la litérature sous différentes formes, comme les statistiques /b, Is, rb
et s de [13, section 2], les statistiques I™ et I™ de [9, section 4] et la statistique inv
de [10, section 4]. Plus exactement, on a les relations suivantes:

ros=1b=1" =inv, Icb =rs,

los=1s=1", rcb=rb.

D’autre part on voit facilement que la statistique lob(7)=0 si les blocs de 7 sont
classés par ordre croissant de leurs plus petits éléments. Elle ne sera utile que si les
blocs de 7 sont classés dans un ordre arbitraire.

Inspiré par la statistique mak de Foata et Zeilberger [5] sur les permutations,
Steingrimsson [11] a introduit les analogues en partitions suivants:

Définition 1. Pour tout 7 € P*

n>

on pose
mak(n) =ros(n) + lcs(m), Imak’(n) = n(k — 1) — [lcb(x) + rob(n)],
mak’(7) = lob(r) + rcb(n), Imak(n)=n(k — 1) — [los(n) + rcs(m)].

Donnons un exemple de calculs des statistiques précédemment définies.

Exemple. Soit t=148 —29 —37 — 56, alors on a:
= 148—-29-37-56 n= 148-29-37-56
ros;: 023 02 01 00 Iecb;: 000 10 22 33
les;i: 000 01 00 00 rob,:310 20 10 00
lob,000 00 00 00 los; 000 11 22 33
recb;: 331 20 10 00 res;: 002 02 01 00

On en déduit donc d’apres la définition:

mak(n)=8+1=9, Imak'(n)=27— (11+7)=09,

mak/(7) =0+ 10=10, Imak(r)=27 — (12 + 5)= 10.
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Les g-nombres de Stirling ont été obtenus pour la premicre fois comme fonction
génératrice dans [9], en termes de statistiques /Y et I™. Puis, quatre variantes de
ces statistiques ont été introduites dans [13]. Celles-ci ont été ensuite étendues aux
huit variantes dans [11], vraisemblablement épuisant toutes les possibilités d’exploiter
I’indice d’inversion d’une partition. Toutes ces extensions ont ét¢ obtenues par mod-
ifications triviales de définitions; or, I’étude des distributions conjointes, comme dans
[13], ou celle des statistiques mélangées, comme dans [11], montre que ces extensions
méritent d’étre étudiées.

On pourrait distinguer deux types de statistiques sur 22*: celles dont la vérification de
la récurrence (1) est facile et celles dont la vérification de la récurrence (1) est difficile
[13]. Par exemple, il est facile (voir [9]) de vérifier que Znef/gk g™ satisfait (1).
D’autre part, il existe des statistiques ayant pour fonction génératrice S,(n,k), mais la
récurrence (1) s’avere plus difficile a vérifier (voir [13]). Dans cet article nous étudions
quelques nouvelles statistiques du dernier type sur 2% ayant pour fonction génératrice
Sy(n, k). En effet, cet article a été motivé par la conjecture suivante de Steingrimsson
[11, Conjecture 12]:

Conjecture 1 (Steingrimsson [11]). Les quatre statistiques mak, Imak, mak’ et Imak’
ont pour fonction génératrice sur #* les g-nombres de Stirling Sy(n, k), c’est-a-dire,

k
Z qmak(n): Z qmak/(n): Z qlmak'(n): Z qlmak(n):Sq(n’k).

neh nepk nepk ek

Il se trouve que la statistique mak’ est égale a la statistique rb de Wachs et White
[13], qui avaient établis, parmi d’autres, le résultat suivant:

D O =5,(n k). )

nEPk

En s’appuyant sur le résultat (2) de Wachs et White, on pourrait démontrer la conjecture
de Steingrimsson ci-dessus a partir des deux théorémes suivants:

Théoréme 1. 1l existe une involution ¢ sur P* telle que pour tout m€ 2, on a
mak(7) = mak’(¢(n)).

Théoréme 2. Pour tout m€ 2% on a
mak(n) =Imak’(n), mak’(n)=lmak(n).

En fait, I’approche que nous proposons dans cet article est indépendante du résultat
(2) de Wachs et White et a permis de trouver une nouvelle statistque mak; généralisant
mak.

Définition 2. Soit t=B; —---— B, € %]‘ et w(n)=w ...w,. Pour tout b € [n] on pose
reb(b, n) =#{a|w,>wpeta>b}. Pour tout / € [k] on désigne respectivement par p(B;)
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et g(B;) le plus petit et le plus grand ¢lément de B;, et on définit
mak;(7) =mak(n) — reb(g(B;),n) + k — L.
On remarque que lorsque / =k on retrouve la mak ordinaire, i.e. mak; = mak.

Exemple. Soit 1=148 —2—379 — 56, alors on a g(B;)=8, g(B2)=2, g(B3)=9
et g(B4)=6. Ainsi:

reb(g(B;),m)=1 = mak;(n)=11,
reb(g(By),m1)=5 = mak,(n)=6,
reb(g(B3),7)=0 = maks(n)=10,
reb(g(Bs),n)=0 = maky(n)=09.
Le théoreme suivant généralise la conjecture de Steingrimsson sur la statistique mak.

Théoréme 3. Pour 1<I<k, on a

Z qmak[(n) _ Sq(n,k)

nEPk

Nous donnons les démonstrations de ces trois théoremes respectivement dans les
trois sections suivantes et terminons 1’article avec quelques remarques sur les problémes
ouverts.

2. Preuve du théoréme 1

Nous avons besoin de quelques définitions supplémentaires. Pour tout ensemble fini
d’entiers B et entier i, on note B(<i) la restriction de B sur [{], qui est soit complet,
si ’ensemble B est inclus dans [i], soit incomplet, si une partie non vide de B est dans
[i] et I'autre partie non vide dans [n]\[{], soit vide si BN [i]=0.

Définition 3. Soit 1 =B; — B, —---— B une partition de Qi,k et To=0. Pouri=1,...,n,
on définit la ¢ trace de @ comme la partition 7; de [{]:

Ty =B(<i) — By(<i) — - — Bi(<i).

On note le nombre de blocs incomplets dans 7;_; par [;(m), et le nombre de blocs
incomplets situés a gauche du bloc contenant i dans 7; par y;(7) — 1.
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Exemple. Si 1 =148 —-2—-379—56, alors les traces, /;(n) et y;(w) sont donnés par:

=1 L=07y=1
T=1--2 L=17y=2
Ty=1--2-3. Li=179;=2
Th=14.-2-3 l43=2 94=1
Ts=14.-2-3.-5. Is=2 95=3

Te=14--2-3--56 le=3 y6=3
T=14--2-37--56 [;=27y;=2
Tg=148-2-37--56 Ilg=2y3=1
Ty=148—-2-379-561l=1yp=1
ou on ajoute un point dans chaque bloc incomplet.
Il est clair qu’une partition est entierement déterminée par ses traces successives

T, T,...,T, ou par la suite (I, 91),...,(L,, y»). D’autre part, pour tout i € [r] on voit
que

Li+#{acO|a>i} +#{ae F |a<i}, sii€ePUZ, @)
1+ L+ #{acO|a>i} +#{ac T

a<i}, siie GU.

D’ou on tire en sommant sur tous les i:

nkz#(9+2(li+#{ae(ﬁ|a>i}—|—#{a€<”/7\a<i}). @)
i=1

Lemme 1. Soit n € 2% une partition fixée, on pose O = 0(n), F;=F(R)\SL(n), P =
P(n), [;=1i(n) et y;="yi(n). Alors on a les identités suivantes:

mak(r)= Y (Li—p)+ Y #aeF|a<il, (5)
i€ZUP i=1

mak'(m)= > (k—yp)+ > (k—1-1)=Y #acF|a<i}, (6)
ieZU? el i=1

ML= Ui+ (7

i€Fy el

Preuve. Pout tout i € [r], comme Ics;(7) est le nombre de blocs complets a gauche du
bloc contenant i dans la i°~trace de 7, on a lcs;(n) =#{a € # (n) |a<i}; d’autre part,
ros;(m) est le nombre de blocs (complets ou incomplets) a droite du bloc contenant
i dans la i°-trace de =, ainsi ros;(m)=1[ — y; si i€ F#UZP et ros;(n)=0 si ie€.
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D’ou la premiere égalité. De méme, comme rcb;(7) comptent non seulement les blocs
incomplets a droite du bloc contenant i dans 7;, c’est a dire [; — y; si i€ Z,UZ et 0
sinon, mais aussi les blocs qui ne sont pas encore créés, soit

k—I; —#{acF |a<i} siieFU2,
k—I;—#{acF |la<i} —1 siiel.

En sommant sur i on obtient la seconde égalité. Enfin, on remarque qu’il y a autant de
fermants que d’ouvrants dans =, et Vi€ [n], ;=0et .1 =1L+ 1 (resp. .= —1)
si i€ (), (resp. si i€ Z). On va construire une bijection de ¢ dans % telle que si
a+— d,alors [,+1=1,. Ce qui démontre clairement la troisiéme égalité. En effet, soit
G={a,....,a} tel que a1 <a,<--- <a,. Comme /,, =0 et [;,=1, ol g est le plus
grand fermant de 7, on définit @; comme le plus petit fermant tel que /,, + 1=1/,.
Supposons ainsi définis les i — 1 fermants af,...,a}_, associés avec les i premiers
ouvrants ay,...,a;—1 respectivement. A a; on associe le plus petit fermant, soit a}, dans
F\ay,....,a;_} tel que [, +1=1,y. O

Grace a la notion de trace, on est maintenant en mesure de décrire une involution
@: P* — PF définie par 1’algorithme suivant:

1. Etant donnée une partition 7 de [n], on partage 1’ensemble [n] en quatre parties
F(n), O(n)=0(n)\F(n), F(n)=F(n)\F(n) et P(n), et on calcule les y; pour
tout i € [n]. Notons f (resp. p) la suite croissante des éléments de Z(m) (resp.
2(m)). On forme alors les deux matrices:

<f><f1 f2~~~fr> (P)(Pl Pz---Ps>
v) Nwon )\ ) o)
2. On commence par définir les quatre ensembles correspondants de 7'
S =n+1-ilieS(n)}, O ={n+1-ilieA(n)},
F' ={n+1-ilien)}, 2 ={n+1-ilicP(n)}. ®

On note que
=00V et F =FUY

Soient f” et p’ les suites croissantes des éléments de Z et &', formons les deux
matrices:

<f’> B (f{ 1 ... f,’-> <p’> B <p1 o pi)
Y Vi Vs oee Vs Y Voo Voeor -+ Vo

3. On commence par construire une partition 7y de ¢, dont les blocs sont tous des
singletons. Un singleton {i} est dit complet (resp. incomplet) si i € &’ (resp. sinon).
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Soit
mo=By — By~ — By,

Supposons ensuite que x1,X,...,X,—; est le réarrangement croissant des éléments
de Z/UZ'. Pour j=1,...,n—k on construit 7; en insérant x; dans I’'un des blocs
de m;_; de sorte que y;j =7x,(7;). Rappelons qu’un bloc de 7; est considéré complet
s’il débute avec un élément de (' et termine avec un élément de F'.

4. Définissons ¢(n) =n' =n,_y, alors L (n')=9", O(n')=0!, F(n')=Z,
78

A=
On vérifie que ¢ est une involution sur Z* telle que Z(@(n))={n+1—i|ic G(n)}.
Exemple. Prenons la partition 1=148 —2 —379 — 56, alors

={1,3,5}, %={8,9,6}, 2={4,7}, S ={2}.

On en déduit donc &' ={9,7,5}, 0! ={2,1,4}, 2?'={6,3} et &’ ={8}. Ainsi on a
f 689 p 47
()-(G0) 0)-3)
et puis

()-G0) (0)-60)

On obtient d’abord les £k =4 blocs (complets ou incomplets) formés des éléments de
@'

mo=1--2-—4.-8.

On insére successivement les éléments i de % U2’ en tenant compte de y; et on
obtient

m=1--23.--4.-8
m=1--23.--45-38
m=16--23.-45-8
m=167-23.-45-8
ms5=167-239-45-38.

Doun'=n5=167 — 239 — 45 — 8. On vérifie que (7') =m=.
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Remarque. On pourrait décrire I’involution ¢ dans le modele des chemins de Motzkin
valués [4]. En effet & chaque partition 7 € 2%, on peut associer un chemin 7(r) définie
comme suit:

e A chaque élément de () (resp. ), on associe un pas nord-est (resp. est) étiqueté 1
(resp. 1%).
e A chaque élément i € % (resp. &), on associe un pas sud-est (resp. est) étiqueté ;.

La correspondance © — ¢@(n) =7’ se présente alors comme une symmétrie par rapport
a l’axe des ordonnées des chemins correspondants ou I’étiquettage de T(n’) est le
suivant:

e Les pas “est” gardent la méme valeur.

e Les pas “nord-est” reste étiquetés 1.

e On étiquette les pas “sud-est” en reprenant les étiquettes des pas “sud-est” de 7'(w)
dans le méme ordre.

Exemple. Soit t=148 —2—379 — 56 alors:

T(r)

A partir du chemin 7(n) on retrouve alors la partition p(n)=167 —239 —45 —8&.
Reste a montrer que mak’(¢(7))=mak(r), ce qui, en vertu du lemme 1, équivaut a:

> U —y,)+Z#{ae la<i}

i€eZU2

= > (kfyl)JrZ(kfl’fl)—Z#{ae?’|a<i}. 9)

ieZ'uP’ i€’

Or la construction de ¢(7) exige que les suites (7;)ic 7+ €t (}:)icy soient respectivement
des réarrangements de (};)iez et (}i)icp. Ainsi, compte tenu des définitions (8) de
F', 0, P, S, F et (¢, I'identité (9) peut s’écrire comme suit:

> l—i—Z(#{ae la<i} +#{acO]a>i}) =nk—> (Ij+1).

ieFUP i=1 i€
En appliquant I’équation (4), on voit que 1’égalité ci-dessus équivaut a:

S+ D= (1 +1). (10)

icC e’
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Remarquant que j € (' si et seulement si j=n+ 1 — j€.%, on déduit de (3) que

li=k—1—-#{acl |a>i} —#{ae F'|a<i}

=k—1-#becF |b<i}—#{bcO|b>i}.

Ce qui montre que I/=1I;sii€ S et I!=1;+ 1 si i€ F'. 1l en résulte que ’identité
(10) équivaut a (7). Ce qu’il fallait démontrer.

3. Preuve du théoréme 2

On commence par quelques définitions et notations. Pour étre cohérent avec les
notations de Steingrimmson [11], on utilise réspectivement les abréviations de right
element smaller, right element bigger et left element bigger pour les statistiques res,
reb et leb.

Définition 4. Soit 7= B;—- - -—Bj, une partition de ?/;,k et b € B; fixé. On définit d’abord,
pour tout i>j, res(b,B;)=#{a€B;|b>a}, reb(b, B;)=#{a € B;|b<a}, et pour tout
i<j, leb(b,B;)=#{a € B;|b<a}; et puis

res(b,m)= Y _ res(b,B;), reb(b,m)= > reb(h,B;), leb(b,m)=>  leb(b,B).

i>j i>j i<j

Enfin on note b; le cardinal de B; pour tout j € [k] et pose

leb(0,m)=Y_ leb(b,m),  res(Z,m)= »  res(b,m).

beW(r) beF (m)
Proposition 1. Pour toute partition n € 2%, on a
mak(r) = Imak’(n) = los(n) — res(Z, ) + leb(, 1),
mak’(n) = Imak(n) = n(k — 1) — los(n) — leb(Z, ).

Preuve. Soit t1=B; — --- — B, eP,,", en utilisant les notations de la définition 4, on
peut réécrire les statistiques les(n) et ros(n) de la fagon suivante:

k—1

les(n) = Z Z (bj — res(g(B;), B;)),

i=1 j>i

k
ros(m)= Y > leb(p(B:),B;).

=2 j<i
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Ainsi, la statistique mak(m) peut s’écrire:

k—1 k

mak(m)=> Y (b —res(g(B,).B)) + > > leb(p(B:).By)
i=1 j>i =2 j<i
k
=>(-Db— Y res(bm)+ Y leb(b,m)
=2 beF (1) beO(n)

=los(n) — res(#, ) + leb(O, n).

D’autre part, on a:

k—1
lcb(w) = Z Z res(g(B;), B;) =res(7, m),

i=1 j>i

k k
rob(m)= Y > " [b; — leb(p(B,).B)]= > (k — j)b — leb(C, m).

=2 j<i j=1
Et donc la statistique lmak’ peut s’écrire:

r k
Imak’(n) = |n(k — 1) — Z (k— i)b,»] —res(#,n) + leb(0, )
i=1

k k
=Y k= 1Db =) (k- i)b,-] —res(Z, 1) + leb(O, 1)

Li=1 i=1

=los(m) — res(#, ) + leb(O, 7).

D’ou la premiére identité. La seconde identité peut étre vérifiée de fagon analogue. [

4. Preuve du théoréme 3

Dans tout ce qui suit on suppose que ( est un sous-ensemble fixé de [n] a &k +
1 éléments avec 1€ (0. Soit 2F1(0) ’ensemble des partitions de 2! ayant pour
I’ensemble des ouvrants (.

Lemme 2. La statistique los + leb est constante sur P¥T1(0). Plus précisément, pour
toute partition © € PXT1(0), on a

los(n) + leb(0,m) = Y (n—x+1).
x€0,x#1
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Preuve. Soit mp =B) —--- — B4 la partition de Pnk“(@), telle que tout non-ouvrant a
soit le plus a droite possible, c’est-a-dire, a € B; tel que p(B;)<a et a< p(Bj41). Alors
toutes les autres partitions 7 de P**!((V) s’obtiennent a partir de 7y par déplacements
successifs des non-ouvrants vers la gauche. Or lorsque ’on déplace une lettre vers
la gauche (de i blocs), los(mg) diminue de i, et leb((,my) augmente de i. Ainsi on
montre que los + leb est constant sur 1’ensemble P**!((). 11 suffit donc de calculer
cette statistique pour my. Clairement leb((, my) =0. Si (x1,...xx41) est le réarrangement
croissant des €léments de (), alors pour tout x; € ¢ le nombre d’éléments qui sont plus
grand que x; et dans un bloc a droite de B; est n —x;.1 + 1 pour i=1,...,k. D’ou le
résultat. [

Pour tout i € [k + 1] et 7€ 2! on pose
stat;(n) =k — res(&, ) — reb(g(B;), 7). (11)
Lemme 3. Pour tout i € [k, il existe une bijection @; sur P¥1(0) telle que:
stat;(m) = stat; ;1 (¢@;()) — 1. (12)

Preuve. Soit 1=B) — -+ — By € Z571(0). On définit 7’ = @i(n)=B] — --- — B},
comme suit: Bj = B; pour tout j#i,i + 1,

) {Bi\{a €Bila>g(Bi11)}U{g(Bis1)} si bip1>1,
B\{a€Bi|a>g(Bi1)} si b =1,
et

, Bii\{9(Bir1)} U{a€Bi|a>g(Bi1)} si b1 >1,
il BiyU{a€Bi|a>g(Bii1)} si by =1

On peut construire de maniere analogue 1’application inverse ¢; ' Donc ¢; est une
bijection. Il reste a vérifier 1’équation (12). On distingue trois cas suivants:

1. Si byy1=1 et g(B;)<g(Bi;1), alors @’ = .

2. Si b =1 et g(B;)>¢g(Bir1) (et donc b;>1), alors il est évident que res(#,n’)=
res(F,m) — 1, et reb(g(B;, ), n") =reb(g(B;), 7).

3. Sibiy;>1, onareb(g(B; ), n')=bij2+---+bry1—res(g(Bl,,),m'), et res(F,n') =
res(7,m) —res(g(B;), ) + biy1 — 1 +res(g(B., ), ).

Il est clair que 1’égalité (12) a lieu dans les deux premiers cas; pour le dernier cas,
I’égalité (12) découle du fait que res(g(B;),n) + reb(g(B;), 7)) =bix1 + - -+ + byry. [

Exemple. Prenons i =3, k=3, n=9, 0={1, 2, 3, 5} et fixons B; ={1, 4, 8} et B, =
{2}. Posons mp=148 —2 -3 —5679 et n; = ¢;(n;—1) pour j>1, alors I"application
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de ¢; donne successivement:

partition Istat; 1 — 1|sta;
np=148—-2-3-5679 -3 —6
1 =148—-2-39-567 —6 )
mn,=148—-2—-37-569 -5 -5
13=148—-2-379-56 -5 —4
3 =148—-2-36—-579 —4 -5
;=148 —-2—-369—-57 -5 —4
ng=148—-2—-367—-59 —4 —4
17=148—-2-3679-5 —4 -3

On constate que 7;.3=m; pour j=>0.
Lemme 4. Pour tout i€ {1,...,k} on a

Z qmak(n)Jrkfreb(g(B,H),n) :qi Z qmak(n). (13)

nepktl ne],:.'kjll

n—1

Preuve. On montre d’abord par récurrence décroissante sur i I’identité suivante:

qi Z q—res(ﬂzn) — Z qstat“ I(n). (14)

nepH! (0) nepH! (0)

Pour i =k le résultat est vrai car reb(g(B;+1))=0. Supposons le résultat vrai a 1’ordre
i, alors

i—1 —res(F,m) __ stat;1(m)—1
¢ D =) -

n€B (0) neB ™ (0)

Or le lemme 2 implique

Z qstat[“(n)—l _ Z qstat;(n)'

nePl(0) nePl(0)

n—1

Ce qui nous permet de conclure. Multipliant maintenant les deux membres de (14) par
g2recn D Con déduit du lemme 4:

qi Z qleb((",n)Hos(n)fres(.?,n) — Z qstatl-ﬂ (n)+1eb((‘,n)+los(n).

rep (©) reR 1 (0)
Compte tenu de (11) et la proposition 1, on obtient (13) en sommant sur tous les
ouvrants (/ possibles. [

On est maintenant en mesure de démontrer que la fonction génératrice de mak; sur
2% vérifie la relation de récurrence (1). On démontre d’abord ce résultat pour mak sur
2% 1l est clair que c’est vrai pour n= 1. Etant donnée une partition = € 2%*!, on note
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7’ la partition obtenue en supprimant n. On distingue alors deux cas selon que 7n est
un singleton ou non.

1. n est un singleton. Alors 7’ € P¥ | et on vérifie sans peine que
los(m) =los(n') + &,
leb(O, ) =leb(O, "),

res(F,n) =res(F, ).

Ainsi mak(7) =mak(n’)+%. D ol on déduit la fonction génératrice correspondante:

qk Z qmak(n’ ).

1 = gpk
veER,

2. n n’est pas un singleton. Alors 7’ 6131":’1]. Supposons que 7 soit dans le ™ bloc
de n. Alors

los(n) =los(n') +i — 1,
1eb(0, 1) = leb(O, ')+ k + 1 — i,

res(7, ) =res(F,n') — 1es(g(B:), 1) + biy1 + -+ + by
Ainsi, en vertu de la proposition 1, on a
mak(n) =mak(n’) + k — reb(g(B;), 7).

On en déduit donc, d’apres le lemme 4, la fonction génératrice correspondante:

k
Z Z qmak(n)+k7reb(g(3,-+1),n):[k]q Z qmak(n).

=0 rept| nept
En récapitulant les deux cas précédants, on a:
mak(m) __ k mak(7) mak(7)
> g =4 Y q + [kq g
nepkH! neRk | nepkt]

Ce qui est exactement la relation de récurrence (1) pour les g-nombres de Stirling
Sy(n, k). Donc la fonction génératrice de mak sur PF est Sy(n, k).
Enfin, pour tout / € [k], I’équation (13) équivaut a:

k(m) __ k—I+mak(m)—reb(g(B;),m)
)SRRED o .

nepk nepk

Ce qui montre que mak et mak; sont équidistribuées sur 2.
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5. Remarques sur les partitions ordonnées

Une k-partition ordonnée de [n] est une suite (By,Bs, ...,B;) de k sous-ensembles
de [n] telle que m=DBs1) — Bsp) — -+ — Bo) soit une partition de ?]j,k pour une

permutation ¢ de [k]. Notons @%" I’ensemble des k-partitions ordonnées de [n]. 1l
est évident que le cardinal de 6‘?]@5‘ est k1S\(n, k). 1l s’agit de trouver des statistiques
Euler-mahoniennes sur &%k , 1.e., leurs fonctions génératrices sur (Q%k sont égales a
[£]4'S,(n, k). Certaines de ces statistiques peuvent étre obtenues a partir d’un résultat
de Wachs [12]. Steingrimsson [11] en a proposé d’autres.

Définition 5. Soit t=B; — --- — B € Lf/%k, on définit un ordre partiel sur les blocs
comme suit: B; > B; si toutes les lettres de B; sont plus grandes que celles de B;. On
dit que i est un indice de descente si B;>B;;;. On définit alors bmaj(n) comme la
somme de tous les indices de descentes de 7; et binv(n) comme le nombre de couples
(i,j) tel que i<j et B;>B;.

Steingrimsson [11, Conjecture 13] a conjecturé que si I’on ajoute a bmaj ou binv,
I’'une des statistiques de la définition 1, on obtient une statistique Euler-mahonienne,
c’est a dire:

Conjecture 2 (Steingrimsson). Les statistiques suivantes sont Euler-mahoniennes:
mak + bmayj, mak’ + bmaj, Imak’ + bmaj, Imak + bmaj,

mak + binv, mak’ + binv, Imak’ + binv, Imak + binv.

On remarque que la démonstration de la proposition 1 s’étend mutatis mutandis au
cas des partitions de OP,,k, on peut alors réduire cette conjecture de moitié, i.e., dans
la conjecture ci-dessus, il n’y a que quatre statistiques distinctes. Plus précisément on
a le résultat suivant:

Proposition 2. On a les égalités suivantes:

mak + bmaj = Imak’ + bmaj, mak’ 4+ bmaj = Imak + bmaj,
mak + binv = lmak’ + binv, mak’ + binv = Imak + binv.
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