Europ. J. Combinatorics (1998) 19, 507-518
Article No. €980207

Moments des Polyndmes Orthogonaux Unitaires de Sheffer Généralisés
et Spécialisations'

ARTHUR RANDRIANARIVONY

Recently, Zeng has given a combinatorial interpretation of the moments of g-Laguerre and
g-Charlier polynomials. On the other hand, generaizations of Laguerre polynomials have been
studied by A. de Médicis and Viennot, Simion and Stanton. In the present paper, by using the
same methods, we propose to answer the question of finding a combinatorial interpretation of the
moments of a sequence of some orthogonal polynomials, which was originally raised by Zeng in
his unpublished note in 1992.
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1. INTRODUCTION

Le principal résultat de cet article est de proposer deux interprétations combinatoires,
en termes de statistiques sur les permutations, des moments des polyndmes orthogonauix
unitaires

Pry1(X) = (X = bn) Pa(X) = AnPa-1(X) (N = 0) D
avec les conditions initiales P_1(x) = 0, Pp(x) = 1.
Dans la formule ci-dessus,

bn = (@ln + 1; alr.s + bIn; Blew)x™,  An = cdin; y1pgln: wlywx2" 1 )

ol [n; alpg =ap” 1+ p"2q+--- + pg" 24+ gL

Rappelons [4] que, s L est la fonctionnelle linéaire définie par £(1) = 1 et L(Ph(X)Pn
(X)) = 0 pour n # m, aors un, = L(x") est le moment d’ordre n de ces polyndmes
orthogonaux.

Selon les méthodes classiques, développées particulierement par Flgjolet [8] et Viennot
[19], les moments sont des fonctions génératrices des valuations des chemins de Motzkin
ou chague pas Nord-Est (resp. Sud-Est, Est bleu, Est rouge) de niveau k a pour valuation
ak (resp. Bk, ve, v) de telle sorte que by = ax—18k €t Ak = ¥ + ¥ la vauation d'un
chemin étant e produit des valuations de ses pas.

Le probleme est aors équivalent & la donnée d'une interprétation des coefficients du
développement de Taylor de la Jraction continue avec les paramétres by, et Ap.

L e probléme a été antérieurement &tudié par plusieurs auteurs[1, 2,6, 12, 14,17, 18, 21, 22]
dans divers cas. En 1989, Zeng [21] a dérivé un g-analogue des moments des polyndmes de
Laguerre en combinant un g-analogue de la formule de Gauss et une bijection de Dumont—
Kreweras. Plus récemment, de Médicis et Viennot [2], d’'une part, Simion et Stanton [17],
d’autre part, ont appliqué les bijections de Francon—Viennot et de Biane-Foata—Zeilberger,
qui sont équivalents selon la hijection de Clarke-Steingrimsson—Zeng, pour obtenir des
résultats analogues. De plus, Dumont [7] a donné une preuve combinatoire du résultat de
Zeng en utilisant la bijection de Biane.

Dans sa note non publiée en 1992, Zeng avait soulevé la question de trouver une
interprétation combinatoire des moments des polyndmes orthogonaux unitaires avec les
paramétres (2).

TCet article est dédié a D. Stanton.
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Le principal objectif de cet article est donc de répondre a cette question, en utilisant les
mémes méthodes que celles de ces susdits auteurs.

Dans [17], Simion et Stanton ont &udié le méme probléme pour une suite de polyndmes
orthogonaux avec les paramétres

bh = (@n+ 1ls+ bnl,u), An=abnlpqlnly,w. ©)

Ceci est équivalent a(2) pour a=c,b=deta =8 =y = u = 1. Pour cela, en faisant
la substitution suivante dans (3):

b <« bx, 8 < 6x pouré efr,st,u,p,q,v, w},
les coefficients deviennent
bn = (@[n + s + b[NlLwX",  An = cd[n]pg[nly,wx® 2 @

Ils ont montré que les moments des polyndmes orthogonaux avec les parametres (3) ont
pour interprétation

un(S9 = Z arun(ﬂ)bn—run(ﬂ)r|Sg(Sing)(7T)t|Sg(00nt)(7r)plsg(Op)(n)vlsg(clos)(n)

TES ) (5)
STSY(SING) () yrsg(cont) () g rSY(0p) ()., SY(clos) ()

Ces statistiques sont définies [17, 18] comme suit.

Soient 7 une permutation de [n], considérée comme un mot de n lettres, et S-S
sa décomposition en une suite de séquences croissantes maximales. On note r = run(r).
Si lastquence § (1 <i <r) ne contient qu’ une seule lettre, cette lettre est appelée double
descente de 7 (ou ‘singleton’); si elle est de longueur > 2, ses premiere et derniere lettres
sont dites respectivement creux (ou ‘opener’) et pic de 7 (ou ‘closer’) et les autres lettres
doubles montées de = (ou ‘continuation elements’).

On note sing(sr) le nombre de doubles descentes de r; on définit de méme op(xr), clos(r)
et cont(r).

Pour tout i € [n], Isg(rr; i) (resp. rsg(rr;i)) désigne le nombre de sequences de = em-
brassant i et situées a sa gauche (resp. a sa droite), ¢’ est-a-dire, si i est dans la séquence S,
aorslsg(rm;i) =#{j <1/ min§; <i < maxS§j}, (resp. rsg(m;i) = #j > 1/ min§ <
i < maxS§j}).

On pose

Isg(m) = Y Isg(m: i), rsglr) = Y rsg(m: ).
ie[n] ie[n]
Isg(sing)(;r) désigne la somme des Isg(rr; i) sur toutes les doubles descentes de . On
définit de méme les statistiques Isg(op) (). .., rsg(sing) () - - -.

Nous notons Orsg(rr) le nombre desi tels que rsg(rr; i) = O, et par analogie, Orsg(sing)
(), par exemple, désigne le nombre de doubles descentes i de 7 telles que rsg(rr; i) = 0.

Dans[2], de Médicis et Viennot ont défini les statistiques ‘ croisement’ et * paire imbriquée’
sur les involutions sans point fixe. Nous gardons ces appellations mais en modifiant leurs
définitions sur les permutations quel conques.

Nous appelons croisement d' une permutation o tout couple (i, j) vérifianti < j <o (i) <
o(j)ouc(i) <o(j) <i < j. De méme, une paire imbriquée de o est un couple (i, j) tel
quei < j <o(j)<o()oua(j) <o(i)<i < j.On note respectivement cr(o) et pbr(c)
le nombre de croisements et le nombre de paires imbriquées de o.
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Si (i, j) est un croisement ou une paire imbriquée de o, I’élément o (k) tel quei < | <
ok) <o()ouo(l) <o(k) <i < j,aveck,l €{i, j}, est dit é&ément distingué de o pour
@i, ).

Par analogie aux précédentes, on note cr(cc)(o) le nombre de croisements de o pour
lesquels les ééments distingués sont des creux de cycle de o. On définit également les
autres statistiques: par exemple, pbr(dmc) (o) désigne le nombre de paires imbriquées de o
pour lesquelles les éléments distingués sont des doubles montées de cycle de o.

Dans ce présent article, notre but est d'établir les deux théorémes suivants et d’&tudier
quelques spécialisations.

THEOREME 1. Les moments i, (n > 1) des polyndmes orthogonaux unitaires de Sheffer
généralisés dont les coefficients de la récurrence linéaire (1) sont définis par la relation (2)
ont I"interprétation:

Un = Z addc(a)bdmc(a)Ccc(o)dpc(a)asid(ddc)(a)ﬂssg(dmc)(o)y sid(cc) (o)

oeS
x 1 S39(PO) (@) €r(dde) (o) ¢ er(dme) (@) per(co) (), er(pe) (@)

> Spbr(ddc) (o) upbr(dmc) (o) q pbr(cc) (o) w pbr(pc) (o) XD((r) ) (6)

Dans cette relation (6), dmc(o) est le nombre de doubles montées de cycle de o, .. .,
D(o) est la somme des pics de cycle de o moins la somme des creux de cycle de o, sid()
(resp. ssg(rr)) désigne le nombre de saillants inférieurs droits (resp. le nombre de saillants
supérieurs gauches) de n, c'est-a-dire le nombre des i tels que, pour tout j > i (resp.
j <i),m(j) > () (resp. w(j) < 7 (i)). Les statistiques sid(ddc) (), ssg(pc) (), ... sont
donc définies de la méme maniéere que précédemment.

Par la bijection de Clarke-Steingrimsson—Zeng [5], on a le théoreme équivalent suivant.

THEOREME 2. Lesmoments iy (n > 1) des polyndmes orthogonaux unitaires de Sheffer
généralisés dont les coefficients de la récurrence linéaire (1) sont définis par la relation (2)
ont I"interprétation:

Un = Z asing(n)bcont(n) Cop(n)dclos(n) aOrsg(sing)(n) ﬂOrsg(cont)(n)
TeS
x5 OrsaOp) () |, Orsg(clos) () Isg(sing) () ¢ 1s(cont) (7) 51sh(0p) (), Isg(clos) ()
x SrSY(SNG) () yrsg(cont) () ¢ rSY(0p) () (el 0s) () 5 D' () @)

ou D/(7r) est la somme des pics de = moins la somme des creux de .

La demonstration du Théoréme 1 est basée sur la bijection de Foata—Zeilberger dont nous
rappelons I'énoncé dans la Section 2. Nous énongons dans la Section 3 la bijection de
Clarke-Steingrimsson—Zeng qui nous conduira au Théoreme 2.

La Section 4 est consacrée al’ &ude de quel ques spécialisations telles que les g-polyndmes
d’Hermite, les g-polyndmes de Charlier et les g-polyndmes de Laguerre. Nous terminons
ce travail par des remarques.

2. BIJECTION DE FOATA—ZEILBERGER ET DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On doit & Foata et Zeilberger [9] d’avoir construit une bijection entre le groupe symétrique
et les chemins de Motzkin valués appelés histoires de Laguerre. Rappelons qu’un chemin
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de Motzkin de longueur n est un mot ¢ = c1C2 - - - ¢, de I’aphabet { —, , / \} tel
que, si I'on pose

hi(© =#j <i; ¢j= /}—#j <i; ¢j = \J pour tout i € [n],

alors hj(c) > 0 pour tout i et hy(c) = 0. On convient que hp(c) = 0.

hi_1(c) est appelé niveau du i-&me pas ¢; du chemin c. Un pas  (resp. AN —
correspond a un pas Nord-Est (resp. Sud-Est, Est-bleu, Est-rouge).

Un chemin de Motzkin sans pas Est est appelé chemin de Dyck.

Une histoire de Laguerre de longueur n est par dé&finition un couple (c, pyouc=cy---Cp
est un chemin de Motzkin de longueur n et p = (p1, P2, ..., Pn) une suite de n entiers tels
qQueO<p <h_1(©—1sicc= ou \,e0<p <h_i(c)sic=—ou /.

La bijection de Foata—Zeilberger se traduit par le théoréme suivant:

THEOREME 3. |l existe une hijection vz de S, sur I’ensemble des histoires de Laguerre
de longueur n telle que, si (¢, p) = Yrz(o), on a les équivalences suivantes:

C = /sj et seulement si i est un creux de cycle de o;
¢ = S etseulement sii est une double montée de cycle de o
¢ = — S et seulement si i est une double descente de cycle de o;
G = \_S et seulement s i est un pic decycledeo.

De plus,

[ #j <o) o())>i) s <i; g
P=0 # >0 o) <i) soti)=i. ®)

Sic=cy---Cn est le chemin associé a o, on a nécessairement
hi—1©) =#j <i: o(j) =i} =#]j <i; o71(j) =i}, Vi e[n]. 9)

D’ apres ce que nous avons rappelé au début, si on associe a chaque pas Nord-Est (resp. Sud-
Est, Est bleu, Est rouge) de niveau k la valeur ok (resp. Bk, v, v telle que by = ak—18x«
et Ak = ¥ + ¥, aors le moment d’ordre n des polyndmes orthogonaux définis par (1) est

Hn = Z l_[ hi_1(0) 1_[ Yhi 1(© H Y10 l_[ Bhi_1(c) (10)
¢ =/ 6= G=—— Gi=\

ou la sommation est étendue a tous les chemins de Motzkin de longueur n.
Notons que, si y;, = v,/ = 0 pour tout n, la sommation est éendue & tous les chemins de
Dyck de longueur n. Dans ce dernier cas, pon—1 = 0.

PROPOSITION 4. Soiento € S et (¢, p) = Yrz(0). On &

crddo)e) = Y hi-a(0) — pi; pbr(ddoe) = Y pi;

cr(dme)(o) = qi hi—_1(c) —1—pi;  pbr(dmeo)(o) = Cii pi:

cr(coe) = Cif:ﬁl;li—l(c) - pi; pbrco(e) = Cifjbi?

cr(poy(o) = qi:i hi—1(¢) —1— pi; pbr(pc)(o) = Ci:i pi
Gi= G=

n
D) = Y hi—1(0).
i=1
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DEMONSTRATION. Soient 0 € S, et (¢, p) = (C1---Cn, (P1, P2, ..., Pn)) = VYrz(0).
Utilisons la bijection de Foata—Zeilberger et les relations (8) et (9). On a

Yoo hia@-1-p = ) #Hi<iio()zi)-#j <o H)io() zi)
G=-— o Li)<i<a(i)

= #(j.,i); o) <j<i=<o()),i<ol)
#HA,)); 1 <j<ol)<oa()), o) <o?);

dou la premiére égalité.

Les sept égalités suivantes se démontrent de la méme maniére. Quant a la derniere, on
utilise I'identité D(o) = cr(o) + pbr(o) + exc(o) qui a éé demontrée dans [15, Proposi-
tion 2.4]; exc(o) étant le nombre d’ excédences de o. =]

Par ailleurs, le Théoreme 3 implique que, si o € S, €t (¢, p) = Yrz(o), dors on a, pour
1<i<n,

e i est alafois une double montée (resp. un pic) de cycle et un éément saillant supérieur

gauche de o s et seulement si ¢; = (resp. ¢ = \) et p =0
e i est alafois une double descente (resp. un creux) de cycle et un élément saillant
inférieur droit de o si et seulementsi ¢ = — (resp. ¢ = ) et p =0.

Il résulte de la Proposition précédente que le second membre de la relation (6) est égal a

hi_1(c) hi_1(c)—-1

Z l_[ Z aa30 pi rhl 1= Pighix hi_1 l_[ Z bIB(SO pi thl 1—1-pi uPix hi_1
G=— pi=
hi_1(c) hi_1(c)— 1
Z Cyt?o.pi phi—l—piqpi xhi—1 H Z dluﬁo,pi pMi-1=1=pi  Piyhi1
G=/ pi=0 G=\ pi=0

soit, apres simplification,

> Ha[h. 1(0) + 1 ey sxM- H bihi—1(0); Ble,ux™

c ¢=

l_[ cthi—1(c) + 1; y1p, th' - l_[ d[hl 1(C); ply,wX hi-1,
Ci=/ Ci=\

Ainsi, en prenant

an =c[n+1; ylpgx", Bn = dIn; wlywX",
Vr; = b[n; Blt.ux", qu/ =a[n+ 1 al sx",

on obtient le Théoréme 1 en utilisant la relation (10). |

3. BIJECTION DE CLARKE—STEINGRIMSSON—ZENG ET DEMONSTRATION DU
THEOREME 2

On doit également & Clarke et al. [5] d’avoir construit une bijection ® de S, sur S, telle
que, sl 0 = & (), alors & possede les propriétés suivantes:

(P1) On ales équivaences:

— i est un pic de cycle de o s et seulement si i est un pic de r;
— i est un creux de cyclede o s et seulement si i est un creux de r;
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— i est une double montée de cyclede o si et seulement si i est une double montée

de «;
— i est une double descente de cycle de o s et seulement si i est une double
descente de 7;

(P2) Siiq,ip, ..., ik (i1 < i2 < .-+ < ix) sont les doubles montées et creux de 7,
o(i1),o0(i2),...,o(ik) sont les doubles montées et pics de 7, et de plusrsg(sr; o (i1))
rsg(m; o (i2)) - - - rsg(m; o (ik)) est latable d'inversion agauchede o (i1)o (i2- - - o (ik);

(P3) S j1, 2,5 jn-k (J1 < j2 < --+ < jn—k) sont les doubles descentes et pics de
7w, 0(j1),0(j2),...,0(jn—k) sont les doubles descentes et creux de =, et de plus

rsg(m; o (j1) rsg(m; o (j2)) - - - rsg(m; o (jn—k)) €est la table d'inversion a droite de
o(j1) o(j2---0(jn—k)-

PrROPOSITION 5. Pour toute permutation = de [n], on &

Isg(sing)(r) = cr(dde)(®(m)), rsy(sing)(r) = pbr(dde)(P(m)),
Isg(cont)(wx) = cr(dmc)(P(wr)), rsg(cont)(w) = pbr(dmc)(P(r)),
Isg(op)(r) = cr(co)(d(n)), rsgop)(r) = pbr(cc)(P(r)),
Isg(clos)(wr) = cr(pe)(®(w)),  rsg(clos)(mr) = pbr(pc)(P ().

DEMONSTRATION. Soit 7 une permutation de [n], o = ® () €t (¢, p) = Yrz(c) avec

p = (plv p2 7777 pn)
La relation (8) et les propriétés de @ impliquent que, pour tout i € [n], pj = rsg(m, i).
Compte-tenu [16] de I’ égalité

#{sequences de = qui embrassent i} si i n'est pas un pic de r;

hi—1(c) = { #{stquences de = qui embrassent i}+1 si i est un pic de ,

la Proposition 5 se déduit alors de la Proposition 4. O

PROPOSITION 6. Pour toute permutation = de [n], on &:

D'(x) = D(®(n)),
Orsg(sing)(r) = sid(ddc)(® (), Orsg(op)(r) = sid(co)(P(n)),
Orsg(cont)(r) = ssg(dme)(P(r)), Orsg(clos)(mr) = ssg(pe)(P ().

DEMONSTRATION. Soit 7 une permutation de [n], o = ® () €t (¢, p) = Yrz(c) avec
p = (plv p2 7777 pn)

La premiere égalité est évidente d apres la propriété (P1). D’autre part, la relation (8)
nous montre également que

(i) sid(ddc)(o) (resp. sid(cc)(o)) est égal au nombre de doubles descentes (resp. de
creux) de cyclei de o telles que p; = 0;

(i) ssg(dmc)(o) (resp. ssg(pc) (o)) est égal au nombre de doubles montées (resp. de pics)
decyclei deo tellesque pj = 0.

Or,
pi = rsg(m,i) pour touti.
Donc on obtient la proposition. O
Par suite, le Théoreme 2 résulte du Théoreme 1 et des Propositions 5 et 6. O

REMARQUE. On peut démontrer le Théoreme 2 a partir de la bijection de Frangon—
Viennot [10].
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4. SPECIALISATIONS

4.1. g-polyndmes d'Hermite de 1-ére et 2-eme especes. On sait que ces g-polyndmes
satisfont la relation de récurrence (1) avec les paramétres respectifs

et
bh =0, An= [n]qqn_l- (12)

Dans [2], de Médicis et Viennot ont interprété combinatoirement leurs moments en termes
de croisements et de paires imbriquées sur |’ensemble des involutions sans point fixe.

Nous nous proposons d'interpréter ces moments en termes d'inversions. Notons que les
moments d’ ordre impair sont nuls.

Soit INV[n] I’ensemble des involutions sans point fixe de [2n], invp(c) le nombre des
inversions (2i, 2j) d'une permutation o, €t t la premiere transformation fondamentale de
Foata [3,13], i.e la bijection ¢ +— t définie comme suit: on décompose o en produit de
cycles, on place en téte de chaque cycle son plus petit éément, puis on ordonne ses cycles
selon I’ ordre décroissant de leurs plus petits ééments et enfin on supprime les parenthéses
pour avoir t écrite sous sa forme linéaire.

THEOREME 7. Les moments d ordre pair des g-polyndmes d’ Hermite de 1-&re et 2-éme
especes ont pour inter prétations respectives:

1 PN
,Uvén)(H): Z qn(n 1)/2—invp(t(z))

relNV[n]
2 _ i
“(2n)(H)= Z q2n(n D—inv(t(1))
relNV([n]

DEMONSTRATION. On tire du Théoréme 2 | égalité

1
Mén)(H)= Z qrsg(clos)(n)

]TEAZn

ou Ay, désigne I'ensemble des permutations alternantes montantes 7 = 7 (1) (2) - - - 7(2n)
telles que Isg(op) () = O.

Or, Isg(op)(r) = 0 implique que 7(1) > 7(3) > --- > 7(2n — 1). Donc t est une
bijection de INV[n] sur Axzp.

D’autre part,

rsg(clos) () = #{(2i, 2]); 2 < 2}, 7 (2) < 7(2])} = (2) —invp ().

D’ou la 1-ére égalité.
De méme, on a
pLHy= > g,
€A
Comme 7 (2i —1) < (2i) pout tout i, 7(2i —1) > (2] —1) (i <j) et
rsg(m) = #{(2i — 1,2j); 2i <2j,72 —1) <7 (2))}
+#(2i,2)); 2 <2j,72) <n(2))},

aors
2n .
rsg(mr) = ( 2) —n—inv(m).

D’ou la 2-éme égalité. O
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4.2. g-polyndmes de Laguerre et de Charlier. |l est bien connu que les g-polyndmes de
Laguerre et les g-polyndmes de Charlier sont définis respectivement par les parametres

bn = ([N + L alq + [Nlg)q",  An = [n; alg[nlqq®"? (13)

et
h=aq"+[nlg, An=alnlqq"". (14)
Dans son article [22], Zeng a montré que ces g-polyndmes ont pour moments respectifs

)= )" s ka e €)= ) S kak

1<k<n 1<k<n

ol q(n, k) et §(n, k) sont les g-analogues des nombres de Stirling de 1-ére et 2-eéme
especes [11, 22]. Rappelons que ces g-analogues sont définis respectivement par:

{ (N, k) =sq(n— 1L k—1) +q[n — 1gsg(n — 1, k);
S, k) =K — L k—1) + [KlgS(h — 1, k);

avec les conditions initiales s(1, k) = 81k et §(1, k) = d1x. Notons que les sq(n, k) ont
€été introduits et étudiés par Zeng [22]. On sait que un(C) a éé interprété en termes de
partitions de [n]. Dans cette partie, nous nous proposons d'interpréter également 1 (C) et
un(L) en termes de partitions selon les statistiques définies ci-apres.

Notons ITj, I’ensemble des partitions = = (B1, By, ..., B,) de [2n] en n blocs ordonnés
selon I’ ordre croissant de leurs plus petits ééments et telles que le plus grand éément de
chague bloc est pair, et TT, I’ensemble des &éments

n>1)

7 = (Bg, By, ..., By) de Iy vérifiant max(Bj) < min(Bj) ou max(B;j) > max(Bj) pour
tousi, j telsquei < j.
Une inversion d'une partition = = (By, By, ..., Bk) est un couple (B, bj) tel quei < j,

bj € Bj et bj < max(B;j). Un record de 7 est un max(Bj) tel que max(Bj) < max(Bj)
pour tout i < j. On note respectivement inv(rr) et rec(or) le nombre d'inversions et le
nombre de records de 7. On note inv(r) le nombre d'inversions (B, bj) de = telles que
bj # min(Bj), et bl(x) (resp. bl>2()) le nombre de blocs de 7 (resp. de longueur > 2).

THEOREME 8. On a les interprétations suivantes:
Z sq(n, k)akz Z qinv(n)arec(n);

1<k=n melly
Y s kak= Y qvmabzam,
1=k=n welly

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de la bijection entre les histoires de Genocchi
et I’ensemble Go des permutations de Genocchi [15].

Rappelons gu’ une permutation de Genocchi est une permutation o vérifiant o (2i — 1) >
2i —1leto(2i) <2 pour tout i, et une histoire de Genocchi de longueur 2n est un couple
(¥, p) oU y = y1---y2n €t un chemin de Dyck de longueur 2n, et p = (p1, P2, ..., P2n)
une suite de 2n entiers tels que

0<p <[40 sy=e0=p=["32] 15y ="\, [x designant le
plus petit entier > x.

Il existe une bijection ¥ de Gon sur I’ensemble des histoires de Genocchi de longueur 2n
telle que, si ¥ (o) = (v, p),

=\ <= o ki) <i.
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D’ apres la construction de cette bijection, on a

ha_1(y) = 2#{j <2 -1 o(j)>2 -1} -1
= 2{j<2i-1 0o Y)H>2-1-1
ha(y) = 2#j <2; o(j)>2}=2#] <2i; o7 1(j) > 2i};

o _ { #i<iio i) >0t} dy= "

#Hj <o) o(D>0)  sy=\
En faisant une démonstration analogue a celle de la Proposition 4, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 9. Soient o € Gon €t (v, p) = ¥ (o). On&

cr(dde) (o) + cr(co) (o) = > [hi_;mw - pis
rn=/
1
cr(pe) (o) = 2. 5haa() -1 —pa
y2i =\
pbr(dme) (o) + pbr(po)(c) = Y pi;
=\
pbr(dde)(0) +pbr(co)(0) =} pi.
n=/

Considérons maintenant les polyndmes orthogonaux dont les coefficients de la récurrence
linéaire sont
bh =0, App—1=aln; b]r,uvnila Aon = [N]yo".

Il est clair que leur moment d ordre 2n — 1 est nul.

PROPOSITION 10. Le 2n-ieme moment uon(a, b, r, u, v) de ces polyndmes a pour inter-
prétation _ -
IVLZn(a’ b, rou,v) = Z ablzg(n)brec(n)ra(n)uinv(n)vinv(n)—inv(n) (15)

oelly
ol «(rr) est le nombre de couples (i, j) telsquei < j et min(Bj) < max(Bj)< max(Bj)
avec r = (B1, By, ..., Bp).
DEMONSTRATION. Soit le polyndme générateur
Vp = Z aPC(@) [SSY(PC) (@) er(pe)(9) (@), phr(dme) (o)+pbr(pe) () pbr(dde) (o) +-pbr(ce) (o)

o€Gon
cr(ddc) (o)=cr(cc)(o)=0

La Proposition 9 implique que ce polyndme est égal a

(hgi _o(») (hgj _1()+1 hoi
BIE Rl Ea | [(2%} [T atdhz 10 +D: bl
/

vV vi-1=/ V2= y2i—1=\ Uyoi=\

ou la sommation est étendue a tous les chemins de Dyck de longueur 2n; soit
Vn = Z 1_[ hi_1(y) 1—[ Bhi_1(r)
Y on=/ n=\

ol agk_1 = aok = ¥, Box_1 = a[k; blr.y et Bk = [K]y. On déduit alors de la relation (10)
gue v, est le 2n-ieme moment des polyndmes orthogonaux dont les coefficients sont

bh =0, Aon—1=aln; b]r,uvn_l, don = [n]yo",
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e,
vn = u2n(@, b,r,u, v).

La bijection @ et ses propriétés nous permettent ainsi d’ écrire que
/"LG(av bv r» ua U) =
Z aclos(r)bOrsg(clos)(r)r Isg(clos)(r)ursg(clos)(r)+rsg(cont)(r) vrsg(op)(r)+rsg(si ng)(t)

TE€AR

ou Ap est I'ensemble des permutations ¢ de [2n] vérifiant

e Isg(op)(r) = Isy(sing)(r) = O;
e Pour tout i, i est un pic ou une double descente de t s et seulement si i est pair.

Notons que tout éément de A, peut &re décomposé en n séquences croissantes maxi-
males §, S, ..., S telles que max(S) est pair et min(S§) > min(S41) pour tout i. Par
conséquent, I'application ¢ : 1 = §--- S — 7 = (By, By, ..., By) telle que B est
formé des termes de la sequence S,—j 1 pour tout i € [n], est une bijection de Ay sur IT,.
On a, en outre, clos(t) = bls2(r), Orsg(clos)(r) = rec(rw), Isg(clos)(r) = a(r),
rsg(clos)(t) + rsg(cont)(r) = inv(x),

rsg(cc) () + rsg(sing)(r) = inv(xr) — inv(x). o

On est donc en mesure de demontrer le Théoréme 8.
D’apres le lemme 3 [22], on &

Z &1(”7 k)ak - /’LG(lv a7 1v Q» q)ﬂ Z S](nv k)ak = I’LG(av 1, 07 qa 1)a
1<k<n 1<k<n

d’ou le résultat. O

5. DEUX REMARQUES POUR CONCLURE

(1) Simion et Stanton ont montré dans leur article [18] (Théoréme 2) que la statistique
s, définie par
s(r) :=n—run(m) + 21sg(rr) + rsg()
pour toute permutation 7 de [n], est mahonienng, i.e.,

> g™ =[1q[2]q - [nlq.
TeS

Dans leur article [5], Clarke et al. ont donné une preuve bijective de ce résultat en utilisant
la bijection ®. Notons que le corollaire 2.3, la Proposition 2.4 de [15] et la proposition 5
de ce présent article nous donne également ce résultat.

(2) Désignons par P, I’ensemble des partitions de [n] dont les blocs sont ordonnés selon
I’ordre croissant de leurs plus petits éléments. La statistique ‘inv’ introduite dans la sous-
section 4.2 et définie sur P, a été dgja introduite par Wachs et White [20] et éudiée par de
Médicis et al. [1]. Wachs et White ont montré que

Z S](n, k)ak = Z qinV(ﬂ)abl(ﬂ)' (16)
1<k=n 7eP,
On peut déduire ce résultat du Théoreme 2. En effet, en comparant la relation (14) avec la
relation (2), on & |
Z S, kyak = Z 9™ gSng(r)+op(r)

1<k<n 7€V
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ou Vj est I'ensemble des permutations ¢ de [n] vérifiant

Isg(op)(7) = Isg(sing)(r) = 0.

Comme, pour tout T € Vp, t(i) > 7(i +1) sii € [n—1] et i une double descente ou un
creux de t, alors I'application ¢ définie dans la derniére section est une bijection de V,, sur
Ph. On g, de plus,

sing(t) + op(t) = bl(x), rsg(r) = inv(r).

Larelation 16 en résulte. O
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