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Abstract 

In [2-J Dumont stated several conjectures about some symmetric polynomial sequences 
which are the refinements of the Genocchi numbers. In this paper we shall prove all of his 
conjectures. We first show that some special cases of his main conjecture can be readily derived 
from a result of Wall and then give a complete proof of this conjecture by computing some 
Hankel determinants. Finally, we present a new symmetric model for the Dumont Foata 
polynomials in terms of Motzkin paths. 

1. Introduction 

Un escalier F de taille 2n(n >t 1) est le graphe {(k,f(k))[ 1 ~< k ~< 2n} d 'une applica- 

t ion s u r j e c t i v e f d e  [2n] :=  {1,2 . . . . .  2n} sur {2,4,6 . . . . .  2n} telle que pour  tout  k, 

f ( k )  >~ k. Pour  1 ~< k ~< 2n - 2, un point  ( k , f ( k ) )  de F est dit max ima l  s i r (k)  = 2n, est 

dit p o i n t f i x e  s i r (k)  = k (ce qui implique que k est pair), est dit sur f ixe  s i f (k)  = k + 1 
(ce qui implique que k est impair). Soit E2, l 'ensemble des escaliers sur [2n]. l~tant 
donn6 un escalier F, on note m a x ( F )  le hombre  de ses points  maximaux ,  f ix(F) le 

n o m b r e  de ses points  fixes, et su r (F)  le nombre  de ses points  surfixes. I1 est bien connu 

(voir [2, 3, 7, 9]) que le cardinal de E2, est les nombres  de Genocchi  G2,+2, qui 
peuvent  6tre d6finis par  leur fonction g6n6ratrice exponentielle: 

2t t 2 t ¢ t 6 t 8 t en 
e ~ + l - t - - ~ . + ~ . - - 3 0 . . +  1 7 ~ . + - . . + ( - 1 ) " G z ,  i~n~n).~+... 

En 1976, D u m o n t  et Foa t a  [3] ont introduit  une suite de polyn6mes  F.(x ,  y, z) qui 
sont d6finis par  Fl(x ,  y, z) = 1 et 

F , ( x , y , z )  = (x + y ) (x  + z ) F , _ l ( x  + 1 , y , z )  -- x 2 F , _ l ( x , y , z ) .  
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11s ont montrt que ces polynomes sont symetriques en les variables x, y, z et raffinent 
les nombres de Genocchi en ce sens que F,,(l, 1,l) = Gin + 2. Bien qu’on connait 
aujourd’hui plusieurs interpretations combinatoires pour F,,(x, y, z) (cf. [2, 3, 7, 9]), il 
semble que celle la plus simple, c’est-a-dire que la verification de la recurrence est la 
plus facile, est le rtsultat de Han [7] suivant: 

Fll(x, y, z) = C Xmax(F)yfix(F)Zsur(F). (1.1) 
FeEzn 

De plus, l’interprttation (1.1) a permis Dumont [2] de proposer recemment une 
extension combinatoire des polynomes F,(x, y, z) de la facon suivante. 

Soit F un escalier de taille 2n, un point (k, f(k)) de F est dit doubld s’il n’est pas seul 
sur sa ligne, c’est-$-dire s’il existej # k tel quef(j) =f(k). On note fd F (resp. fnd F) le 
nombre de ses points fixes do&&% (resp. fixes non-doublds) et sd F (resp. sndF) le 
nombre de ses points surjxes doublh (resp. surfixes non doublhs). On note egalement 
mp F (resp. mi F) le nombre de ses points maximaux d’abcisses paires (req. imp&es). 

L’extension proposee par Dumont [2] est definie par 

r,(x, y, z, 2, j, 2) = C Xmi Fyfd FZsnd F.pv Fyfnd FFSd F. (1.2) 
FeEzn 

Dumont [2] a conjecture plusieurs formules remarquables sur les polynomes r,,. Le 
but principle de cet article est de dtmontrer toutes ces conjectures. En effet, le 
probleme central dans toutes ces etudes est d’ttablir le resultat suivant. 

Thitokme 1 (Dumont [2, Conjecture 21). On a l’identitb 

c rn(x, y, -5 x, y, z) t” = 
n>l 1 _ (xj + yz + zx)t _t(T + Y)(Y I’ z)(f + )t2 

oti le coejicient sit& sous le (n + l)-iPme trait de fraction est 

l-[(x+n)(j+n)+(y+n)(z+n)+(z+n)(X+n)-n(n+l)]t 

(n + 1)(X + y + n)(j + z + n)(f + x + n)t2 - 

Comparant (1.1) et (1.2), on voit que F,,(x, y, z) = r,,(x, y, z, x, y, z), n 3 1, et deduit 
immediatement du Theoreme 1 le resultat suivant. 

Corollaire 2 (Dumont [2, Conjecture 11). On a l’identitd 

c F,(x, y, w = t 
II21 1 - (xy + yz + zx)t - 6 + Y)(Y + z)(z + 4t2 
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dont le coeficient sit& sous le (n + 1)-idme trait de fraction est 

1 - [(x + n)(y + n) + (y + n)(z + n) + (z + n)(x + n) - n(n + l)] t 

(n + 1)(x + y -t n)(y + 2 + n)(z + Y + I?)? _~ 

Par ailleurs, d’aprks la formule de Rogers-Stieltjes (cf. [Go-Ja, p. 306]), on did&t 

du Corollaire 2 une formule explicite et polyn6miale pour F,,(x, y, z), qui est diffirente 

de celle de Carlitz [1] et qui met en kvidence la symCtrie de F,(x,y,z). 

Corollaire 3. Les polynBmes de Dumont-Foata ont pour l’expression symitrique 
suivante: 

Fn+,k1:4 = c c fi 

x [i(x + y + i - l)(y + z + i - l)(~ + x + i - l)]“’ 

. 

X I-l CCx + j)(Y + .i) + (y + j)(z + j) + (z + j)(x + .j) - j(,j + I)]“‘3 
j=O 

X 
k (Wlj+ ilj+l + Izj- l)! I-I mj.nj+ I!(nj - l)! ! 

j=O 

oti la seconde Somme est assujettie h la condition 2(n, + ... + nk) + (m. + ... + mk) = n 
avec’ no = 1 el nk+l = 0. 

On remarque que Viennot [9] a ditj$ donnt! une dkmonstration bijective du 

ThtorZme 1 dans le cas particulier oti x = y = z = .? = 4; = Z = 1. Notre preuve du 

Thtoreme 1 repose sur le fait que le dCveloppement en fraction continue de la fonction 

gkdratrice ordinaire d’une suite lquivaut au calcul de deux dkterminants de Hankel 

construits sur cette suite (cf. Section 4). Enfin, lors de la rkdaction de cet article, 

l’auteur a appris que Randrianarivony [S] a aussi dkmontrt toutes les conjectures 

de Dumont en ktablissant le tableau de Stiehjes associk i la fraction continue en 

question. 

Cet article est organi& de la faGon suivante. En Section 2, on dttermine la relation 

de rkcurrence de I-,(x, y, z, X, y, Z) et en dtduit la fonction gtnt?ratrice ordinaire des r,. 

En Section 3, on montre comment un rtsultat de Wall [lo] permet d’Ctablir immidi- 

atement le Thioreme 1 dans les cas particuliers oti z = ? = 0 ou z = Z = 1. On 

prksente ensuite une preuve complZte du ThCorZme 1 en Section 4 dans le cas g&n&al 

par le calcul de deux dkterminants de Hankel. Enfin, en Section 5 on diduit un 

nouveau modkle combinatoire pour les polyn6mes F,,(x, y, z) qui rend leurs propriit& 

de symttries bidentes. 
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2. La relation de r6currence de F.(x,y, z, ~,fi, ~) 

Pour tout ensemble fini X ~ [~, on note respectivement I(X) et P(X) le nombre des 
entiers impairs et pairs de X. 

Th6or~me 4. On a F~(x,y,z,Y,~,f)  = 1 et 

r , ( x , y , z , ~ , ~ , ~ )  = (x  + ~)(y + ~ ) r , _ l ( x  + 1 , y , z , ~  + 1 , ; , ~ )  

+ Ex(y - y) - x ( ~  - z) - x X ] r , _ ~ ( x , y , z , X , y , ~ ) .  (2.1) 

D6monstration. II est 6vident que Fl(x, y, z, .~, y, ~) = 1. On appelle escalier colord de 
taille 2n tout couple (F, X) off F = {(k,f(k))f 1 <~ k <<. 2n} est un escalier de taille 
2n et X un sous-ensemble strict de f-1(2n)---{i  ~ [2n] I f ( i )=  2n}. On note qu'il 
exist une bijection naturelle qo entre les escaliers color6s sur [2n] et les escaliers 
sur [ 2 n + 2 ] ,  qui ~ tout escalier color6 (F,X)  taille 2n associe un escalier 
F' = {(k,f'(k))]k ~ [2n + 2]} = ~0(F,X) de taille [2n + 2] de la fa~on suivante: 

f f ( i )  si i¢ X w {2n + 1,2n + 2}, 
f ' ( i ) = ( 2 n + 2  si i ~ X ~ { 2 n +  1 ,2n+2} .  (2.2) 

On remarque que le fait que X est un sous-ensemble strict assure la surjectivit6 def ' .  
On se propose de calculer le polyn6me g6n6rateur des escaliers de taille 2n + 2 h l'aide 
de celui des escaliers color6s de taille 2n. Rappelons que le poids de chaque escalier 
F' = ~o(F, X) est d6fini par 

w(F') = x mi ,~'yfd F'zsnd F'`2mp F'fifnd F'~sd F'. 

On distingue les 4 cas suivants de X _~ f -  t(2n). 
(i) Cas ot~ 2n - 1, 2n 6 X. D'aprds (2.2) on voit que 

w( F') = xI(X)xP(X)z snd Fyfd Vfffnd F~sd f. 

Comme 

E x I (X ) - I x  P(X)-I : (X -~ ])miF(~..~_ 1)mpF __ xmiF~mpF 

X ~ f -  a(2n) 

le polyn6me g6n6rateur correspondant est donc 

x,YF,(x + 1,y,z,Y + 1,)5,~) - xY:F,(x,y,z,~,~,~). (2.3) 

(ii) Cas ot~ 2n - 1 ~ X et 2n ¢ X. (a) Si X = f -  ~(2n)\{2n}, alors 2n est un point fix 
non doubl6 de F'. D'o6 le poids associ6: 

w(F ~) xl(f-l(2n))~P(f-t(2n))-lzsndFvfdF-fndF+l~sdF 
. Y 

Par suite, le polyn6me g6n6rateur de tous ces escaliers est x~F.(x, y, z, ,2, y, ~). 
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(b) Si X ~ f - l (2n ) \{2n} ,  alors 2n est un point  fixe doubl+ de F'. D'ofi  le poids 

associ6: 

w ( F ' )  = xI(X)xP(X)z snd Fyfd F+ l ~ f n d  F+  l~sd  F. 

Par  suite, le po lyn6me g6n6rateur cor respondant  est 

x y  ~ 2 x I (X) - IxP(X}zsndFy fdFy fndFT"sdF 

F e E2n X ~ f - l(2n)",12n~b 

= x y  2 ((X -[- 1)miF(-~"[  - 1) m p F  - -  x m i F x m p F ) z s n d F y f d F y  fndFff,sdF 

F e E2n 

= x y F . ( x  + 1,y,z,Y + 1,)7,~) - xyF.(x,y ,z ,x ,~9,~) .  

C o m p t e  tenu de (a) et (b), on obtient  le po lyn6me g6n6rateur cor respondan t  

au cas (ii): 

x y F , ( x  + 1 ,y , z ,~  + 1,)L~) + x ( ;  - y)F,(x ,y ,z ,~ , f i ,~) .  (2.4) 

(iii) Cas off 2n - 1 ¢ X et 2n e X. Un argument  analogue fi celui du cas pr~c6dent 
mon t re  que le po lyn6me g6n+rateur cor respondant  est 

x g r , ( x  + 1,y,z,.~ + 1,37,~) + :~(z - f ) r , ( x , y , z , ~ , y , f ) .  (2.5) 

(iv) Cas off 2n - 1, 2n ~ X. On  voit que 2n - 1 (resp. 2n) est un point  surfixe (resp. 
fixe) doubl6 de F'. Pa r  suite, le poids associ6 est 

w ( F ' )  = xI(X)xP(X)z  snd Fyfd F+ l ~ f n d  Fffsd F +  1. 

C o m m e  

L xI~X)x Ptx) = (X + 1) mi F(.~ + 1)rap F, 
X ~ f - l(2n)\12n - 1,2n} 

le po lyn6me g6n6rateur cor respondant  est donc  

y e r . ( x  + 1, y, z, x + 1, ;, e). (2.6) 

En r&api tu lan t  les 4 cas ci-dessus, on voit que F,(x, y, z, :~, y, ~), &ant  la somme  des 
quatre  po lyn6mes  (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6), satisfait la r6currence (2.1). [] 

Pou r  tout  entier n ~> 1 on pose (x), = (x + 1)--- (x + n - 1) et (X)o = 1. Le r&ul ta t  
suivant confirme et g6n6ralise la Conjecture  3 de [2]. 

Th/~or6me 5. On a 

r . ( x , y , z , ~ , ; , e ) t "  
n > l  

= ~ ( x + ~ ) . - l ( y + . ~ ) . - ~ t "  

Vln-l '¢l  - -  [ ( X  + k)(37 -- y) -- (Y + k)(~? - z) - (x + k)(xk + k)]t} " n , t  l l l k = O (  
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D6monstration.  Posons F(x,£;  t ) =  y~.~> 1Fn(x ,y ,z ,~ ,~ ,2) t" .  La r6currence (2.1) en- 
tra$ne imm6diatement que 

r(x, ,2;  t) = t + (x + ~)(y + ~ ) t r ( x  + 1,~ + 1; t) 

+ [x(y - y) - ~ (~  - z) - x ~ ]  t r ( x ,  £ t). 

D'ofi il vient 

t 

1 -- [xO 7 -  y ) - -  ~ ( ~ - -  z ) -  xYQt 

(x + e)(y + :~)t 
+ 

1 - Ix()5 - y) - X(~ - z) - xYc]t 

r ( x ,  £ t) = 

Ceci ach6ve la d6monstrat ion par  it6ration. [] 

F ( x +  1 , i f +  1;t), 

Proposition 6. Pour n >~ 1, le polynOme F,(x,  y, z, g, ~, ~) est de degrb total 2n - 2 en les 

variables x, y, z, ~, ~ et ~, de degrb n - 1 en les variables x et ~ (resp. y e t  ~, z et ~) et en la 

seule variable x (resp. y, z, ~, ~, ~). D'autre part, pour toute permutation circulaire (u, v, w) 

de (x, y, z), on a les propribrbs sym&rique suivantes: 

Fn(x,y,z,:~,)7,~ ) = F , ( u , v , w , a , g , ~ )  = Fn(a, f f ,~ ,u ,w,v) .  

Demonstrat ion.  La v6rification est facile d'apr6s la r6currence (2.1) et laiss6e au 

lecteur. [] 

3. Un l e m m e  de Wall  et ses applications 

Nous  mont rons  dans cette partie comment  un r6sultat de Wall permet  de 
d6montrer  facilement certains cas particuliers du Th6or6me 1. 

L e m m e  1 (Wall [10, p. 281]). On a 

1 + t g~t 
= 1 +  

(gl - 1)t (g~ - 1)g2t 
1 1 -  

1 -  ( g 2 -  1)glt  1 -  ( g 2 - 1 ) g 3 t  

(g3 - 1)gEt (g3 - 1 ) g J  
1 . 1 . 

• . ° 

Proposition 7. Le Thkorbme 1 est vrai pour z = ~ = 0 et z = ~ = 1. 

D/~monstration. Soit F ( x , y , £ ~ ;  t ) =  ~.>~lF. (x ,y ,O,£ ,y ,O)) t" .  De (2.1) on d6duit 

ais6ment l'identit& 

[1 + x ( y  + .~ -- ~ ) t ] F ( x , y , Y , ~ ;  t) -~ t + x ( y  + Y ) t F ( x  + 1 ,y ,Y  + i,)7; t). (3.1) 
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On  cherche une suite {9. := 9 . (x ,y ,Y ,y )}  telle que 

t 
C(x, y, 9~, Y; t) = (3.2) 

x ( y  + ~ - Y)(o~ - 1)t 
1 -  

x (y  + :~ - 35)(92 - DOff 
1 -  

x ( y  + X -- 35)(93 -- 1)g2 t 
1 - -  

En repor tan t  l 'expression ci-dessus dans  (3.1) et en subst i tuant  x(y  + ~ - 35)t par  t, on 

obtient:  

1 + t y + ~ _ y  t 
~-- 1 "{- ( x + l ) ( y + . ~ + l - ~ )  

(g,  1)t (9i - 1)t - -  x ( y + ~ - 9 )  

1 - -  ( a  - -  ) a  1 - -  ~x+I)~Y+~+I-Y~I~'~y+~-;~ ~ 2 - -  1)9'at 
1 - -  . ~ 2  1 . ~ l t  1 - -  

(x+ 1 ) ( y + ~ +  l - y )  
1 (03 - 1)gzt 1 - ~r+~-f~ (9'3 - 1)g'zt 

" ". 

off g',:= g.(x + 1, y, ~ + 1, 35). En c o m p a r a n t  le membre  de droite ci-dessus avec celui 

du Lemme  1, on obtient  successivement 

y + Y  
91 = y + X - y '  

( x +  1 ) ( y + 2 +  1--35) 9 1 - -  1 1 
9 2 =  x ( y + x - -  9) 91- -  1 1 + x ,  

( x + l ) ( y + 2 + l - y ) g ' z - 1  y + Y + l  
9 3  

x ( y  + Y -  y) 9 2 -  1 ~  y + 2 - -  35 

( x + l ) ( y + ~ + l - 3 5 )  y ; - 1  2 

g 4  = x ' y t  + x - Y)-" 9 3  - -  1 g'z 1 + x " 

On trouve facilement par  r6currence l 'expression #n6ra le :  

y + Y + n - 1  n 
O2n-1 = , g2n = 1 + -- ,  n >/ 1. 

y + 2 - 3 5  x 

En repor tan t  ces valeurs dans (3.2), on obtient  

t 
F(x, y, Y, 35; t) = (3.3) 

1 - -  x~t 
(y + ~)t 

1 
(x + 1)(35 + 1)t 

_ 
2(y + 2 + 1)t 

I - -  

1 -  
( x + n -  1 ) ( 9 + n -  1)t 

1 -  
n(y + ~ + n -  1)t 

1 - -  
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Ceci &ablit  le Th6or6me 1 pour  z = 2 = 0 en cont rac tan t  la fraction cont inue de 
(3.3) fi part i t  du 2 ~me trait. D 'au t re  part ,  c o m m e  

F.(x,y,O,,Y,~,O) = x~F,_~(x ,y , l , ,Y , j ,  1), n >1 2, 

on re t rouve le Th6or6me 1 pour  z = £ = 1 en cont rac tan t  la fraction cont inue de (3.3) 
par t i r  du ler trait. [] 

Un autre  cas part iculier  int6ressant est la suite des polyn6mes  B , ( x , y ) =  
F,(x,y,  1, 1, 1, 1) d6finis par  la r6currence: 

B,(x ,y)  = (x + 1)(y + 1)B,_l(x  + 1,y + 1) - x y B . _ l ( x , y )  (3.4) 

avec B l ( x , y ) =  1. On d6duit alors de la Propos i t ion  7 un r6sultat d6jfi 6tabli dans 
D u m o n t  et Randr i ana r ivony  [4] par  d 'aut re  moyen.  

Corollaire 8. On a l'identitb 

1 
= 1 + y 2~ B,(x,y)t".  

1 - yt .>~ 1 

(x -+- 1)t 
1 -  

1 - 2 (y  + l ) t  
2(x + 2)t 

1 
1 3(y  + 2)t 

Les po lyn6mes  B,(x ,y)  peuvent  en effet 6tre consid6r6s c o m m e  une extension 

c o m m u n e  des nombres  de Genocchi  G2, et Genocchi  m6dians H2 ,+ l  (cf. [4]) en 
ce sens que 

Bn(O , 1) = Hzn+l et B,(1, 1) = G2n+2. (3.5) 

Par  ailleurs, les formules (3.5) peuvent  aussi se d~duire du Corollaire 8 et des 
d+veloppements  en fractions continues des fonctions g~n6ratrices des nombres  de 
Genocchi  et Genocchi  m6dians (cf. [9, 5]). 

4. D~terminants  de Hankel  et fractions continues 

Rappelons  qu 'un  d+terminant  de Hanke l  construi t  sur une suite {/~.},>~o avec 
/~o = 1 est tout  s implement  un mineur  de la matr ice infinie H = (Pi+j)o~ i,~. Un  tel 
d+terminant  sera not6 

\ ~ 1 ,  - - ' ,  O~k 
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off on d6signe par  0 ~< ~1 < "" < C~k et 0 ~< fll < "" < flk les indices respectifs des 

lignes et co lonnes  du mineur  extrait .  En part icul ier ,  on pose 

A . = H  0, 1 . . . . .  ' - " -  0, 1 . . . . .  n - l ,  n + l  " 

O n  r emarque  que Ao =/~o = 1 et Eo = #1. D ' au t r e  part ,  on convient  que A_ 1 = 1 et 

_ ~ = 0. Le r6sultat  suivant  est classique, voir  pa r  exemple [10, p. 206]. 

L e m m e  2. Si A .  g: 0 pour tout n >~ 0, alors la sbrie gbnbratrice ordinaire y~, > o#.t" 

admet le d~veloppement en J-fraction continue suivant: 

p,t" = 

. > ~ o  1 - b o t  - 
}~lt 2 

1 - b i t  - 

~.2 t2 
".. 

"~n+ 1 t2 
1 - b.t  

of~ les coefficients b. et 2.+ 1 sont donnbs par 

A.+ I A . -  a et b. = - "  - . - 1  n >~ O 
2. + 1 - A Zn A .  A ._  1 ' ' 

Par  cons6quent,  pou r  d6mont re r  le Th6orbme 1, il suffit d '6valuer  les deux d6termi-  

nants  A ,  et 3 ,  avec #,  = f fn+l(X,y,z,  fc, y, 7.), n ~ O. Par  commodi t6 ,  on pose 

rff ) := F,(x + k, y, z, ~ + k, ~, ~), k >~ O, 

et F , : =  F,  t°). O n  d6finit l'opOrateur de diff&ence A dans r a n n e a u  des po lyn6mes  P(x,  ,2) 

en x, ~ pa r  AP(x ,~ )  = P(x  + 1,~ + 1) - P(x,,2). Ainsi la r~currence (2.1) peut  s '6crire 

r n + l(X, .~) = ( x x  + x y  .q- .~z -.iv yz)A r n ( X  , .~) -.{-- (x.~ + .~z + y z ) r  n (x, 3~). (4,1) 

Plus g6n6ralement,  on d6finit A°P(x, ,2) = P(x,  ~) et 

Amp(x,.'g) = d {A m- XP(x, ~)}, m >~ 1. 

I1 est clair  que si P(x,  ~) est un po lyn6me  de degr~ n e n  les var iables  x et ~, a lors  

Amp(x, ~) = 0 pour  m > n. On  a 6galement  une formule ana logue  de celle de Leibniz 

pou r  la d6riv6e. 

L e m m e  3. Soit u(x, ,2) et v(x, ~) deux polyn6mes en x, ,2. Alors 

A"(u(x,~)v(x,~)) = A"-k(u(x + k,~ + k))Ak(v(x,~)), n > ~ O .  

D~monstra t ion.  La  v~rification par  r~currence est laiss~e au lecteur. [] 
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Lemme 4. On a pour tout n >1 0 ridentitb: 

A"F,+ l(x, ~) = n!(y  + z).. (4.2) 

D6monstratinn. L'identit6 (4.2) est ~videmment vraie pour  n = 0. Supposons Eq. (4.2) 
vraie pour  n = m - 1. Appliquons A" ~i (4.1), il vient 

Amrm+,(x,~) = Am[(x~ + xy  + ~ + y~)Arm(x,~)] 

+ A'C(xY 

D'apr6s le Lemme 3 et compte  
particulier que A T m ( x , £ ) = O  

r6quat ion (4.2) pour  n = m. [] 

+ ~z + y~)r..(x, ~)]. 

tenu de l 'hypoth6se de r6currence, qui implique en 
pour  tout  l ~> m, on trouve apr6s simplification 

Lemme 5. On a pour tout n >1 0 l'identit~: 

A"r.+2(x,~) = (n + 1)!(y + z). 

[ ~ n n(4n - 1)] 6- (4.3) × x y + y e + z ~ +  ( x + ~ + y + y + z + e ) +  . 

D6monstration. Comme F2(x, Y) = xy  + y~ + zff, Eq. (4.3) est donc vraie pour  n = 0. 
Supposons (4.3) vraie pour  n = m - 1. De m6me, d'apr6s (4.1) on obtient, grace aux 
Lemmes 3 et 4, ridentit6 

AmFm+2(x,.~) = m(.y + z + m - 1)drn-lFm+l(X,.~ ) 

+ [ x y  + zY + y~. + m(x  + ff + y +)5 + z + ~ + 2m- -  1)] 

x A'F, .  + ,(x, ~), 

ce qui 6tablit, par  rhypothbse de r~currence et le Lemme 4, ridentit6 (4.3) pour  
n = m .  [] 

Lemme 6. On a 

F, F2 "'" Fn Fn + 1 

F2 F3 "" Fn+ l ['.+2 

A n  ~ " " " ' .  " " 

F. I'.+ I ... F2._ 1 Fz. 

['.+1 ['.+2 ... F2. F2.+1 

n - - I  

= 1-[ [(k + 1)(x + ~ + k) (y  + z + k)(y + ff + k)] "-~. 
k = O  
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D~monstration. A chaque coionne du d&erminant A., on ajoute successivement de 
droite ~i gauche celle de sa gauche multipli6e par x(.9 - y) - ff(~ - z) - x~. Comme 
F, + [x(y - y) - 2(i, - z) - x i ] F , _ ,  = (x + ~)(y  + Y)F~,P1, cette op+ration im- 

plique imm6diatement que 

A,, = [(x + ~?)(y + 2)3" 

r ,  r~"  ... r2'-', r2"  

r~ r~" ... r2"  r2'+', 

&. ~i~ 
F .  r ~  1) "'" r 2 n _  z 1 2 n -  1 

"'" ~ 2 n -  1 ~t 2n 

En proc~dant de la m6me mani&e, on obtient finalement 

n - I  

A. = H [(x + ~ + k ) (y  + 2 + k)] " -k  
k=O 

r ,  r ? '  • r [  ° -  '' rl"' 

r~ r~"  ... r ~ " - "  r~ "~ 

r .  r2"  ... r2 ~ - ,  r2 "~ 
r=+, r~'+,, ... F~q 1' e ~ ,  

(4.4) 

Par ailleurs, on v6rifie sans peine que 

i = 0  

Donc, par des op6rations 616mentaires sur les colonnes du d&erminant de (4.4), on 
peut transformer chaque F. ~ en AkF..  Or, d'apr6s la Proposition 6, le polyn6me F, est 
de degr6 n - 1 en les variables x et 2, donc AkF, = 0 si k >/n. Par suite, 

n - 1  

A. = H [ ( x  + ~ + k ) ( y  + 2 + k)] "-k 
k=O 

FI 0 ... 0 0 

FE AFa ".. 0 0 

Fn+l AFn+I "" An-*Fn 0 

F.+I A G + l  "'" A n - t F . + I  AnFn+, 

Ce qui ach~ve la d6monstration en vertu du Lemme 4. [] 
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Lemme 7. Soit 

r l  G ... r .  r.+~ 

/"2 / '3  "'" /~n+l f n + 3  

F .  I n +  1 " "  r 2 n  _ 1 r 2 n + l  

r n  + l r n  + 2 . . .  r z n  r 2 n + 2  

Alors 

~" = ( n +  1) x y + y ~ + z ~ +  + ~ + y + y + z + £ ) +  
A. 6- " 

D~monstration. Par un raisonnement analogue h celui du Lemme 6, 
manipulant les lignes au lieu de colonnes de d&erminants, on obtient 

n - 1  

~ " = H [ ( x + : ? + k ) ( Y + ~ + k ) ]  "-k 
k=O 

mais 

n - 1  

= H [(x + i + k)(y + 2 + k)] "-k 
k=O 

G r2 ... r .  r.+2 
~ ( 1 )  r ~ "  r~"  ... r...~ i~+~ 

: : ' . .  : : 

r ~ " - "  r.~"-' ,  ... r .  ~"-' '  r . % "  
r~ .~ r.~., r~.~ -("' "'" - n  I n + 2  

r ,  r~ ... r .  r . + :  

o At2 ... a t .  At .+2 
: : ".. : : 

0 0 "'" A " - I F .  A"F.+2 

0 0 "'" 0 A"F.+2 

n - I  n - 1  

= H [(x + i +  k)(y + "2 + k)]n-kAnFn+2 H A k F k + l  . 
k=O k=O 

Ceci ach~ve la d~monstration en vertu des Lemmes 5 et 6. [] 

e n  

Le Th6or6me 1 en r6sulte finalement en tenant compte des Lemmes 2, 6 et 7. 

5. Un module sym~trique ternaire pour F~(x,y, z) 

Plusieurs auteurs (cf. [3, 9, 7]) ont propos6 de trouver un mod61e combinatoire pour 
les polyn6mes F.(x, y, z) de sorte que la sym6trie ternaire soit 6vidente. L'expression 
sym&rique polynomiale de F. (x , y , z )  du CoroIlaire 3 nous ouvre en effet une 
nouvelle voie pour une telle interpr&ation en termes de chemins de Motzkin valu6s 
(cf. [6, 9]). 
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Definition 5.1. Un  chemin de Motzk in  en n pas est une appl icat ion 09 de 
{0,1 . . . . .  n} clans {0,1 . . . . .  n} telle que 0 9 ( 0 ) = 0 9 ( n ) = 0  et V i e { l , 2  . . . . .  n}, on 

al09(i) - 09(i - 1)1 ~< 1, au t rement  dit les pas (090 - 1), 09(0) sont, soit des mont~es 
de + 1, soit des paliers, soit des descentes de - 1. On  appelle 09(0 le niveau du i e pas 
(09( i -  1), co(i)) de 09. 

Soient ak, bk, Ck+ 1 (k ~ 0) des variables commutat ives .  Pou r  tout  chemin de 
Motzk in  09, on d6finit la valuat ion d 'un palier situ6 au niveau k par  bk, d'une descente 

du niveau k + 1 vers le niveau k par  Ck + 1 vers le niveau k par  Ck * 1 et d 'une mont~e du 
niveau k vers le niveau k + 1 par  a k. On d6finit la valuat ion w(09) de 09 par  le produi t  

des valuat ions de tous ses pas. 
En particulier,  si l 'on pose pour  tout  k >~ 0, 

a k = k +  1, 

bk = (X + 2k)y  + (y + 2k)z  + (z + 2k)x  + k(2k  - 1), 

Ck+l = ( x  + y + k ) ( y +  z + k ) ( z  + x + k ) ,  

alors d 'apr~s Flajolet [6], le Corollaire 2 donne  imm6dia tement  l '6quation suivante: 

F,+ l(x, y , z )  = ~ w(09), n > ~ l ,  
to E F(n) 

off F(n) d~signe l 'ensemble des chemins de Motzk in  en n pas. 

(5.1) 

D6finition 5.2. Un  chemin de Motzk in  color6 en n pas est la donn6e d 'un  chemin de 

Motzk in  09 en n pas et d 'un  coloriage en quatre  couleurs x, y, z, 1 des paliers de 09. Un  
palier de couleur x (resp. y, z, 1) s 'appelle ainsi x-palier (resp. y-palier, z-palier, 
1-palier). 

D6finition 5.3. Un  complexe  de Genocchi  sur [n] est un quadruple  (09,f, g, h) off ? est 
un chemin de Motzk in  color6 de n pas et off f, g, h sont des appl icat ions de [n] dans 
Z telles que pour  tout  i, 1 ~< i ~< n, soit k = o ( i  - 1) le niveau du i t pas, si le i t pas 
(09(i - 1), 09(i)) est une mont6e alors 

0 <~f(i) = g(i) = h(i) <~ k; 

si le i t pas (09(i - 1), 09(i)) est une descente alors 

O<~f(i)<.%k, O<%g(i)<%k, O<~h(i)<~k;  

si le i e pas (09(i - 1), 09(i)) est un x-palier  (resp. y-palier, z-palier), alors 

- 09(i - 1) <~f(i) -- g(i) = h(i) <~ 09(i - 1); 

si le i t pas (09(i - 1), 09(i)) est un 1-palier, alors 

1 <~ f ( i )  = g(i) = h(i) <~ k(2k  - 1). 
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Soit q¢, l 'ensemble des complexes de Genocchi  sur [n]. De (14), on d6duit imm6di- 
a tement  que le cardinal de c¢, est F, + 1 (1, 1, 1) = G2, + 4 pour  n/> l. Afin de t rouver  une 
interpr&ation combinatoi re  pour  voir la sym&rie de F,+~(x ,  y, z), on va introduire 
quelques statistiques appropri6es sur les complexes de Genocchi.  

Soit n = (to, f, g, h) e cg,. On dbsigne par  fmin n (resp. gmin n, hmin n) le nombre  des 
entiers i, 1 ~< i ~< n, tels que f ( i )  = 0 (resp. g(i)  = O, h( i )  = 0) et le pas (to(i - 1), to(i)) est 
une descente. On d6signe par  fmax n (resp. gmax n, hmax n) le nombre  des entiers i, 
1 ~< i ~< n, tels que f ( i )  = to(i - 1) (resp. g(i)  = to(i - 1), h(i)  = to(i - 1)) et le pas 
(to(i - 1)) et le pas (to(i - 1), to(i)) est une descente. On note  xpal n (resp. ypal n, zpal n) 
le nombre  des x-paliers (resp., y-paliers, z-paliers) de to et x m o y n  (resp. ymoyn ,  
zmoyn)  le nombre  des entiers i, 1 ~< i~< n, tels q u e f ( i )  = g(i)  = h(i)  = 0 et le i ~ pas 
(to(i - 1), to(i)) est un x-palier (resp. y-palier, z-palier). Posons 

a(n) = fmin n + hmax n + xpal n + ymoy  ~, 

fl(n) = gmin n + fmax n + ypal n + zmoy n, 

~,(n) = hmin n + gmax n + zpal n + xmoy  n, 

On d6duit donc du Corollaire 2 et de (5.1) 

(5.2) 

F,+ , ( x ,  y , z )  = Y', x'(")yP('°z~("). (5.3) 

Mont rons  maintenant  que la sym6trie ternaire de F, + 1 (x, y, z) est facile ~ voir selon 
l ' interpr6tation combinatoire  (5.3), c'est-h-dire qu'il est ais6 exhiber deux inovlutions 
sur f t . ,  l 'une 6changeant les param&res  at et fl en conservant  7, l 'autre 6changeant fl et 
7 en conservant  a. 

Voici une involut ion ~o sur f t ,  telle que 

0t(n) = fl(n'), fl(n) = ~(n'), 7 (n )=  7(n'), V n e f t . ,  (5.4) 

off n ' =  ~o(n). 
Etant  donn6 n = (to, f g, h) e ~g., on construit  n' = (to', f ' ,  g', h') = q~(n) e f t .  comme 

suit: 

(i) si (to(i - 1), to(i)) est un x-palier (resp. z-palier) et f ( i )  = g( i )  = h( i )  = 0, alors 
(~o'(i - 1), to'(/)) est un z-palier (resp. x-palier) et i f ( i )  = g'( i )  = h'( i )  = 0; 

(ii) si ( t o ( i -  1),to(i)) est un x-palier (resp. y-palier) et f ( i )  = g( i )  = h( i )  = k ~ O, 

alors (to'(i - 1), to'(i)) est un y-palier (resp. x-palier) et f ' ( i )  = g'( i )  = h'( i)  = k; 

(iii) si ( to ( i -1 ) , to ( i ) )  est une descente et f ( i ) = 0  (resp. t o ( i - 1 ) ) ,  alors 
( t o ' ( i -  1), to '( i))= ( t o ( i -  1),to(i)) et f ' ( i ) =  t o ( i -  1) (resp. 0), g ' ( i ) =  t o ( i -  1 ) -  g(i),  

h ' ( i )  = to(i - 1) - h(i); 
(iv) dans t o u s l e s  autres cas, on d6finit ( ( to ' ( / -1) , to ' ( i ) ) ,  if(i),  g'(i),  h ' ( i ) )=  

((to(i - 1), to(i)), f (i), g(i), h(i)). 

I1 est clair que q~ est une involution sur ~g, satisfaiant (5.4). 
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D a n s  l ' involut ion ci-dessus, si l 'on substitute respect ivement x, y, z par y, z, x dans 
(i), (ii) et f, g, h par g, h, f dans (iii), on  obtient  une involut ion  sur cgn qui echange/3  et 

en conservant  ~. 
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