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Abstract

The main purpose of this paper is to introduce and investigate a new class of

generalized q­Bernoulli and q­Euler polynomials. The q­analogues of well­known
formulas are derived. A generalization of the Srivastava­Pintér addition theorem

is obtained.

Throughout this paper, we always make use of the following notation: ℕ denotes
the set of natural numbers, N0 denotes the set of nonnegative integers, ℝ denotes
the set of real numbers, ℂ denotes the set of complex numbers.

The q­numbers and q­factorial are defined by

respectively. The q­polynomial coefficient is defined by

The q­analogue of the function (x + y)n is defined by
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•

[a]q =
1− qa

1− q (q ≠ 1); [0]q! = 1; [n]q! = [1]q[2]q⋯[n]q, n ∈ N, a ∈ C,

n
k q

=
( q ; q ) n

( q ; q ) n− k ( q ; q ) k
.[ ]
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The q­binomial formula is known as

In the standard approach to the q­calculus, two exponential functions are used:

From this form, we easily see that eq(z)Eq( − z) = 1. Moreover,

where Dq is defined by

The above q­standard notation can be found in [1].

Carlitz firstly extended the classical Bernoulli and Euler numbers and

polynomials, introducing them as q­Bernoulli and q­Euler numbers and
polynomials [2–4]. There are numerous recent investigations on this subject by,
among many other authors, Cenki et al. [5–7], Choi et al. [8] and [9], Kim et
al. [10–13], Ozden and Simsek [14], Ryoo et al. [15], Simsek [16, 17] and
[18], and Luo and Srivastava [19], Srivastava et al. [20], Mahmudov [21, 22].

Recently, Natalini and Bernardini [23], Bretti et al. [24], Kurt [25, 26],
Tremblay et al. [27, 28] studied the properties of the following generalized
Bernoulli and Euler polynomials:

(x + y)nq : =
n
∑
k =0

n
k q

q
1
2
k ( k −1) xn− kyk, n ∈ N0.[ ]

(1 − a)nq =
n−1
∏
j=0

1 − q ja =
n
∑
k =0

n
k q

q
1
2
k ( k −1) ( − 1)kak.( ) [ ]

eq(z) =
∞
∑
n=0

zn

[ n ] q !
=

∞
∏
k =0

1

( 1− ( 1− q ) qkz )
, 0 < | q | < 1, | z | <

1
| 1− q | ,

Eq(z) =
∞
∑
n=0

q
1
2n ( n− 1) zn

[ n ] q !
=

∞
∏
k =0

1 + (1 − q)qkz , 0 < | q | < 1, z ∈ C.( )

Dqeq(z) = eq(z), DqEq(z) = Eq(qz),

Dqf(z): =
f ( qz ) − f ( z )

qz− z , 0 < | q | < 1, 0 ≠ z ∈ C.

tm
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k !
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α
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∞
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( )
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Motivated by the generalizations in (1) of the classical Bernoulli and Euler

polynomials, we introduce and investigate here the so­called generalized two­

dimensional q­Bernoulli and q­Euler polynomials, which are defined as follows.

Definition 1 Let q, α ∈ C, m ∈ N, 0 < | q | < 1. The generalized two­dimensional

q­Bernoulli polynomials B [m −1 , α ]
n , q (x, y) are defined, in a suitable neighborhood

of t = 0, by means of the generating function

where Tm −1 , q(t) = ∑m −1
k =0

tk

[ k ] q !
.

Definition 2 Let q, α ∈ C, 0 < | q | < 1, m ∈ N. The generalized two­dimensional

q­Euler polynomials E [m −1 , α ]
n , q (x, y) are defined, in a suitable neighborhood of 

t = 0, by means of the generating functions

It is obvious that

Here B [m −1 , α ]
n (x) and E [m −1 , α ]

n (x) denote the generalized Bernoulli and Euler

polynomials defined in (1). Notice that B [m −1 , α ]
n (x) was introduced by Natalini

[23], and E [m −1 , α ]
n (x) was introduced by Kurt [25].

In fact Definitions 1 and 2 define two different types B [m −1 , α ]
n , q (x, 0) and 

B
[m −1 , α ]
n , q (0, y) of the generalized q­Bernoulli polynomials and two different

types E [m −1 , α ]
n , q (x, 0) and E [m −1 , α ]

n , q (0, y) of the generalized q­Euler polynomials.

Both polynomials B [m −1 , α ]
n , q (x, 0) and B [m −1 , α ]

n , q (0, y) (E [m −1 , α ]
n , q (x, 0) and 

E
[m −1 , α ]
n , q (0, y)) coincide with the classical higher­order generalized Bernoulli

polynomials (Euler polynomials) in the limiting case q → 1 − .

tm
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α
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lim q→1 −B
[m −1 , α ]
n , q (x, y) = B [m −1 , α ]

n (x + y),

B
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n , q = B
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n , q (x, y) = E [m −1 , α ]

n (x + y),

E
[m −1 , α ]
n , q = E
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n , q (0, 0), lim q→1 −E
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n , q = E [m −1 , α ]
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n (x), lim q→1 −B
[m −1 , α ]
n , q (0, y) = B [m −1 , α ]

n (y),

lim q→1 −E
[m −1 , α ]
n , q (x, 0) = E [m −1 , α ]

n (x), lim q→1 −E
[m −1 , α ]
n , q (0, y) = E [m −1 , α ]

n (y).



In this section we provide some basic formulas for the generalized q­Bernoulli
and q­Euler polynomials to obtain the main results of this paper in the next
section. The following result is a q­analogue of the addition theorem for the
classical Bernoulli and Euler polynomials.

Lemma 3 For all x, y ∈ C we have

In particular, setting x = 0 and y = 0 in (3) and (4), we get the following formulae
for the generalized q­Bernoulli and q­Euler polynomials, respectively,

Setting y = 1 and x = 1 in (3) and (4), we get, respectively,

B
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∑
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n
k q
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n
k q

E
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[ ]
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[ ]
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2 Preliminaries and lemmas



Clearly, (5) and (6) are the generalization of q­analogues of

respectively.

Lemma 4 The generalized q­Bernoulli and q­Euler polynomials satisfy the
following relations:

Lemma 5 We have

Lemma 6 The generalized q­Bernoulli and q­Euler polynomials satisfy the
following relations:
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Proof We prove only (7). The proof is based on the following equality:

Here we used the following relation:

  □

B
[m −1 , α ]
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Corollary 7 Taking q → 1 − , we have

Lemma 8 The generalized q­Bernoulli polynomials satisfy the following
relations:

Proof

Indeed,

  □

Remark 9 Notice taking limit in (8) as q → 1 − , we get

It is a correct form of formula (2.7) from [27] for λ = 1.

Lemma 10 We have

B
[m −1 , α ]
n (y + 1) −
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From Lemma 10 we obtain the list of generalized q­Bernoulli polynomials as
follows

In this section, we give some generalizations of the Srivastava­Pintér addition

theorem. We also obtain new formulae and their some special cases below.

We present natural q­extensions of the main results of the papers [29, 30].

Theorem 11 The relationships

hold true between the generalized q­Bernoulli polynomials and q­Euler
polynomials.
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∑
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3 Explicit relationship between the q­Bernoulli
and q­Euler polynomials



Proof First we prove (9). Using the identity

we have

It is clear that

On the other hand,
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  □

Next we discuss some special cases of Theorem 11.

Theorem 12 The relationship

holds true between the generalized q­Bernoulli polynomials and the q­Euler
polynomials.

Remark 13 Taking q → 1 −  in Theorem 12, we obtain the Srivastava­Pintér
addition theorem for the generalized Bernoulli and Euler polynomials.

Notice that the Srivastava­Pintér addition theorem for the generalized Apostol­

Bernoulli polynomials and the Apostol­Euler polynomials was given in [27]. The
formula (11) is a correct version of Theorem 3 [27] for λ = 1.

Dedicated to Professor Hari M Srivastava.

The authors would like to thank the reviewers for their valuable comments and

helpful suggestions that improved the note’s quality.

Competing interests

The authors declare that they have no competing interests.

∞
∑
n=0

B
[m −1 , α ]
n , q (x, y)

tn

[ n ] q !

=
1
2

∞
∑
n=0

n
∑
k =0

n
k q

lk − n B
[m −1 , α ]
k , q (0, y) + B

[m −1 , α ]
k , q

1
l , y En− k , q(lx, 0)

tn

[ n ] q !
.[ ] [ ( )]

B
[m −1 , α ]
n , q (x, y) =

1
2

n
∑
k =0

n
k q

B
[m −1 , α ]
k , q (0, y) +

min ( n ,m −1)
∑

k =0

n
k q

B
[m −1 , α ]
n− k , q (0, y

+ [k]q
k −1
∑
j=0

k − 1
j q

B
[m −1 , α ]
j , q (0, y)B [ 0 , − 1 ]

k −1− j , q En− k , q(x, 0)

[ ] [ [ ]
[ ] ]

B
[m −1 , α ]
n (x + y) =

1
2

n
∑
k =0

n
k B

[m −1 , α ]
k (y) +

min ( n ,m −1)
∑

k =0

n
k B

[m −1 , α ]
n− k (y)

+ k
k −1
∑
j=0

k − 1
j B

[m −1 , α ]
j (y)B [ 0 , − 1 ]

k −1− j En− k(x).

(11)

( )[ ( )
( ) ]

Acknowledgements



Authors’ contributions

All authors contributed equally and significantly in writing this paper. All
authors read and approved the final manuscript.

1. Andrews GE, Askey R, Roy R Encyclopedia of Mathematics and Its Applications 71.

In Special Functions. Cambridge University Press, Cambridge; 1999.
CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781107325937)

2. Carlitz L: q ­Bernoulli numbers and polynomials. Duke Math. J. 1948, 15: 987–
1000. 10.1215/S0012­7094­48­01588­9

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=27288)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1215/S0012­7094­48­01588­9)

3. Carlitz L: q ­Bernoulli and Eulerian numbers. Trans. Am. Math. Soc. 1954, 76:
332–350.

4. Carlitz L: Expansions of q ­Bernoulli numbers. Duke Math. J. 1958, 25: 355–364.
10.1215/S0012­7094­58­02532­8

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=95982)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1215/S0012­7094­58­02532­8)

5. Cenkci M, Can M: Some results on q ­analogue of the Lerch zeta function. Adv.
Stud. Contemp. Math. 2006, 12: 213–223.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2213080)

6. Cenkci M, Can M, Kurt V: q ­Extensions of Genocchi numbers. J. Korean Math.
Soc. 2006, 43: 183–198.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2190703)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.4134/JKMS.2006.43.1.183)

7. Cenkci M, Kurt V, Rim SH, Simsek Y:On (i, q)­Bernoulli and Euler numbers. Appl.
Math. Lett. 2008, 21: 706–711. 10.1016/j.aml.2007.08.001
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2423049)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2007.08.001)

8. Choi J, Anderson PJ, Srivastava HM: Some q ­extensions of the Apostol­Bernoulli
and the Apostol­Euler polynomials of order n , and the multiple Hurwitz zeta
function. Appl. Math. Comput. 2008, 199: 723–737. 10.1016/j.amc.2007.10.033
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2420600)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2007.10.033)

9. Choi J, Anderson PJ, Srivastava HM: Carlitz’s q ­Bernoulli and q ­Euler numbers
and polynomials and a class of q ­Hurwitz zeta functions. Appl. Math. Comput.
2009, 215: 1185–1208. 10.1016/j.amc.2009.06.060

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2568977)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2009.06.060)

10. Kim T: Some formulae for the q ­Bernoulli and Euler polynomial of higher order. J.
Math. Anal. Appl. 2002, 273: 236–242. 10.1016/S0022­247X(02)00203­2
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=1933028)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/S0022­247X(02)00203­2)

References

http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781107325937
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=27288
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-48-01588-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=95982
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-58-02532-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2213080
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2190703
http://dx.doi.org/10.4134/JKMS.2006.43.1.183
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2423049
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2007.08.001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2420600
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2007.10.033
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2568977
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2009.06.060
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1933028
http://dx.doi.org/10.1016/S0022-247X(02)00203-2


11. Kim T: q ­Generalized Euler numbers and polynomials. Russ. J. Math. Phys. 2006,
13: 293–298. 10.1134/S1061920806030058

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2262831)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1134/S1061920806030058)

12. Kim T, Kim YH, Hwang KW: On the q ­extensions of the Bernoulli and Euler
numbers, related identities and Lerch zeta function. Proc. Jangjeon Math. Soc.
2009, 12: 77–92.

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2542050)

13. Kim T, Rim SH, Simsek Y, Kim D: On the analogs of Bernoulli and Euler numbers,

related identities and zeta and L ­functions. J. Korean Math. Soc. 2008, 45: 435–
453. 10.4134/JKMS.2008.45.2.435

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2389547)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.4134/JKMS.2008.45.2.435)

14. Ozden H, Simsek Y: A new extension of q ­Euler numbers and polynomials related
to their interpolation functions. Appl. Math. Lett. 2008, 21: 934–939.
10.1016/j.aml.2007.10.005

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2436527)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2007.10.005)

15. Ryoo CS, Seo JJ, Kim T: A note on generalized twisted q ­Euler numbers and
polynomials. J. Comput. Anal. Appl. 2008, 10: 483–493.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2383975)

16. Simsek Y: q ­Analogue of the twisted l ­series and q ­twisted Euler numbers. J.
Number Theory 2005, 110: 267–278. 10.1016/j.jnt.2004.07.003
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2122609)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.jnt.2004.07.003)

17. Simsek Y: Twisted (h, q) ­Bernoulli numbers and polynomials related to twisted 
(h, q) ­zeta function and L ­function. J. Math. Anal. Appl. 2006, 324: 790–804.
10.1016/j.jmaa.2005.12.057

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2265081)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2005.12.057)

18. Simsek Y: Generating functions of the twisted Bernoulli numbers and polynomials

associated with their interpolation functions. Adv. Stud. Contemp. Math. 2008, 16:
251–278.

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2404639)

19. Luo QM, Srivastava HM: q ­Extensions of some relationships between the Bernoulli
and Euler polynomials. Taiwan. J. Math. 2011, 15: 241–257.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2780283)

20. Srivastava HM, Kim T, Simsek Y: q ­Bernoulli numbers and polynomials associated
with multiple q ­zeta functions and basic L ­series. Russ. J. Math. Phys. 2005, 12:
241–268.

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2199005)

21. Mahmudov NI: q ­Analogues of the Bernoulli and Genocchi polynomials and the
Srivastava­Pintér addition theorems. Discrete Dyn. Nat. Soc. 2012., 2012: Article
ID 169348. doi:10.1155/2012/169348

22. Mahmudov NI: On a class of q ­Bernoulli and q ­Euler polynomials. Adv. Differ.
Equ. 2013., 2013: Article ID 108

http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2262831
http://dx.doi.org/10.1134/S1061920806030058
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2542050
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2389547
http://dx.doi.org/10.4134/JKMS.2008.45.2.435
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2436527
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2007.10.005
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2383975
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2122609
http://dx.doi.org/10.1016/j.jnt.2004.07.003
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2265081
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2005.12.057
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2404639
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2780283
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2199005


© Mahmudov and Keleshteri; licensee Springer 2013

This article is published under license to BioMed Central Ltd. This is an Open

Access article distributed under the terms of the Creative Commons

Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/2.0

(http://creativecommons.org/licenses/by/2.0)), which permits unrestricted

use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original

work is properly cited.

23. Natalini P, Bernardini A: A generalization of the Bernoulli polynomials. J. Appl.
Math. 2003, 3: 155–163.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=1982355)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1155/S1110757X03204101)

24. Bretti G, Natalini P, Ricci PE: Generalizations of the Bernoulli and Appell

polynomials. Abstr. Appl. Anal. 2004, 7: 613–623.
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2084940)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1155/S1085337504306263)

25. Kurt, B: A further generalization of the Euler polynomials and on the 2D­Euler

polynomials (in press)

26. Kurt B:A further generalization of the Bernoulli polynomials and on the 2D­

Bernoulli polynomials B2n (x, y). Appl. Math. Sci. 2010, 47: 2315–2322.

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2720668)

27. Tremblay R, Gaboury S, Fugère BJ: A new class of generalized Apostol­Bernoulli

polynomials and some analogues of the Srivastava­Pintér addition theorem. Appl.
Math. Lett. 2011, 24: 1888–1893. 10.1016/j.aml.2011.05.012
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2812232)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2011.05.012)

28. Tremblay R, Gaboury S, Fugère BJ: Some new classes of generalized Apostol­Euler

and Apostol­Genocchi polynomials. Int. J. Math. Math. Sci. 2012., 2012: Article ID
182785. doi:10.1155/2012/182785

29. Srivastava HM, Pintér Á: Remarks on some relationships between the Bernoulli

and Euler polynomials. Appl. Math. Lett. 2004, 17: 375–380. 10.1016/S0893­
9659(04)90077­8

MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2045740)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/S0893­9659(04)90077­8)

30. Luo QM: Some results for the q ­Bernoulli and q ­Euler polynomials. J. Math. Anal.
Appl. 2010, 363: 7–18. 10.1016/j.jmaa.2009.07.042
MathSciNet  (http://www.ams.org/mathscinet­getitem?mr=2559035)

CrossRef  (http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2009.07.042)

Copyright information

About this article

http://creativecommons.org/licenses/by/2.0
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1982355
http://dx.doi.org/10.1155/S1110757X03204101
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2084940
http://dx.doi.org/10.1155/S1085337504306263
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2720668
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2812232
http://dx.doi.org/10.1016/j.aml.2011.05.012
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2045740
http://dx.doi.org/10.1016/S0893-9659(04)90077-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2559035
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2009.07.042


Online ISSN
1687-1847  

Publisher Name
Springer International Publishing

About this journal

Reprints and Permissions

© 2016 Springer International Publishing. Part of Springer Nature.
Not logged in · Not aḀ㸂iliated · 151.28.201.116

http://www.springer.com/journal/13662/about
https://s100.copyright.com/AppDispatchServlet?publisherName=Springer&orderBeanReset=true&orderSource=SpringerLink&author=Nazim+I+Mahmudov&authorEmail=nazim.mahmudov%40emu.edu.tr&issueNum=1&contentID=10.1186%2F1687-1847-2013-115&openAccess=true&endPage=10&publicationDate=2013&startPage=1&volumeNum=2013&title=On+a+class+of+generalized+q-Bernoulli+and+q-Euler+polynomials&imprint=Mahmudov+and+Keleshteri%3B+licensee+Springer&publication=1687-1847&authorAddress=Gazimagusa%2C+T.R.+North+Cyprus%2C+via+Mersiin+10%2C+Turkey
http://www.springernature.com/
http://www.springernature.com/

