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Capitolo 1

Stabilita e altre proprieta

In questo capitolo sono brevemente richiamati alcuni risultati sulla stabilita e stabi-
lizzazione dei sistemi lineari (invarianti e a dimensione finita):

z(t) = Axz(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

dove z(t) € R™, u(t) € R™, and y(t) € RP. I movimenti dello stato e dell’uscita a
partire da un certo stato iniziale xg al tempo tg sono espressi dalle formule di Lagrange

t
x(t) = eA(t_tO)xo—i—/ A7) Bu(r)dr
to
¢
y(t) = C’eA(tft")xo—l—C/ A7) Bu(7)dr + Du(t)
to

dove la matrice esponenziale e” & la matrice di transizione del sistema, definita come

o kk
AT __ AT
e =
k!
k=0

e soddisfa I'equazione matriciale differenziale

d
Bl eA‘r _ AeAT _ eA‘rA
dr

Indicando con 6(t) la funzione ' impulso, si ha che il movimento dell’uscita si puo
anche scrivere come:
¢
y(t) = Cerlt=t0)gg + / {C’eA(t_T)B + Dot —7)| u(r)dr
to

Il termine tra parentesi quadre ¢ la cosidetta risposta all’impulso

g(t) = Ce B + Dé(t)

n vero, tale oggetto non & una funzione ma una distribuzione, chiamata anche distribuzione di
Dirac.
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ed esprime la risposta forzata all’'impulso in forma di prodotto di convoluzione con la
funzione di ingresso:

t

yr(t) = / g(t — T)u(r)dr
to

In effetti, la colonna i-esima della matrice g(t — to) rappresenta il movimento forzato

dell’uscita quando la componente i-esima dell’ingresso & un impulso al tempo tg.

La funzione complessa di variabile complessa s:
G(s)=C(sI—A)™'B+D

¢ la funzione di trasferimento del sistema, e corrisponde alla trasformata (monolatera)
di Laplace della risposta forzata all’impulso g(¢). E’ una matrice di funzioni razionali
con p righe e m colonne, che rappresentano le funzioni di trasferimento tra le varie
componenti del vettore di ingresso e le varie componenti del vettore di uscita.

La stabilita ¢ la proprieta piti importante e piu studiata di un sistema dinamico. Essa
trae la sua origine dalla pili generale nozione di stabilita (in piccolo) di un movimento
di un sistema dinamico, e studia il comportamento della differenza tra tale movimento
e 1 movimenti perturbati generati dalla variazione del solo stato iniziale. Grazie alla
linearita del sistema si puo parlare di stabilita del sistema prescindendo dal particolare
movimento considerato. Il sistema e asintoticamente stabile se e solo se il movimento
libero dello stato
zi(t) = eAlt=t0) g

tende asintoticamente a zero per ogni stato iniziale zy e ogni istante di tempo iniziale
to. Analogamente, il sistema e semplicemente stabile se e solo se tale movimento
libero rimane limitato per t > 0 per qualunque stato iniziale e tempo iniziale. La
struttura lineare di tale movimento rende subito evidente che I’asintotica stabilita e
la semplice stabilita sono equivalenti alla convergenza a zero o alla limitatezza di tutti
gli elementi della matrice di transizione e”?.

Esistono diversi concetti di stabilita di un sistema. Tra questi, riveste particolare im-
portanza la nozione di stabilita esterna (ingresso-uscita) di un sistema con condizioni
iniziali nulle. Dati due spazi vettoriali X} e X5, la proprieta di stabilita esterna as-
sicura che 'uscita forzata per t > 0 appartenga a X; qualunque sia l'ingresso in X5
per t > 0. Considerando X; e X5 come gli spazi vettoriali delle funzioni limitate per
t > 0 la nozione di stabilita esterna coincide con quella di stabilitah BIBO (bounded
input bounded output). E’ possibile dimostrare che il sistema (4, B,C, D) & BIBO
stabile se e solo se la funzione delle risposte all’impulso ¢(t) tende a zero per ¢t — 0.

1.1 Norma dello stato

Una matrice A associata ad sistema asintoticamente stabile si dice essere una matrice
di Hurwitz. La matrice di transizione associata ad A ¢ la matrice esponenziale e,
Se A & di Hurvitz, e ragionando sulla forma di Jordan, & facile capire ? che esistono

2Infatti, si consideri la forma di Jordan Ay = T—' AT e il miniblocco generico J;;. Si ha |le”iit|| =
efteQ)t|| P, (t)||. Si prenda allora un numero positivo €; tale che € + Re(\;) > 0 e sia a;; =
max; et P (t)]], Bi = —Re(\i) — €. Quindi lle’iit|] < ae=Pit. In conclusione |[eAt]| < ce™F?
dove a = ||T||||T~}|| max;; a;; e B = min; S;.
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sempre due costanti positive a e 3 tale che
le]] < ae™?

Il numero [ deve essere scelto appartenere all’intervallo (0, A) dove A & il valore
assoluto della parte reale dell’autovalore di A con parte reale piu grande. Una con-
seguenza del valore inferiore alla norma della matrice esponenziale € che la norma del
movimento libero dello stato & limitata inferiormente come segue:

lz(@)Il < ae™[|zoll, ¢>0

che significa che lo stato di un sistema asintoticamente stabile tende a zero in modo
esponenziale. Se la matrice A non e di Hurvitz ¢ ancora possibile caratterizzare
I’andamento esponenziale della norma dello stato. Infatti,

- - eAdt _
H(t+d2y l=(tll ( (g 1>qum

e quindi

el _ e+ dn) -
dt dt—0 dt

_ eAdt|| — 1 . I+ Adt]| -1
i (15 e = s (P2 oo

IN

dt—0 dt—0

Definendo la cosidetta misura di Lozinski della matrice A

[T+ Adt]| -1
A) = lim (22072
wA) 1?( dt

si ha in generale che
df|z(t)]|

S < ) e

cioe
lz(t)]| < e laoll, ¢ >0
Si noti che la misura di Lozinski coincide con la meta del massimo autovalore di

A+ A’ se la norma utilizzata & quella spettrale. Infatti, sfruttando il Teorema di de
L’Hopital, si ha:

_ |1 + Adt|| — 1 , VAmaz [+ Adt + A'dt + AA'dt2] — 1
lim —_— = lim
dt—0 dt dt—0 dt
/ _
i <\/1+)\mm(A+A)dt 1)
dt—0 dt
1 /
= §>\maac (A + A )

1.2 Disequazione di Lyapunov

Il risultato seguente € un classico della teoria della stabilita dei sistemi lineari, conosci-
uto come Lemma di Lyapunov.
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Teorema 1.1 Una matrice A & di Hurwitz se e solo se la disequazione matriciale
AP+PA<O
¢ verificata per una certa matrice reale, simmetrica e definita positiva P.3

Prova. Supponiamo che tale P > 0 esista. Per assurdo sia Ax = Ax con = # 0 e
Re(\) > 0. Allora:
2Re(N)z* Pz <0

conduce all’assurdo. Viceversa, si supponga che A sia di Hurwitz. Allora esiste
o0
P :/ eMtQeMdt
0
per ogni matrice simmetrica e definita positiva (). Infatti

1P| S/ le* Qe dt < aQIIIQH/ e ?Ptdt = 0.5a%671 Q| < o0
0 0

Inoltre ~ g
A'P+ PA= / = [eA’thAt} dt=—-Q <0
0

che ¢ la tesi. =

La disequazione di Lyapunov genera anche un valore inferiore alla norma 4 della
matrice di transizione di un sistema asintoticamente stabile. Infatti, se A ¢ di Hurwitz,
allora esiste P > 0 tale che A’P + PA < 0. Moltiplicando a sinistra per eA't e a
destra per et si ha eAtA'PeAt + At PAe?t < 0, per ogni t > 0, che implica che
d

% {eA'tPeAt} < 0 per ogni t > 0. La quantita tra parentesi quadre vale P per t =0

e decresce (nell’ordinalemto parziale delle matrici definite positive) per ¢ > 0. In
conclusione )
P>ettpPedt >0

Questa disequazione implica Az (P) > [le]|?Amin(P) e quindi

AtH2 < AmaI(P)

dove A,.;n rappresenta l'autovalore piu piccolo di P. 1l significato di quest’ultima
disequazione ¢ evidente. Per ogni valore del tempo t positivo, la norma della matrice
di transizione e limitata dal numero di condizionamento della soluzione P della dis-
equazione di Lyapunov, e quindi il movimento libero dello stato & limitato in norma
da tale valore che moltiplica la norma dello stato iniziale. Se ora si prende 3 > 0 tale
che A + I sia ancora asintoticamente stabile, seguendo il ragionamento precedente
si ha che:

max |le
>0

ledt] < ae P t>0

3

/\max (P)

0 > (A+p8D)'P+PA+pI), P>0

3Una matrice reale e simmetrica Q & definita positiva se la forma quadratica z’Qx & positiva per
ogni vettore non nullo z. Si dice definita negativa se —Q ¢ definita positiva.

41 valori singolari o;(F) di una matrice F' sono definiti come le radici degli autovalori di FF’.
Il pitt grande di tali valori singolari, spesso indicato con &(F') & una norma di F, chiamata anche
norma spettrale. Essa ¢ dunque definita come la radice quadrata dell’autovalore pit grande di F'F
(o anche, che ¢ la stessa cosa, di FF'): ||F|| = Amaz(FF')'/2.

a =
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Si noti che la disuguagliamza di cui sopra vale anche se A non ¢ Hurwitz e § > 0 ¢
tale che A 4+ BI sia Hurwitz.

Osservazione 1.1 [l Teorema sulla disequazione di Lyapunov ammette una forma
duale che fa riferimento alla disequazione

AS+SA" <0

E’ infatti evidente che esiste S > 0 di questa disequazione se e solo se esiste P > 0
di quella precedente. La ovvia corrispondenza ¢ S = P~1.

Osservazione 1.2 Dal teorema precedente si evince una facile condizione sufficiente
perché una matrice sia di Hurwitz. Infatti, se la misura di Lozinski ¢ negativa, allora
st ha A+ A" < 0 col che la disequazione di Lyapunov é soddisfatta con P = 1. In
conclusione possiamo dire che A é di Hurwitz se p(A) < 0. Questa condizione ¢é
peraltro solo sufficiente. Infatti e facile verificare che la matrice

-1 «
=l
¢ di Hurwitz per ogni o, ma la sua misura di Lozinski ¢ positiva solo se a® > 4.

La disequazione di Lyapunov puo essere caratterizzata in termini frequenziali come
segue. Infatti, per ogni numero complesso s la disequazione si puo scrivere come
(—sI— A"YP+ P(sI — A) > 0 e quindi, ponendo s = jw e moltiplicando a sinistra per
(—jwl — A")~! e a destra per (jwl — A)~! si ha:

P(jwl — A + (—jwl — A)"'P >0, Vw

Un altro modo di guardare alla stabilita asintotica fa dunque riferimento al concetto di
funzione strettamente reale positiva ®. Da cid segue che una matrice A & di Hurvitz se
e solo se esiste una matrice reale, simmetrica e definita positiva P tale che la matrice
complessa P(sI — A)~1 & strettamente reale positiva. Uno dei problemi pitt importanti

della teoria del controllo e il cosidetto problema della stabilizzazione dallo stato, cioe
se sia possibile o no, data una coppia (A, B), trovare una legge di controllo dallo
stato capace di rendere il sistema ad anello chiuso asintoticamente stabile. Si puo
dimostrare che non ¢ lesivo della generalita limitare ’attenzione a leggi di controllo
statiche, lineari e invarianti nel tempo del tipo:

u=Kzx

dove K & una matrice, di ovvie dimensioni, che renda A+ BK asintoticamente stabile
(se possibile).

E’ molto interessante osservare che & possibile parametrizzare tutte le soluzioni K del
problema della stabilizzazione, facendo riferimento alla disequazione di Lyapunov. Si

5Una matrice ¥(s) della variabile complessa s si dice essere strettamente reale positiva se

U(jw) + ¥(—jw) >0, VYw
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ricordi infatti (Osservazione 1.1) che A + BK ¢ asintoticamente sabile se e solo se
esiste S > 0 soluzione di

(A+ BK)S + S(A+ BK) = AS + SA' + BKS + SK'B' < 0

Si noti che, nel problema di sintesi di K, questa disequazione ha due incognite S > 0 e
K che appaiono bilinearmente nella disequazione stessa. Possiamo affermare che I'in-
sieme di tuttii K che rendono A+ BK di Hurwitz non & convesso in generale. E’ pero’
possibile sovraparametrizzare la soluzione rendendo il problema della stabilizzazione
un problema tipicamente convesso. A tale scopo si definisca la variabile:

W=KS
e si riscriva la disequazione di Lyapunov nel modo seguente:
AS+SA'+ BW+W'B' <0

Si noti che tale disequazione ¢ lineare nella coppia (S, W). Allora:

Tutte le soluzioni K del problema della stabilizzazione si possono scrivere come K =
WS=t dove W e S > 0 soddisfano la disequazione lineare

[ A B}{Vi]ﬁ-[S W’}[gi]<0

Affrontiamo ora il problema della ricostruzione asintotica dello stato, cioé se sia pos-
sibile o no, trovare un sistema dinamico alimentato dalle misure y ed eventualmente
dagli ingressi u, che fornisca asintoticamente una ricostruzione dello stato (e dell'us-
cita) indipendentemente dall’errore commesso sulla conoscenza dello stato iniziale.
Si puo dimostrare che per affrontare questo problema non & lesivo della generalita
limitarsi ai ricostruttori asintotici in forma di osservatore, cioe¢ a sistemi dinamici del
tipo:

(t) = Az(t)+ L(C(t) — 9(1))
g(t) = Ca(t)+ Du(t)

&

dove L deve essere progettata in maniera da assicurare che

lim #(t) — z(t) — 0

t— o0

per qualunque Z(0), 2(0). Un semplice conto dimostra che, indicando con
e(t) = &(t) — 2(t)
la differenza tra lo stato vero z(t) e quello ricostruito Z(t), si ha
é(t) = (A+ LC)e(t) (1.1)

e quindi per risolvere il problema basta ed occorre che A+ LC sia di Hurwitz. Si dira
che un sistema (una coppia (A,C)) ¢ rivelabile se e solo se ¢ possibile trovare L tale
che A + LC ¢ asintoticamente stabile. Sappiamo che cio ¢ possibile & possibile se e
solo se la parte non osservabile (che non ¢ influenzata da L) & asintoticamente stabile.
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E’ interessante osservare (come fatto per la stabilizzabilita) che & possibile parame-
trizzare tutte le soluzioni L del problema della ricostruzione asintotica, facendo riferi-
mento alla disequazione di Lyapunov. Si ricordi infatti (Osservazione 1.1) che A+ LC
¢ asintoticamente sabile se e solo se esiste P > 0 soluzione di

(A+ LCYP+PA+LC)=AP+PA+C'L'P+PLC <0

Questa disequazione ha due incognite P > 0 e L che appaiono bilinearmente nella
disequazione stessa. Possiamo affermare che 'insieme di tutti i L che rendono A+ LC
di Hurwitz non e convesso in generale. E’ pero’ ancora possibile sovraparametrizzare la
soluzione rendendo il problema della ricostruzione asintotica un problema tipicamente
convesso. A tale scopo si definisca la variabile:

Q=PL
e si riscriva la disequazione di Lyapunov nel modo seguente:
AP+ PA+QC+C'QY <0

Si noti che tale disequazione & lineare nella coppia (.5, €2) Allora:

Tutte le soluzioni L del problema della stabilizzazione si possono scrivere come L =
P~1Q dove Q e S > 0 soddisfano la disequazione lineare

[P Q][é]ﬂA’ C’]“Hd)

Va da se che il sistema dinamico

(t) = Ax(t)+ L(C2(t) — (1))
9(t) = Cz(t) + Du(t)
ut) = Ki(t)

¢ un regolatore (ingresso y e uscita u) che stabilizza il sistema di partenza.

1.3 BIBO Stabilita

In questa sezione si mettono in luce le relazioni esistenti tra asintotica stabilita e
BIBO stabilita, per un sistema lineare e invariante nel tempo del tipo:

z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)

Alla luce di tutte le discussioni fatte, sappiamo gia che la stabilita asintotica dipende
solo dalla matrice A ed & assicurata se e solo se essa ¢ di Hurwitz. Viceversa, la
stabilita BIBO riguarda il rapporto tra la risposta forzata dell’uscita e l'ingresso.
Come gia anticipato, si ha stabilita BIBO se qualunque sia la funzione di ingresso
u(t) limitata per ¢t > 0, la risposta forzata dell’uscita, data da

yr(t) = /0 g(T)u(t — 7)dr
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e limitata per ¢ > 0. D’altra parte la funzione delle risposte all’impulso si puo sempre
scrivere come A

g(t) = Ce* B + Di(t) = Ce™ B + Di(t)
dove (A, B, C, D) & il sistema dato e (4, B, C', D) & una realizzazione minima di g(t) (o
della funzione di trasferimento G(s), sua trasformata di Laplace). Quindi, (si ricordi
la forma di Jordan) ogni elemento g;;(t) della matrice delle risposte all’impulso & una
combinazione di termini esponenziali, cioe:

©ogr—1

gii (1) =D ) apptPet! (1.4)

k=1 p=0

dove p € il numero di autovalori distinti di A, \j, sono gli autovalori di Ae gi € l'indice
(dimensione del pitt grande miniblocco di Jordan) relativo all’autovalore Ag. Si ha il
seguente risultato.

Teorema 1.2 [ sistema (1.2), (1.3) é BIBO stabile se e solo se vale una delle due
condizioni equivalenti:

(i) .
| lstar < o
(i)
dim g(t) =0

Prova.
(i) — BIBO stabilita. E’ evidente che se vale la condizione (i) allora, per ogni
funzione di ingresso limitata, cioe ||u(r)|| < M, ¥r > 0, si ha

lus@l = H/’ t77d7</'w Mt — 7 1dr
A M)W@—MW<M/IW\W<M

IN

(ii) — (4). Se vale la condizione (ii), la matrice A & di Hurwitz. Quindi [|ed?| < ce=Pt
con « e (3 positivi. Quindi

+ D]

A mwmhswwwmA f“m+MM§M%§M

BIBO stabilita — (i1). Se la condizione (i¢) non vale, allora esiste un elemento g;;(t)
di g(t) tale che
Jimg5(7)] # 0

Prendiamo allora 7" > 0 e un segnale di ingresso del tipo:

u(t) = ejsgnlgi; (T —1)]

dove ¢; ¢ il vettore j-esimo della matrice unitaria di dimensione m. Se denotiamo con
yri(t) la componente i-esima della risposta forzata, si ha, per ¢t > 0:

T T
yMﬂ:AemmﬂuﬂW=éw4ﬂm
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Ci si rende conto facilmente che essendo |g;;(¢)| non asintotico a zero, la risposta
y¢i(T) non e limitata per T che tende all’infinito. |

Si noti che I'equivalenza tra le condizioni (i) e (i) vale per la classe di sistemi con-
siderati e non puo essere estesa, ad esempio, ai sistemi lineari varianti nel tempo.
Infatti, si consideri il sistema scalare

(0) = a0 +uld), y() = ()

E’ facile riconoscere che la funzione della risposta all’impulso a partire dall’istante
iniziale t =0 e
() =
=

Tale funzione soddisfa la condizione (i7) ma non la condizione (¢) in quanto

t
lim / lg(T)|dT = lim log(|t + 1|) = o
t——+o00 0 t—o0
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Capitolo 2

Segnali nel dominio del tempo
e della frequenza

In questo capitolo affrontiamo il problema della rappresentazione dei segnali, sia
nel dominio del tempo che nel dominio della frequenza. Parte di questi argomenti
sono stati gia sviluppati in corsi precedenti: lo scopo, in questo contesto, ¢ quello
di integrare le conoscenze al fine da acquisire le capacitad necessarie per affrontare
proficuamente gli argomenti successivi.

2.1 Segnali nel tempo

Definiamo con t la variabile temporale e assumiamo che essa appartenga all’insieme
dei numeri reali R. Un segnale v(t) ¢ una funzione misurabile (secondo Lebesgue) che
mappa i numeri reali R in R". L’insieme dei segnali e

S={v: R—=R"}

I segnali cosi definiti formano uno spazio vettoriale rispetto all’addizione e alla molti-
plicazione per uno scalare. Importanti per le applicazioni in problemi tipici dell’ingeg-
neria, sono i due sottospazi

Sy ={v :v(t)=0,t<0}, S_={v :v({t)=0,t>0}

La grandezza di un segnale puo essere misurata attraverso la definizione di opportune
norme:

Norma in £,

La norma Lo, su un intervallo di tempo finito o infinito. La norma Lo sull’intervallo
finito di tempo [0, 7] & definita nel modo seguente:

T 1/2
) 0] = { / ||v<t>||2dt}

L’insieme dei segnali per cui questa norma e finita si indica con il simbolo £5[0,7] e
comprende ovviamente i segnali continui e limitati in [0, T7].

[l

13



14 CAPITOLO 2. SEGNALI NEL TEMPO E NELLA FREQUENZA

Per affrontare piti avanti i problemi di stabilita, occorre considerare i segnali in un
intervallo infinito. La norma Lo su un intervallo di tempo infinito ¢ definita nel modo

seguente:
[} 1/2
ot ={ [~ locoPar

e lo spazio vettoriale corrispondente € indicato con il simbolo Lo(—00, 00). Tale spazio
¢ costituito dalla somma diretta di L2(—00,0] = S_ N La2(—00,00) e L3]0,00) =
St N Ly (—00,00).

Per stabilire se un segnale & in £5[0, 00) si pud procedere per passi, definendo lo spazio
esteso Lo, definito come

Loo = {U S LQ[O,T], VT < OO}

Nello spazio (di Hilbert) L2(—00,00) il prodotto interno tra due funzioni vy e vy &
definito come:

(w1, v9) = [ () ()t

e, come ogni prodotto interno, soddisfa la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

| (v1,v2) | < Jlvg]l2]|vz]l2

I due segnali si dicono ortogonali se (vq,v) = 0. Ovviamente risulta (v,v) = ||v]|3.

Norma in L

Riveste notevole interesse anche lo spazio L., delle funzioni di variabile reale tale che
1

ess sup || f()]] < o0
t
Sullo spazio Lo la norma ¢ definita come segue:

[ flloc = ess sup IF@)

E’ facile osservare che lo spazio cosl integrato di norma & completo e quindi di Banach.

Norma in £,

Mentre la norma L5 di un segnale scalare f(t) misura ’energia totale, quella £1 misura
il suo consumo totale, ed & definita nel modo seguente:

1l = / e

L’estensione al caso vettoriale o matriciale ¢ semplice:

T / o

'La notazione ess sup indica I’estremo superiore essenziale della funzione ||f(t)||, cioe I'estremo
superiore a meno di un insieme di misura nulla:

ess sup || f(t)|| = inf{c: {||f(z)|| > ¢} ha misura nulla}
t

Per le funzioni continue a tratti, ’estremo superiore essenziale coincide con ’estremo superiore.
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dove ||f(t)|| rappresenta una qualsiasi norma del vettore (o matrice) numerica f(t).
In particolare, se si considera la norma uno, si ha

I = [ maa; 3 15,0)

2.1.1 Norma £, del movimento libero dello stato

Consideriamo ora un segnale = generato dalle equazioni di stato:

B(t) = Az(t)

z(0) = o

dove la matrice A ha dimensioni opportune. Notiamo che il segnale x rappresenta
I’evoluzione libera, per ¢t > 0, di un sistema lineare e invariante nel tempo a partire
da un certo stato iniziale xy al tempo zero. Scriviamo intanto la soluzione formale:

z(t) = el

dove et & la matrice di transizione dello stato. Allora

T T
2135077 = / x(t) x(t)dt = x; {/ eA/teAtdt} Z0
0 0

Definiamo ora la matrice:
T
R e

e notiamo che

d
aM(t) =—T—A(@t)M(t)— M(t)A(t), M(T)=0
col che la norma di x si ottiene risolvedo all’indietro ’equazione differenziale matriciale
precedente e risulta:
(1350, = oM (0)zo

Poiche, com’e ovvio, tale norma ¢ finita qualunque sia T finito, si ha che z € Lo,.
Possiamo ora domandarci cosa succede se T — oco. Risulta subito chiaro che M (7)
potrebbe non esistere se T — oo. D’altra parte sappiamo dalla teoria dei sistemi
lineari che la norma di eA(*=7) ¢ esponenzialmente tendente a zero, per t — oo, se e
solo se tutti gli autovalori di A hanno parte reale minore di zero (la matrice A ¢ di
Hurwitz). In tale caso, come abbiamo gia affermato nel capitolo precedente, esiste un
numero positivo « e un numero positivo 8 (che puo essere scelto di poco superiore al
valore assoluto della parte reale dell’autovalore di A piu vicino all’asse immaginario),
tale che:
HeA(t—T)H < aeﬁ(t—7)7 t>7

Quindi, per T > 7 si ha

T
M@ = | / AT AT) g
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T

< / ||eA(t—T) ||2dt
TT

< /a2e2[3(t77)dt
2
«

= (1 — &28(T—7)
51— )
a?

<

= 93

Allora esiste il limite di M(7) per T — oo e risulta:

T—o0

o0
lim M(7) = / A=) A=) gy
T
Tale limite non dipende da 7, € indicato con M, e si puo scrivere
o0 ’
M= / eAteAtdt
0
E’ immediato poi verificare che M & una matrice simmetrica e definita positiva, unica
soluzione della cosidetta equazione di Lyapunov:
AM+MA+T=0

In conclusione, il movimento libero dello stato x € £5]0, 00) se e solo se A & di Hurwitz.
In tale caso, ||z|3 = z{Mxq.

I’equazione di Lyapunov permette di ricavare un risultato interessante che riguarda le
specifiche temporali sullo stato di un sistema asintoticamente stabile e raggiungibile.

2.1.2 Norma L del movimento forzato dello stato

Consideriamo il sistema

& =Az+Bw, z(0)=0 (2.1)
z=Cx

dove la matrice A & di Hurwitz e la coppia (A, B) & raggiungibile. Inoltre assumiamo
che w € £5]0 00). Vogliamo calcolare la quantita

Gi= swp 2] (2.3)
lwll2<1

dove, per la norma della variabile di uscita ||z| oo, S0ono presi in considerazione i due

casi seguenti:
I2lloe += sup /2"(£)2(¢) (2.4)

Iz|loo := sup max |z; ()] (2.5)
t>0 ¢

dove z;(t) denota la i-esima componente scalare di z(t).
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Lemma 2.1 Sia S la soluzione simmetrica e definita positiva dell’equazione di Lya-
PUNOV

0=AS+ SA"+ BB’ (2.6)
Le seguenti condizioni sono vere:

a) Per la norma (2.4) si ha G = )\}n/gx(CSC”) dove Apaz(+) denota il massimo

autovalore di (+).

b) Per la norma (2.5) si ha G = d,ln/gz(C’SC’) dove dpmaz(-) denota il massimo
elemento sulla diagonale di ().

Prova Definiamo v(x) := 2’S7'z e consideriamo il sistema (2.1)—(2.2) con un in-
gresso arbitrario w che soddisfa |w||s < 1. La derivata di v(-) lungo una traiettoria
di tale sistema e:

o (A'ST 4+ ST A+ 20 B'S
—2'S™'BB'S 'z +2uw'B'S 'z
=w'w— (w— B'S™ ) (w— B'S™x)

]|

i(x)

IN

che, dopo integrazione di entrambi i membri da 0 a ¢ > 0 fornisce:
v(a(t) =2’ ()S ™ a(t) < [lw|3 <1

Questa diseguaglianza significa che le traiettorie x(t), per tuttiit¢ > 0, sono confinate
nell’insieme 2/S~ !z < 1 quando w rimane limitato ||Jwl||z < 1.
Punto a) Con z = Cx e & := S~'/2z, abbiamo

G* = sup |lz]%
fwll<1

< max {x'C’Cw caSTle < 1}

< max {5:’51/20’051/2:5 C#E < 1}
< Amaz(SY2C'CSY?)

< Arnaz (CSC')

e rimane da dimostrare che esiste una traiettoria ammissibile w(t) tale che ||z||%, &
arbitrariamente vicina a Apq.(CSC’). A questo fine, consideriamo T > 0 fissato ma
arbitrario

T

0<S(T):= / eMBB'eMdt < S
0

e il segnale di ingresso tale che w(t) = 0 per tutti i valoridit > T e

w(t) = BerT=05(T)" V2, 0<t<T

dove ) & il vettore che deve essere determinato. Semplici conti mostrano che

e} T
Jwl = [ wouii = [ v Oui =i
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T
AT)=C /0 AT Buy(r)dr = CS(T)/ 2

Conseguentemente, scegliendo 1 come l'autovettore di norma unitaria associato al
massimo autovalore della matrice S(T)Y/2C’'C'S(T)"/?, Pammissibilita del segnale di
ingresso w € garantita e

12112, = sup 2/ (t)z(t)
>0

Z ¢/S(T)1/20105(T)1/2¢
> Amaz(CS(T)CY)

la prova & conclusa dal momento che S(T') diventa arbitrariamente vicina a S quando
T aumenta.

Punto b) Con z; = C;xz dove C; ¢ la riga i-esima della matrice C' e & := S—1/2y,
abbiamo

2 2
G = sup 2[5
llwll2<1
< max {2'C[Ciz ; 2/S™ 'z <1}
x,i
< max max {50'51/20202»51/237: ; '3 < 1}
xr

K3

< max Apmaz (SY/2CIC;8Y/?)
< max C;SC]
< dpae (CSCY)

Come prima, rimane da determinare un ingresso ammissibile tale che 'uguaglianza
valga. Questo puo essere ottenuto dalla stessa funzione w(t) gia definita in precedenza
e da una scelta opportuna del vettore 1. Infatti, si prenda 1; come 'autovettore di
norma unitaria associato al massimo autovalore della matrice S(T)'/2CIC;S(T)'/?, e
si scelga ¢ = 9y where C;S(T)C! < C1S(T')C] per tutti gli indici 4 = 1,2,..., allora
w ¢ ammisibile e

12012, = sup max zj(t) 2 (t)
t>0 1

> max ¢’ S(T)Y2CIC;S(T) /)

> CS(T)C
> dyas (CS(T)C)

la prova ¢ allora conclusa dal momento che, come detto prima, S(T') diventa arbi-
trariamente vicina a S quando 7' aumenta.

Osservazione 2.1 Nella prova del Lemma 2.1, & stato assunto che la soluzione del-
lequazione lineare matriciale (2.6) ¢ definita positiva. Questo avviene se la coppia
(A, B) ¢ raggiungibile. Se questa ipotesi non e verificata, il risultato vale ancora. In
questo caso, usando la scomposizione di Kalman ¢ immediato osservare che 'uscita
z(t) in (2.2) dipende solo dalla parte raggiungibile del sistema.
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Osservazione 2.2 Le relazioni tra entrambe le espressioni di G per le norme (2.4) e
(2.5) sono

Armaz(CSC") < Anaz(CSC') < trace(CSC”)
che anche implica, in entrambi i casi, che G < ||T'(z,w; s)||2. L’uguaglianza si ha ad

esempio nel caso in cui ci sia una sola uscita.

Osservazione 2.3 (Convessita)
Una funzione matriciale f(X) definita in un insieme convesso 2 si dice convessa se
per ogni X; e Xo in Q si ha, per ogni « € [0, 1]:

f(X) < af(X1) + (1 - a)f(Xz)

Si pud dimostrare che una funzione matriciale f(X) definita in un insieme convesso
Q) & convessa se e solo se per ogni X € () esiste una matrice di dimensioni opportune
A tale che, per ogni X € Q:

f(X) > f(Xo)+ < Ao,X — X0 >
dove il simbolo <, > indica il prodotto scalare 2.

Ad esempio, si consideri I'insieme P delle matrici simmetriche e definite positive. La
funzione a elementi reali g(X) : P — R definita come ¢(X) 1= Apaq(X) risulta una
funzione convessa. Per verificare cio si prenda un’altra matrice Xy e I'autovettore di
norma unitaria xg associato al suo autovalore massimo. Si ha:

9(X) = Anaa(X)
> 20X xo
=z Xozo+ < o), X — Xo >= g(Xo)+ < w070, X — X0 >
che implica la covessita di g(X). Lo stesso & vero per la funzione g(X) := dpmaz(X).
Per valutare cio, si prenda Xy € P e eg la colonna della matrice identita tale che
epXoeo = g(Xo). Per tutti i valori di X € P abbiamo
9(X) = dmaa(X)
> epXeg
= e(Xoeo+ < egey, X — Xo >= g(Xo)+ < epe, X — Xo >
che ¢ la condizione di convessita. Si noti ancora che entrambe le funzioni sono non

differenziabili in P e sono funzioni non decrescenti nel senso che per ogni X7, Xo € P
tale che X7 < X, si ha g(X;) < g(Xa).

Esempio 2.1 Si consideri il sistema (2.1)—(2.2) con
0 1 0 2
A= 0 0 1], B=] -2 ,C:{gé?]
-10 -9 -4 4

Il nostro scopo e illustrare il risultato del Lemma 2.1. La soluzione definita positiva
P dell’equazione di Lyapunov (2.6) fornisce

. 2 (cscy = 2.16
A2, (CSC') = 1.68

211 prodotto scalare < Ag, A1 > tra due matrici si pud definire come tr[AjA1].
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D’altra parte, prendendo T = 5, puo essere verificato che S(T) =~ S e quindi, in
corrispondenza dell’ingresso

B/eA/(T—t)S—l/Q , 0<t<T
v ={ § v st

il sistema produce un’uscita z(¢) che permette di calcolare la funzione

o 21(t)2 + 29(t)?
f(t) T { maX{|Z1(t)|, |Z2(t)|}

per ogni norma usata per definire G. E’ interessante verificare che in entrambi i casi

max f(t) = G

t>0

e |lw||2 & 1 come & richiesto nella prova del Lemma 2.1.

2.1.3 Norma £, della risposta forzata

Ricordiamo che la risposta forzata si scrive come:

yr(t) = /0 g(t — T)u(r)dr

Abbiamo visto (Teorema 1.2) che y¢(t) ¢ limitata qualunque sia Iingresso limitato
(BIBO stabilita) se e solo se

/ " lla@lldt < o

Se si prende la norma uno di g(t) possiamo allora dire che il sistema & BIBO stabile
se e solo se g € L4, con

oo
lglly = / mangm Jldt < oo
0

=1
Inoltre,
miax\yfi(tﬂ = max|/ e;g(t — 7)u(r)dr] <max/ leig(t — 7)u(T)|dr

< (4 — )
< s [ Zw”(t s (r)ldr
< s [ Z|gu o) ldorma ma [u;(7)
<l o)

e quindi

maxmax |y ()| < [|g’ ||y maxmax fu; ()]
Infine, fissato T' e scegliendo I'ingresso limitato

u;j(t) = sgn gi; (T —t)
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abbiamo
T T m
maxlysi(1)] = max| [ elg(T - ryulr)dr| = max [ 3" |giy(7 -~ 7)lar
K3 3 0 1 0 J—l
e quindi

max max lyri()] = llg'llL

La norma £; di ¢'(t) rappresenta dunque il valore massimo del rapporto tra la norma
infinita dell’uscita forzata e la norma infinita dell’ingresso per ogni ingresso limitato
3.

Y
I/l = sup Lrlle
22, Tl

2.2 Segnali in frequenza

Un segnale (vettoriale) in frequenza V (jw) ¢ una funzione misurabile che gode della
proprieta (V(jw))* = V(—jw)’. La variabile w rappresenta la frequenza misurata in
radianti per unita di tempo. La norma L, in frequenza e definita come:

IVil-= % {/OO V(jw)’V(gm)dw}1/2

— 00

I segnali che ammettono tale norma finita si dice appartenere allo spazio di Lebesgue
in frequenza, indicato con il simbolo L£5. Questo spazio ¢ di Hilbert una volta dotato
del prodotto interno:

1 oo
Vi, Vo) = o / Vi (— ) Va (o) deo

Si noti che il simbolo del prodotto interno & il medesimo usato per lo spazio La(—00, 00).
La ragione ¢ che tale prodotto (e quindi la norma) si conserva nella trasformazione di
Fourier, definita come :

T

V(jw) = Tlgnoo ., v(t)e I¥tdt

C’¢ quindi un isomorfismo tra Lo(—00,00) e Lo che, come abbiamo gia detto, conserva
il prodotto interno e la norma (identita di Parseval):

(V1,Va) = (v1,v2),  |[V|2 = |lv]]2

38i osservi che se si prende la norma uno del segnale g(t) nel modo seguente

o o m
= t)||loodt = i (t
lglls /O lg(t)l /0 iznfafp;wn

allora risulta

lolh = sup 1l
weloo tllo

411 significato del limite & nella norma in Lz, ciog ||V — j;TT v(t)e I¥tdt||2 — 0, quando T — oo.
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Lo spazio di Hardy Hs e definito dalle funzioni V' di una variabile complessa s, che
sono analitiche ® nel semipiano destro aperto e tali che esista la norma:

00 1/2
1
V]2 = {sup2/ Via— jw)'V(a —l—jw)dw}
a>0 4T J _

Lo spazio associato ¢ indicato con il simbolo Hs. Per ogni funzione di questo spazio
si ha che il limite di V(a+ jw) per o — 0 esiste per quasi tutti i valori di w (Teorema
di Fatou). Possiamo allora definire

Viim (jw) = lirrb V(a+ jw)

Inoltre la corrispondenza tra V e Vj;,, € lineare e iniettiva. Il valore superiore della
norma avviene sempre per « = 0, e quindi possiamo scrivere

1 o . .
VI3 = Wil = 5 [ Vin(—di) Vi ()

In conclusione lo spazio Hs puo essere visto come un sottospazio proprio di L. Inoltre
Ho ¢ isomorfo a L3]0,00) sotto la trasformazione bilatera di Laplace (Teorema di
Paley- Wiener), definita come:

V(s) = /_O; v(t)e stdt

Per segnali definiti per ¢ > 0 si usa la trasformata di Laplace monolatera

V(s) = /O et

che ¢ in effetti molto utilizzata nello studio dei segnali provenienti dai sistemi dinamici
lineari. Tale trasformata sara quindi denominata nel seguito trasformata di Laplace,
senza ulteriori specificazioni.

Si puo definire Hy come il sottospazio proprio di £ costituito dalle funzioni analitiche
nel semipiano sinistro, o anche come le funzioni V(s) tali che V(—s) € Hy. Ovvia-
mente tale spazio ¢ isomorfo a L2(—00, 0] e le sue funzioni sono ortogonali a quelle di

Ho.

Una discussione a parte meritano le funzioni (vettoriali) V'(s) per cui

V(s)lleo = sup [V (jw)|| < oo

Lo spazio di tali funzioni ¢ normalmente indicato con il simbolo L. Se V(s) &
inoltre analitica nel semipiano complesso destro aperto ed ivi limitata, lo spazio
corrispondente & indicato con il simbolo H, e viene dotato della norma

[V ($)lloo = Sup V(o +jw)ll

5Una funzione V(s) si dice analitica in un insieme aperto e connesso €2 se per ogni sg € (2 esiste
finito il v v
s)— V(s
lim 7( ) (s0)

s—s0 s — S0
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Per il teorema di Fatou esiste, per quasi tutti i valori di w, il lims_o, V(0o + jw).
Indicando ancora con Vj;,(jw) tale limite, risulta inoltre (Teorema del massimo
modulo)

IV ($)lloo = ess sup [[Viim (jw) |

Di fatto, la norma in L4, e in H, si calcola gaurdando il valore superiore della norma
di V(s) sull’asse immaginario.

Osservazione 2.4 Le considerazioni espresse per le norme dei segnali scalari o vet-
toriali viste in precedenza si possono generalizzare facilmente al caso matriciale. Se
V(s) ¢ una funzione matriciale in Loy 0 in Hoo allora

V(s)lleo = sup [V (jw)|| < oo

dove la norma della matrice & intesa essere la norma spettrale, cioé il massimo valore
singolare della matrice. Infine, se V(s) é una funzione matriciale in Lo 0 in Ho si
ha:

— 00
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Capitolo 3

Fattorizzazioni

In questo capitolo affronteremo il problema della rappresentazione di una funzione di
trasferimento come rapporto di opportune funzioni polinomiali o razionali. I sistemi
che consideriamo sono descritti dalle equazioni di stato:

e dalla funzione di trasferimento
G(s)=C(sI—A)'B+D

Nel caso SISO la funzione di trasferimento G(s) si pud sempre scrivere come un
rapporto di polinomi primi tra loro, cioé senza radici in comune. Nel caso MIMO la
funzione di trasferimento € una matrice p X m di funzioni razionali proprie, cioe di
rapporti di polinomi. E’ evidente che &€ sempre possibile scrivere

dove d(s) & il minimo comune multiplo dei polinomi al denominatore delle p x m
funzioni razionali, e G(s) & una matrice polinomiale ottenuta in maniera ovvia. Questa
scrittura mette in evidenza come sia posibile scrivere G(s) come rapporto di matrici
polinomiali. Tuttavia in generale G(s) e d(s)I non godono della proprietd di essere
matrici polinomiali prime tra loro !. Si noti ancora che I'elemento generico (i, j) di
G(s) puo essere scritto come il rapporto {n;;(s)/d;(s)} dove d;(s) € il minimo comune
denominatore degli elementi di G(s) sulla colonna j-esima. Quindi:

G(s) = {ni;(s)} diag{d;(s)} ' = N(s)D(s) "

IDue matrici polinomiali Ng4(s) e Dg(s) si dicono coprime a destra se non ammettono divi-
sori polinomiali comuni a destra che non siano unimodulari, cioé se non esiste A(s) polinomiale
non unimodulare tale che Ng(s) = Ni1(s)A(s), Dg(s) = N2(s)A(s), con Ni(s) e Na2(s) matrici
polinomiali. Si pud dimostrare che le due matrici polinomiali Ng4(s) e Dg(s) sono coprime a de-
stra se e solo se esisono due matrici polinomiali X (s) e Y (s) che soddisfano l’equazione diofantina
X(s)D4(s) + Y (s)N4(s) = I. La definizione di coprimita a sinistra di due matrici Ns(s), Ds(s) &
definita in modo ovvio e I’equazione diofantina diventa D4 (s)X (s) + Ns(s)Y (s) = 1.

25
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Attraverso operazioni elementari sulle righe della matrice polinomiale
[ N(s) }
D(s)
& possibile estrarre il pitt grande comun divisore destro? R(s) di N(s) e D(s). Quindi
D(s) = Da(s)R(s), N(s) = Na(s)R(s)

con Ny(s) e Dg(s) matrici polinomiali coprime a destra. Concludendo, G(s) =
N(s)D(s)™t = Ny(s)Dqg(s)" .

Il procedimento appena delineato mostra come sia possibile scrivere una matrice
razionale come rapporto destro G(s) = N4(s)Da(s)~! di matrici polinomiali Ny(s) e
Dy(s) coprime a destra, e risulta evidente come tale procedimento possa essere mod-
ificato per 'ottenimento di due matrici polinomiali coprime a sinistre N;(s) e Dg(s)
tali che G(s) = D4(s) "t N4(s). In conclusione:

Teorema 3.1 Data una funzione razionale G(s) é possibile scrivere
G(s) = Na(s)Da(s)™",  G(s) = Ds(s) ™" Nu(s)

con N4(s) e Dy(s) matrici polinomiali coprime a destra e Ng(s) e Dy(s) matrici
polinomiali coprime a sinistra.

Un’altra possibile fattorizzazione della funzione di trasferimento fa riferimento al-
I’anello delle funzioni razionali stabili, cioe con poli a parte reale negativa, piuttosto
che a quello dei polinomi. Per inquadrare il problema, si consideri ancora il caso di
sistemi SISO, dove la funzione di trasferimento ¢ il rapporto di due polinomi n(s) e
d(s), cioe G(s) = n(s)/d(s). E’ sempre possibile fattorizzare d(s) come prodotto di
due polinomi, ds(s), d,(s), con ds(s) contenente solo radici nel semipiano sinistro.
Allora:
Gsy= M) _ Gl 2y - dal®)
d(s)  Ga(s) ds(s)d(s) d(s)
dove (f(s) ¢ un qualunque polinomio stabile (con radici a parte reale negativa) dello
stesso grado di d,(s). Le due funzioni di trasferimento G1(s) e Ga(s) sono stabili
(hanno poli nel semipiano sinistro). Si noti che la soluzione non & unica.

Il ragionamento fatto sulle funzioni razionali puo essere replicato sulle matrici razion-
ali. Si noti che 'insieme delle funzioni razionali stabili forma un anello e quindi su
tale anello ¢ possibile definire la coprimita, come fatto per I’anello delle matrici poli-
nomiali 3. Per rendersi conto di cid basta considerare la fattorizzazione polinomiale

2Un divisore destro di una data matrice polinomiale N(s) ¢ definito come una matrice polinomiale
R(s) quadrata tale che N(s) = N(s)R(s) con N(s) matrice polinomiale opportuna. Una matrice
quadrata polinomiale R(s) & detta essere il piti grande divisore destro di di due matrici polinomiali
N(s) e D(s) con lo stesso numero di colonne se R(s) & un divisore destro sia di N(s) e di D(s) e
se, per ogni altro divisore destro R(s), risulta R(s) = W (s)R(s) con W (s) polinomiale. Analoghe
definizioni si possono formalizzare per un divisore sinistro e per il massimo divisore sinistro di due
matrici con lo stesso numero di rigjhe.

3Una matrice razionale propria e stabile & unimodulare se la sua inversa & ancora propria e stabile.
Due matrici razionali stabili G4(s) e G4(s) si dicono coprime a destra se non ammettono divisori ma-
triciali stabili comuni a destra che non siano unimodulari, cio¢ se non esiste A(s) matrice stabile non
unimodulare tale che G4(s) = G1(s)A(s), Ga(s) = Ga2(s)A(s), con G1(s) e Ga(s) matrici razionali
stabili. Si puo dimostrare che le due matrici razionali stabili G4(s) e G4(s) sono coprime a destra
se e solo se esisono due matrici razionali stabili X (s) e Y (s) che soddisfano [’equazione diofantina
X (s)Dg(s) + Y(s)Ng4(s) = I. La definizione di coprimitd a sinistra di due matrici razionali stabili
Gs(s), Gs(s) & definita in modo ovvio e I’equazione diofantina diventa Ds(s)X (s) + Ns(s)Y (s) = I.
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A

) 4

“ Mw(s)B »

Figura 3.1: Il sistema da fattorizzare

mostrata nel Teorema 3.1 per la matrice razionale G(z) ottenuta da G(s) sostituendo
a s la variabile )
— vz

p=(s+7)7", 5=

z
con 7y parametro positivo opportuno. Infatti si pud scrivere G(z) = D(z)~'N(z), con
N(z) e ﬁ(z) matrici polinomiali in z coprime a sinistra. Quindi N(s) = N((s+~)~")
e D(s) = D((s +)~!) risultano razionali proprie, stabili e coprime a sinistra. La
stessa cosa si puo fare per la coprimita a destra. Si arriva cosi al risultato seguente,
la cui dimostrazione ¢ alternativamente e piu espressivamente condotta attraverso un
procedimento nel dominio del tempo, cioeé facente riferimento alla rappresentazione
dei sistemi attraverso le variabili di stato.

Teorema 3.2 Data una funzione razionale propria G(s) é possibile scrivere
G(s) = Na(s)Da(s) ™! = Dy(s) "' Ny(s)

con Ng4(s) e Dqy(s) matrici razionali proprie e stabili coprime a destra e Ny(s) e Ds(s)
matrici razionali proprie e stabili coprime a sinistra.

Prova. Sia (A, B,C, D) una realizzazione minima di G(s) e si considerino le figure
3.1 e 3.2, dove ¥(s) = (sI — A)~1. Sia inoltre K una matrice (che esiste) tale che
A+ BK ¢ di Hurwitz (legge di controllo stabilizzante di Fig. 3.1 e L una matrice
(che esiste) tale che A+ LC sia di Hurwitz (ricostruttore asintotico in Fig. ??. Siano
inoltre Ny(s) e My(s) le funzioni di trasferimento dall’ingresso v alle uscite y e u,
rispettivamente (Fig. 3.1), e siano Ns(s) e Ms(s) le funzioni di trasferimento dagli
ingressi u e y al’uscita e. Queste quattro funzioni di trasferimento sono proprio quelle
cercate (la verifica & lasciata al lettore) e risulta:

Nyg(s) = (C+DK)(sI—A—-BK)'B+D
Dy(s) = K(sI—A—-BK) 'B+1
Ny(s) = C(sI-A—-LC)""(B+LD)+D
Dy(s) = C(sI—A—LCO) 'L+1

Il risultato espresso nel teorema precedente trova un significato piu completo nella
cosidetta doppia fattorizzazione coprima , che sara utile nel capitolo dedicato alla
parametrizzazzione dei controllori stabiizzanti.
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Y(s)B C

Y(s)B WY(s)L
X

A

Figura 3.2: Il sistema da fattorizzare

Teorema 3.3 Sia G(s) una matrice razionale propria. Allora esistono otto matrici

razionali M(s), N(s), M(s), N(s), X(s), Y(s), X(s), Y(s), tutte in Hoo, tali che
a)

b)

_ﬁi(s) Y(s) } { M(s) =Y (s) ] —1

—
©
&z
=
—
©
=

Le matrici M(s), N(s), M(s), N(s) constituiscono una doppia fattorizzazione copri-
ma di G(s).

Prova. Notiamo che il teorema implica la coprimitd a destra di M(s) e N(s) e a
sinistra di M (s) and N(s). Sia ora G(s) realizzato da (A, B,C,D) e si assuma il
sistema stabilizzabile e rivelabile. Siano K e L due matrici tali che A+ BK e A+ LC
sono di Hurwitz. Allora (la verifica ¢ lasciata al lettore):

M(s) = K(sI-A—-BK) 'B+1I

N(s) = (C+DK)(sl —A—BK) 'B+D
X(s) = —(C+DK)sI—A—-BK)'L+1
Y(s) = K(sI—-A—-BK) 'L

M(s) = C(sI—A—LC) 'L+1

N(s) = C(sI—A—LC)"Y(B+LD)+D
X(s) = —K(sI—A—LC)""(B+LD)+1
Y(s) = K(sI—A—-LC)"'L

E’ chiaro che esistono infinite fattorizzazioni doppie coprime di una funzione G(s).
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Esempio 3.1 Consideriamo la matrice razionale

[(Prs—D)—s) s/~ 1)
G“)‘{ (252 —1)/(s% — 5) s2/<s2—1>}

che ammette come realizzazione minima la quadrupla

010 0 1

A=|1 0 0|, B=]1 0

0 00 10

1 0 1 0 0

c=lo v 1] 2=[5 Y]

Scegliendo

—4 0
K::[_(l) _g _H , Li=| -4 0
10

¢ facile verificare che le otto matrici di una fattorizzazione doppia coprima sono le
seguenti:

_ s/(s+1) 0
Ms) = | —s@2s+1)/(s+1)(s*+s+1) (s2—1)/(s*+s+1) ]

N(s) = [ (s32+1)/(s+1)(s2+s+1) s/(s>+s+1) }
- 1/(s2+s+1) s2/(s2+s+1)
X(s) = [ (834552 +5—5)/(s+1)(s>+s5+1) O]
- —(95+5)/(s®> +s5+1) 1

_ -1/(s+1) 0
YEI= 1 (1262 1265 +13) /(s + 1)(s2 45+ 1) 0 }

- [ os(s=1)/(s+1)%* 0
M{(s) = | —Bs+1)/(s+1)2 1
N(s) = [ (s2+s5—1)/(s+1)3 s2/(s+1)3 ]
T (282 +3s)/(s+ 1) (P +3s2+38)/(s+1)3
Rls) = [ (s® +4s2 +7s+5)/(s+ 1)3 s/(s+1)3
(=1 (22— 5s—13)/(s + 1) (8% +4s? —ds — 1) /(s + 1)°
V(s) = [ —(s=1)/(s+1)* 0

12s/(s +1)? 0

Nel caso in cui la funzione di trasferimento G(s) ¢ gia stabile, cioe¢ G(s) € Heo, si pud
scegliere K =0, L = 0 e quindi:
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3.1 Sistema aggiunto

11 sistema aggiunto * & definito come il sistemas:

At) = —A'XE) - Clw(t)
2(t) = B'At)+ D'w(t)

ed ha funzione di trasferimento
G~ (s):=G(—s) = B (s + A)'C" + D

Si noti che un sistema ¢ in forma minima se e solo ¢ in forma minima il suo aggiunto
e che gli zeri e poli del sistema aggiunto sono quelli del sistema di partenza cambiati
di segno. In particolare, quindi se una G(s) razionale e propria ha tutti i poli con
parte reale positiva, allora G™(s) € Hoo-

3.2 Fattorizzazione canonica

Consideriamo una funzione di trasferimento scalare G(s), bipropria e senza poli e zeri
sull’asse immaginario, ciot G(s) € L e G(s)™! € L. Ci chiediamo allora se sia
possibile scomporre G(s) nel modo seguente:

G(s) = Gi(s)G_(s)

dove G4 (s) ha tutti poli e zeri in Re(s) > 0 e G_(s) ha tutti poli e zeri in Re(s) < 0.
Basta una minima riflessione per scoprire che la condizione necessaria e sufficiente
perche cio sia possibile & che G(s) abbia un numero di zeri con Re(s) < 0 uguale al
numero di poli con Re(s) < 0, o, in altre parole, se e e solo se il numero di poli di
G(s) € uguale alla somma del numero dei poli con parte reale positiva di G(s) e il
numero dei poli di G(s)~! con parte reale negativa. Per esempio si noti che
2
Gls) = 52 228 3 _3 3s+1
§2—25s—35 s—T75+5

Vogliamo estendere questa fattorizzazione al caso multivariabile, considerando quindi
matrici di trasferimento quadrate con G(s) € Lo e G(s)™! € L. Sia intanto
G(s) = C(sI—A)~! B+D unarealizzazione minima di G(s), con D matrice invertibile,
e sia A = A— BD 'C la matrice dinamica del sistema inverso con funzione di
trasferimento G(s)~!. Infine, data una matrice quadrata V si denoti con X_(V)
il sottospazio formato dagli autovettori (generalizzati) di V associati agli autovalori
di V con parte reale negativa e con Xy (V) il sottospazio formato dagli autovettori
(generalizzati) di V associati agli autovalori di V' con parte reale positiva. Abbiamo
allora il seguente risultato:

Teorema 3.4 Data una G(s) razionale, bipropria, con G(s) € Lo e G(s)7! €
Lo, ¢ possibile scrivere G(s) = G4 (s)G_(s) con G_(s) € Hoo, G—(5)7" € Hoo,
G7(s) € Hoo € GY(s)™' € Hoo se e solo se i due sottospazi X_(A) e Xy (A) sono

complementari.

4Se S1 e Sy sono due spazi di Hilbert e 3 : S; — Sz un sistema lineare, allora il sistema aggiunto
¥~ & quel sistema lineare tale che, Vu; € S1 and ug2 € Sa, si abbia

< Xup,uz >5,=<u1, L uz >s,,
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Prova. La condizione ¢ chiaramente necessaria. La parte sufficiente si prova per
costruzione. Si prendano due matrici T} e T» tali che:

X (A) =Im[T], X_(A)=ImTy

e si ponga T~! = [Ty Ty]. Poiche X, (A) ¢ A -invariante risulta

TAT-! = { A0 ]

A Ay
con A; e — A4 Hurwitz. Inoltre sia

By

TB{B2

}, cri=[ 0 G

Si noti che essendo X_(A) un sottospazio A-invariante si ha As = BoD~'C) e in-
oltre Ay — BiD~'C; Hurwitz e —A4 + By D~ 'Cy Hurwitz. Queste considerazioni
permettono immediatamente di concludere che la fattorizzazione cercata é:

Gy(s)=Cy(sI —Ay) 'Ba+D, G_(s)=D'Cy(sI —A)'By +1

3.3 La matrice Hamiltoniana

La matrice Hamiltoniana ¢ una matrice quadrata 2n x 2n del tipo

v-[ 4 4]

—Q A
dove A, @ e R sono matrici reali quadrate e Q ¢ R sono simmetriche. Si noti che lo

spettro di H & simmetrico rispetto all’asse immaginario (oltre che all’asse reale), in
quanto

HJ+JH =0
dove J ¢ la matrice simplettica
0 —-I
=[]
Si denoti con L il sottospazio
£0 =Im |: ? :|

Teorema 3.5 Si assuma che R sia semidefinita positiva o negativa, che H non abbia
autovalori sull’asse immaginario e che (A, R) sia una coppia stabilizzabile. Allora i
sottospazi X_(H) e Lo sono complementari, ed esiste una soluzione simmetrica P
dell’equazione di Riccati

AP+PA—PRP+Q=0

tale che A — RP ¢ di Hurwitz.
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Prova Per ipotesi, la matrice hamiltoniana H ha n autovalori con parte reale negativa
e n con parte reale positiva. Allora X_(H) ha dimensione n ed & possibile trovare
una matrice 2n x n di rango n
T
T =

HT =TA

dove A & una matrice di Hurwitz. Per la complementarieta di Lo e X_(H) basta e
occorre che T sia invertibile. A tale scopo si scriva HT = T'A nel modo seguente:

tale che X_(H) = ImT. Quindi

AT1 + RT2 = Tlfi, —QTl - A/TQ S TQA

Si noti che B ~
(T*JT)A = A(T*JT)

e quindi, dal momento che A e —A hanno spettri disgiunti si ha 7*JT = 0, cioe
Ty =TT

Si ha allora:
Ty ATy +TyQT + Ty ATy + Ty RT, = 0

Se, per assurdo, si avesse Tiz = 0 con x # 0 allora, da questa equazione, RT>z =0 e
da quella precedente T1 Az = 0 e A'Thox = —Th Az. Per induzione allora si ha:

Tlﬁ(A){,E = 0, AITQQ(A)ZJS = —TQAQ(A){L RTQ&(A)ZC =0

per ogni matrice polinomiale 7(-) di A. Sia allora v,,(-) il polinomio monico di grado

minimo tale che vy, (A)z = 0 e sia vpy(A) = (M — A)v(A). Naturalmente, per la
minimalita di v, (+) risulta y = #(A)z # 0. Inoltre, essendo Ay = Ay e A di Hurwitz,
si ha che X ha parte reale minore di zero. In conclusione si ha:

A'Toy = —XTpy, RToy=0, Re(-\)>0

che implica, grazie alla stabilizzabilita di (A, R) che Tox = 0. D’altra parte, quest’ul-
tima conclusione, insieme a T1y = 0 viola la n-dimensionalita del sottospazio Im[T].
Ponendo P = T 2_1T1 si ha poi che P soddisfa I’equazione di Riccati. Tale soluzione
P risulta hermitiana. Infatti

P* = (DI = (17 )T = (7 ) TILIT =TI =P

Infine P & reale in quanto i vettori di T sono complessi coniugati e quindi indicando con
T, la matrice coniugata di T" si ha che T, = TT dove I' € una matrice di permutazione.
Allora P = T2T1_1 = ToI(T1T)~! = P. dove P. & il coniugato di P. Quindi P ¢ reale.
Infine A — RP = (ATy — RT,)T; ' = ThAT; ' e quindi A — RP & simile a A ed &
quindi Hurwitz.

3.4 Fattorizzazione e equazione di Riccati

Consideriamo lo schema serie in Figura 3.3 dove R & una matrice simmetrica. Una
rappresentazione di stato del sistema serie G™(s) RG(s) si ottiene facilmente prenden-
do le equazioni di G(s) e quelle del sistema aggiunto G~(s) e ponendo § = Ry. Si
ha:
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G (s)}b—>»

\ 4
=
A 4

—> G(s)

Figura 3.3: Il sistema da fattorizzare

i(t) = Ax(t)+ Bu(t)
At) = —C'RCxz(t) — A'A(t) — C'RDu(t)
(t) = D'RCx(t) + B'A(t) + D'RDuf(t)

Supponendo l'invertibilita di D’ RD ¢ possibile scrivere il sistema inverso (G~ (s)RG(s)) ™!
e risulta:

i(t) = (A—B(D'RD)"'D'RC)x(t) — B(D'RD)"'B'A(t) + B(D'RD) ‘u(t)

Mt) = —(C'RC —C'RD(D'RD)™*D'RC)xz(t) — (A — B(D'RD)"'D’'RC)'\(t)
—~C'RD(D'RD)™Ya(t)

u(t) = (D'RD)*(a(t) — D'RCx(t) — B'A(t))

la cui matrice dinamica H ¢ hamiltoniana e risulta

A— B(D'RD)~'D'RC —B(D'RD)"'B’

H=1 _c'RC+C'RD(D'RD)""D'RC —(A — B(D'RD)~'D'RCY

Si noti che la stabilizzabilita di A— B(D'RD)~'D'RC, B(D'RD)~'B’) & equivalente
alla stabilizzabilita di (A4, B). Supponiamo ora che esista la soluzione stabilizzante
dell’equazione di Riccati

(A— B(D'RD)"'D'RC)'P + P(A— B(D'RD)"'D'RC) — PB(D'RD)"'B'P
+C'RC — C'RD(D'RD)"'D'RC =0

che si puo analogamente scrivere nel modo seguente:
A'P+PA— (PB+C'RD)(D'RD)"*(PB + C'RD)' + C'RC =0 (3.1)
Notiamo ora che
—(A'P+ PA) = (—sl — A )P+ P(s[ — A), Vs

Quindi, ponendo ¥(s) = (sI — A)~!, moltiplicando 1’equazione di Riccati a sinistra
per U™~ (s) e a destra per ¥(s), dopo alcuni passaggi

G~ (s)RG(s) = T~ (s)D'RDT(s) (3.2)

con

T(s) = I+ (B'P + D'RC)¥(s)B(D'RD)~*
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Si noti che
T(s)™*=I1—(D'RD)"(B'P+ D'RC)(sI — A+ B(D'RD)"'D'RC)~'B’

risulta in H, grazie al fatto che P & soluzione stabilizzante dell’equazione di Riccati.
In sostanza, il sistema G(s) e il sistema DT'(s) hanno lo stesso R-spettro, cioe vale
lequazione (3.2), con la differenza che G(s) pud non essere quadrata e che T'(s)D ha
inversa stabile.

3.4.1 Fattorizzazione R-spettrale

Il problema che affrontiamo in questa sezione & il seguente. Assumiamo di avere una
funzione razionale (quadrata) che gode delle seguenti proprieta:

(i) T(s) €

(i) ()™ € Lo
(iti) det D(oc) # 0
(iv) T(s) = I (s)

In parole povere, I'(s) & autoaggiunta, senza poli e zeri sull’asse immaginario esteso.
Il problema ¢ quello di rivacare una funzione quadrata G, (s) che goda delle proprieta:

(a) Go(s) € Hoo
(b) Go(s)™! € Hoo
(¢) G5 (s)RGo(s) =T'(s)

dove la matrice simmetrica R ha la stessa inerzia di I'(co). Una tale funzione G,(s)
sara chiamata fattore R-spettrale canonico.

Poiche I'(s) € in Lo, non ha poli sull’asse immaginario, possiamo scrivere
I(s) =T1(s)+Ta(s)+ D
dove T'y(s) e T'5’(s) sono in Ho, e sono strettamente proprie. Da T'(s) = I'™(s) risulta

[i(s) =T5'(s) =TT (s) = Ta(s) = (Ta(s) = T5(s))~

Poiche T'y (s) — I'5'(s) € Hoo si ha (Teorema di Liouville)

Ii(s) = T3 (s)
Quindi
I'(s)=T1(s) +I'7(s) + D
Allora se T'y(s) = Cy(sI — A;)~"! By, la matrice dinamica di I'(s)~! &:

Aq —BlDilcl —BlDilBi

H=1"op-1c, -4, —c,p1B]
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Sinoti che H non ha autovalori sull’asse immaginario e che la coppia (A;—B1D~1Cy, BiD™'B})
¢ stabilizzabile in quanto A; ¢ Hurwitz. Tuttavia, By D~'Bj non ¢ in generale posi-

tiva o negativa semidefinita. Si supponga allora che esista la soluzione stabilizzante
dell’equazione di Riccati

(A, — ByD™'Cy)P+ P(A, — B,D™'C)) — PByD"'B{P - C;D™'C, =0

cioe tale che R
A=A, - B,D7YC, + BP)

€ Hurwitz. Sinoti che ’equazione di Riccati si puo anche riscrivere nel modo seguente:

AYP+ PA, = (Cy + PB,)D!(C, + B, P) (3.3)

Lo spettro generalizzato I'(s) si pud scrivere come:
I(s)=D+C(sI —A)~'B
con
AH; Y ] B{_Bcl,i}, c=[c B ]. D=D

Definiamo la matrice di cambio di base:
I 0
= 7]

dove P soddisfa I'equazione di Riccati. Allora I'(s) = D + C(sI — A)~'B, con:

- . A 0
— 1 _ 1

A = TAT _{—(C{JrPBl)D—l(C{JrPBl)’ 4,

s = B1

B = TB_{_Ci_PBJ

C = CT'=[Ci+BiP B ]

D =D

1l sistema (A, B,C, D) ¢ un sistema costituito dalla serie di G,o(s), R e G'(s), ciod
I'(s) = G5 (s)RGy(s) con

Go(s) = X(I+ D YCy+ ByP)(sI — Ay)'By), X'RX =D

Il fattore R-spettrale canonico & proprio G,(s) ®. Si noti che G,(s) € Hao in quanto
Ay & Hurwitz e inoltre G, (s)™! € Hoo, poiche

Go(s) ™' = (I -~ D HCy + By P)(s] — A)7'By) X!

e A & di Hurwitz.

Quanto detto si puo riassumere nel seguente risultato.

5A questo fattore si puod arrivare direttamente dalla (3.3. Infatti moltiplicando a destra per
(sI — A1)7 !B e a destra per Bj(—sI — A})~! si ha, dopo qualche passaggio,

(I + Bj(—sI—A1)"Y(C] +PB1)D YD+ D~ Y(C1 4+ B{P)(sI — A1) B1) =T1(s) + Ty (s) + D
e quindi G5 (s)RGo(s) =TI'(s), con X'RX = D.
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Teorema 3.6 Si consideri I'(s) che gode delle proprieta (i) — (iv) e si supponga che
esista la soluzione stabilizzante dell’equazione di Riccati (3.3). Allora il fattore Go(s)
R spettrale canonico é:

Go(s) = X(I+ D7 Y(Cy + B{P)(sI — A;)"'B;), X'RX =D

La ricerca di un fattore spettrale canonico risulta facilitata se si ha a disposizione un
fattore spettrale G(s) gia stabile, cioe tale che G(s) € Hoo € G™(5)RG(s) =T'(s). Si
tratta quindi di ricavare Gy(s) a fase minima direttamente da G(s) in modo tale che

G5 (s)D'RDGy(s) = G~ (s)RG(s)
Se dunque
G(s)=C(sI - A)"'B+D
la matrice della dinamica di I'(s)~! risulta

A— B(D'RD)~'D'RC —B(D'RD)"'B’

= —C'R(I - D(D'RD)™*D'R)C —A' — C'RD(D'RD)~'B’

e il fattore spettrale canonico diventa
Go(s) =1+ (D'RD)"Y(D'RC + B'P)(sI — A)~'B
dove P risolve I’equazione
0=A'P+PA—(C'RD+ PB)(D'RD)"Y(D'RC + B'P) + C'RC

ed e tale che R
A=A—-B(D'RD)"(D'RC + B'P)

& Hurwitz. Si noti che tale equazione coincide con ’equazione (3.1) ricavata per il
sistema in Fig. 3.3.

3.4.2 Fattorizzazione spettrale

Lo spettro di potenza di un segnale & sovente definito come il modulo al quadrato
della sua trasformata di Fourier. Pensando all’uscita di un sistema SISO alimentato
da un impulso, lo spettro dell’uscita & dunque |G (jw)||?. Per estensione definiamo lo
spettro di un sistema con matrice di trasferimento G(s) la funzione T'(s) = G~ (s)G(s)
6. Tale funzione gode della proprieta I'(s) = I'~(s) e I'(c0) > 0. Il problema della
fattorizzazione spettrale consiste nel determinare una funzione G(s) con certe propri-
etd a partire dallo spettro dato I'(s). In particolare, si tratta di ricavare una funzione
quadrata

Go(5) € Hoo,  Gol(s)™' € Moo

tale che

G5 (s)Go(s) = T'(s)

Una tale funzione G,(s) sara chiamata fattore spettrale canonico.

SIn veritd pensando ai processi stocastici stazionari lo spettro sarebbe meglio definito come

G(s)G™(s)
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Teorema 3.7 Ogni funzione I'(s) tale che
[(s) € Loo, T'(s)' €L, I(s)=07(s), T(c0)>0
ammette un fattore spettrale canonico.

Prova. La prova e costruttiva e puo essere ricondotta a quella relativa alla di-
mostrazione del Teorema 3.6. La matrice Hamiltoniana in questo caso diventa:

g_[A-BD'Ci  —BD'B
~| oplc, -A-cC,DIB]

Si noti che H non ha autovalori sull’asse immaginario, che By D~! B} & positiva semi-
definita e che la coppia (4; — BiD~1Cy, BiD~1B}) & stabilizzabile in quanto A; ¢
Hurwitz. Allora, grazie al Teorema 3.5, esiste una soluzione dell’equazione di Riccati

(A, — B;D™'Cy)P+ P(A, — B,D™'C,) — PBiD"'B{P - C;D7'C, =0
tale che R
A=A, - B, D YC, + B;P)
€ Hurwitz. Sinoti che ’equazione di Riccati si puo anche riscrivere nel modo seguente:
AP+ PA, = (C} + PB,)D"*(C, + B} P)
Quindi
Go(s) = D™Y2(C, + By P)(sI — A;)"'B, + D'/?

¢ il fattore spettrale canonico cercato. [
La ricerca di un fattore spettrale canonico risulta facilitata se si ha a disposizione un
fattore spettrale G(s) gia stabile, cioe tale che G(s) € Hoo € G~ (5)G(s) = I'(s). Si
tratta di ricavare Go(s) a fase minima direttamente da G(s) in modo tale che

Gg (s)Go(s) = G™(5)G(s)
Se

G(s)=C(sI—A)'B+D
la matrice della dinamica di I'(s)~! risulta
A—-B(D'D)"'D'C ~B(D'D)"'B’

H=\| _c(1-p(D'D)'D'C —A —C'D(D'D)"'B

e il fattore spettrale canonico diventa
Go(s) = (D'D)"Y*(D'C + B'P)(sI — A)"'B + (D'D)'/?

dove P risulta essere semidefinita positiva, risolve I’equazione *

0=A'P+PA—(C'D+PB)(D'D)""(D'C+BP)+C'C (3.4)

ed ¢ tale che .
A=A-B(D'D)"YD'C+ B'P)

& Hurwitz. Si noti che tale equazione coincide con 'equazione (3.1) ricavata per il
sistema in Fig. 3.3, ponendo R = I.

"Questa equazione & I’equazione standard di Riccati del Controllo Ottimo in Hs, come vedremo
in seguito.
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3.4.3 Fattorizzazione J-spettrale

Riprendiamo ora quanto fatto nella sezione precedente per estendere il risultato alla
cosidetta fattorizzazione J-spettrale che ricopre un ruolo importante nel controllo (e
filtraggio) in Hoo. Il termine J-spettrale ¢ dovuto al fatto che si considera uno spettro
generalizzato & T'(s) con la proprieta che I'(co) non sia definita in segno ma sia una
matrice simmetrica con autovalori non nulli. Quindi I'(co) ha la stessa inerzia della

matrice
I 0
r=[o 4]

dove le matrici identita hanno dimensione opportune (anche diverse tra di loro).
Si tratta dunque di ricavare una funzione quadrata
Go(8) € Hooy, Gol(s)™' € Hoo
tale che
G5 (8)JGo(s) =T(s)

Tale funzione G,(s) sara chiamata fattore J-spettrale canonico. Naturalmente, la
conclusione di questo problema combacia con quella della fattorizzazione R-spettrale
con R =J. Quindi

Teorema 3.8 Si consideri I'(s) che gode delle proprieta (i) — (iv) e si supponga che
I'(co0) abbia la stessa inerzia di J. Se esiste la soluzione stabilizzante dell’equazione
di Riccati (3.3), il fattore Go(s) J-spettrale canonico é:

Go(s) = X(I+ D XCy +ByP)(sI —A)'By), X'JX=D

La ricerca di un fattore J-spettrale canonico ¢ semplice se si ha a disposizione un
fattore J-spettrale G(s) gia stabile, cioe tale che G(s) € Hoo € G~ (5)JG(s) = I'(s).
Si tratta dunque di ricavare Gy(s) a fase minima direttamente da G(s), in modo tale
che

Gy (s)D'JDGy(s) = G~ (s)JG(s)

Quindi, se si scrive
G(s)=C(sI —A)"'B+D e Hy

il fattore J-spettrale canonico diventa
Go(s) =1+ (D'JD)"Y(B'P+D'JC)(sI — A)~'B
dove P ¢ la soluzione stabilizzante dell’equazione
A'P+ PA— (PB+C'JD)(D'JD)" Y (PB+C'JD) +C'JC =0

cioe tale che .
A=A-B(D'RD)"Y(D'JC + B'P)

¢ Hurwitz. Si noti che tale equazione coincide con l'equazione (3.1) ricavata per il
sistema in Fig. 3.3, ponendo R = J.

8Spettro nello spazio di Krein
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3.5 Sistemi all pass e fattorizzazione Inner-Outer

La funzione di trasferimento di un sistema passa tutto (all-pass, lossless) ha la seguente
proprieta:

G~ (s)G(s) =1 (3.5)
Ad esempio, nel caso scalare, una funzione passa tutto é:
11—
1+

La ragione della denominazione ”passa tutto” € nel fatto che (si pensi al caso scalare),
il modulo di G(jw) & costante su tutte le frequenze, e quindi il sistema si comporta
come un filtro che neé attenua né amplifica le armoniche del segnale di ingresso su tutte
le frequenze. Si noti che se G(s) & quadrata di rango massimo, allora G~ (s) = G71(s)
e G(s)G™(s) = I. 1l teorema seguente caratterizza i sistemi passa tutto.

G(s)

Teorema 3.9 Sia (A, B, C, D) una realizzazione minima di G(s) = C(sI—A)"1B+D
e supponiamo che esista una matrice simmetrica P tale che

AP+PA+C'C = 0
D'C+BP = 0
D'D = 1T

Allora G(s) € Lo ed & una funzione passa tutto. Se in pit P > 0 allora G(s) € Heo-
Prova. Si definisca ¥(s) = (sI — A)~1. Dalla prima equazione si ha:

U~ (s)C'CU(s) = U™ (s)P + PU(s)
e quindi

G~ (s)G(s)

[B'U~(s)C" + D' [C¥(s)B + D]
D'D+ (D'C+ B'P)¥(s)B+ B'U™(s)(C'D + PB)
I

col che G(s) ¢ passa tutto. Assumiamo per assurdo che la matrice A abbia un auto-
valore con parte reale nulla, cioe Ar = jwx per qualche x # 0 e qualche w. Allora,
dalla prima equazione si ha 0 = 2*(A’P+ PA+C'C)z = 2*C'Cxz, e quindi Az = jwx
con Cx = 0 viola D'osservabilita della coppia (A4,C). Quindi G(s) € L. Se P > 0,
dalla prima equazione, e con lo stesso ragionamento, segue che ogni autovalore di
A con parte reale non negativa ¢ non osservabile. Quindi G(s) (che ¢ la funzione
di trasferimento della parte raggiungibile ed osservabile) non ha poli con parte non
negativa e risulta G(s) € Heo. [

Una funzione G(s) tale che G(s)G™(s) = I si dira essere co-inner e, per tali funzioni,
vale un teorema analogo a quello formulato predentemente puo essere. Per esten-
sione anche funzioni tali che G™(s)G(s) o G(s)G™(s) siano costanti vengono chia-
mate inner o co-inner, rispettivamente. Ad esempio, si considerino le fattorizzazione
coprime definita nel Teorema 3.2, cioe G(s) = Ny(s)Dg(s)™! = D4(s)"1N,(s), dove,
in particolare

Na(s) = (C+DK)(sI-A—-BK)'B+D
Ny(s) = CO(sI-A—LC)""(B+LD)+D
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e K e L sono guadagni che stabilizzano A + BK e A + LC, rispettivamente. Se
prendiamo
K =—(D'D)"%(D'C + B'P)

dove P ¢ la soluzione stabilizzante dell’equazione di Ricacti standard (3.4), allora si
ha che Ny(s) ¢ inner, nel senso che N7'(s)Ng(s) = D’'D. Viceversa, se

L=—-(5C+ BD’)(DD’)_1
con S soluzione stabilizzante di 2
AS + SA" — (SC" + BD')(DD')*l(SC' +BD'Y +BB' =0

allora N (s) & co-inner, nel senso che N, (s) N (s) = DD’. Silascia al lettore verificare
che il sistema che ha come funzione di trasferimento Ny4(s) soddisfa le condizioni,
opportunamente modificate dalla presenza di D’ # I, del Teorema 3.9. Identiche
considerazioni valgono per Ng(s).

Una funzione passa tutto G(s) ha la ovvia proprieta che ||G(s)F(5)]locc = [|G(9)|loo
per ogni funzione F'(s) € L. Una funzione passa tutto in G(s) € Hoo si dice essere
inner. Al contrario, una funzione G(s) € H si dice essere outer se ha un’inversa
destra analitica in Re(s) > 0 (se ha rango pieno per righe per ogni Re(s) > 0). Una
funzione outer ha dunque un numero di righe non superiore al numero di colonne. Se
la matrice & quadrata, allora & outer se G(s) € Hoo € G(8)7! € Hoo. 1l concetto di
funzione outer generalizza quindi il concetto di sistemi SISO a sfasamento minimo.
Un’altra possibile caratterizzazione di funzione G(s) = [G1(s) Ga(s)] € Hoo outer &
che G1(s) e Ga(s) siano coprime a sinistra in Hoo.

La fattorizzazione inner-outer di una funzione G(s) € Hoo, consiste nel ricavare G;(s)
e G,(s) in modo tale che

G(s) = Gi(s)Gol(s)

con G;(s) inner e G,(s) outer. Nel caso in cui G(s) ¢ scalare, bipropria, senza
zeri sull’asse immaginario, € molto facile ricavare la fattorizzazione inner-outer. Per
esempio,

(s—=1)(s+5)
(s+2)(s+3)

_l—s
T 148’

(I1+3)(s+5)

Gls) = GroETs)

= G;(5)Go(s), Gi(s)

Gols) = —

Anche nel caso in cui G(jw) ha rango pieno per colonne per ogni w tra 0 e oo ,
una fattorizzazione inner outer si trova prendendo G,(s) coincidente con il fattore
spettrale canonico di G™(s)G(s) (che ¢ stabile con inversa stabile) e ponendo poi
Gi(s) = G(s)G,(s)~t. Infatti, si ha:

Gi(5)Gols) = G(8)Go(s) " Go(s) = G(s)
G7(s)Gi(s) = G5 () T1G™(8)G(5)Gols) ™ = G5 ()T 1G5 (8)Go(8)Go(s)™H =1

Il caso in cui G(jw) ha rango costante, diciamo 7, per ogni w tra 0 e oo, & pil
complicato. Intanto si scriva:

o) =t | 7 | e

9Questa & I'equazione di Riccati standard per il filtro di Kalman.
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con G1(s) € Heo bipropria con Gp(jw) di rango costante r per ogni w tra 0 e oo.
Inoltre H(s) € Hoo € K(s) € Hoo sono biproprie con H(s)™! € Hoo, K(5)™! € Heo.

Si definisca ora:
re) =t | O

Si noti che F(s) € Hoo, F¥(8)F () € Loo, F¥(00)F(c0) > 0. Quindi possiamo
trovare un fattore spettrale canonico F,(s) di F~(s)F(s) e definire

Go(s) = [ Fo(s) 0 ]K(s)
Gi(s) = F(s)F,(s)!
Risulta:
Gi(8)Go(s) = F(s)Fy(s)™* [ Fo(s) 0 ]K(s) = [ F(s) 0 }K(s) = G(s)
GT(5)Gi(s) = Fy ()T Y (s)F(s)Fo(s) ™ = Fy (s) T Fy () Fo(s)Fo(s) ™t =1

Si noti che G,(s) ha inversa destra analitica in Re(s) > 0, in quanto K(s)™! € Heo,
F,(s)"'€Hy e

3.6 Passivita

La nozione di passivita di un sistema nasce da considerazioni prese dalla teoria dei
circuiti. Consideriamo infatti 'impedenza Z(s) di un circuito passivo che mappa
il vettore delle correnti di porta i al vettore delle tensioni di porta v. La passivita
(stretta) del circuito implica che Penergia consumata in un intervallo [0 T sia positiva
per ogni corrente non nulla (non viene prodotta energia), cioe

/T iu(tYdt >0, Vi(-) £0

Prendendo T arbitrariamente grande e valutando ’espressione nel dominio delle fre-
quenze si ha, per un certo numero positivo e:

Z(s) € Hoos Z(jw) + Z(—jw)" > 2el

che ¢ la condizione di stretta positivita reale che abbiamo gia incontrato nel Capitolo
1. Seguendo ’analogia dei circuiti passivi, la passivita di un sistema dinamico risulta
di facile definizione. Precisamente, un sistema dinamico ¥ : L5, — Lo, si dice essere
strettamente passivo se esiste un numero positivo € tale che

<PU_Pw7U_w>[O,T] ZGHU’_wH%,[O,T]v Vu,w € Lo[0,T], VT

Se € puo essere posto uguale a zero, allora il sistema si dira essere passivo. Come
abbiamo visto per I'impedenza di un circuito, per i sistemi quadrati (stesso numero
di ingressi e uscite) lineari e invarianti nel tempo la condizione di passivita si formula
attraverso la positivita reale della funzione di trasferimento G(s), e quindi il sistema
¢ passivo se

G(s5) € Hoo, G(—jw) +G(jw) >0, Yw
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ed e strettamente passivo se
G(s) € Hoo, G(—jw) +G(jw) >0, Yw € [0 00)
Questa condizione puo essere verificata nel modo seguente.

Teorema 3.10 Sia (A, B, C, D) una realizzazione minima di funzione razionale pro-
pria quadrata G(s). Tale funzione é strettamente positiva reale se e solo se esiste una
matrice simmetrica P che soddisfa la disequazione lineare matriciale

AP+PA PB-C' <0
BP-C -D-D
Prova. Supponiamo che tale P esista. Allora, per il lemma di Schur si ha:

D+D > 0
AP+ PA+(PB-C)D+D)Y BP-C) < 0

Quindi, ponendo ¥ = (jwl — A)~!, segue che
U~P + PV — U~ (PB-C)D+D')"Y(B'P-C)¥ >0
Moltiplicando a destra per B e a sinistra per B’ abbiamo:
B'U~PB+ B'PYB — B'U~(PB—-C')(D+D')"*(B'P-C)¥B >0

Poiche G(jw) = CYB + D si ha:

B'U~(PB—-C")+ (B'P—-C)¥B+ G(jw) + G(jw)~ =D —-D’

> B'U~(PB—-C')(D+D)"Y(B'P-C)¥B
e quindi ponendo F = ((D + D")"Y(B'P — C)¥B —I) si ha

G(jw) + G(jw)~ > F¥(D+ D')F >0

Viceversa, si supponga che G(jw) + G(jw)™ > 0 col che D + D’ > 0. Mostriamo che
la matrice hamiltoniana
o A—-B(D+ D) C B(D+D')"'B

o C'(D+ D" lC —-A'-C'(D+D")'B
non ha autovalori sull’asse immaginario. Infatti, si assuma per assurdo che Hx = jwz,
con x = [z} 24])’ # 0. Allora, ponendo ¥ = (jwl — A)~! si ha

z1 = UBD+D)'r
ry = UYC'(D+ D)l
r = Bay—Cux

e quindi
(G(jw) + G(=jw)) (D + D' )~'r =0

il che implica, in base all’ipotesi, 7 = 0 e quindi 1 = x5 = 0 il che & assurdo. Grazie
allora al Teorema 3.5, fissata una matrice ) definita positiva, esiste una soluzione
dell’equazione di Riccati

0 = (A-B(D+D)'C)P+P(A-B(D+D)'C)+
+ PB(D+ D) 'BP+C'(D+D)'C+Q
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“ G(s) l Y

|

Figura 3.4: 1l sistema retroazionato per la passivita

che coincide con
A'P+PA+(PB-C)(D+D) (BP-C)=-Q<0
In conclusione

D+D > 0
AP+ PA+(PB-CYD+D)YY(BP-C) < 0
col che il teorema ¢ dimostrato. [ ]

Per la stretta passivita, la funzione di trasferimento deve appartenere a H, oltre ad
essere strettamente positiva reale. Quindi, nel teorema precedente basta richiedere
che P sia positiva definita.

Teorema 3.11 Sia (A, B, C, D) una realizzazione minima di una funzione razionale
propria quadrata G(s). Il sistema é strettamente passivo se e solo se esiste una matrice
simmetrica definita postiva P che soddisfa la disequazione lineare matriciale

A'P+PA PB-C(C'
BP-C -D-D

La proprieta di passivita e di limitatezza della norma H., sono legate nel modo
seguente. Si consideri il sistema retroazionato in Figura 3.4 e si noti che la funzione
di trasferimento da u a y &

F(s)= (I - G(s)I +G(s)"
Allora vale il risultato seguente.

Teorema 3.12 Sia (A, B,C,I) una realizzazione minima di G(s) € Hoo. 1l sistema
(A, B,C,I) é strettamente passivo se e solo se F(s) ha norma infinita minore di uno.

Prova. La funzione di trasferimento da u a y, cioé F'(s) si pud scrivere come é:
F(s)=(I—G(s)(I+G(s) ' =-C(sI— A+ BC)"'B, B=B/V2, C=CV2
Se dunque G(s) & strettamente passivo, allora esiste P > 0 tale che

A'P+PA+ (PB—C)BP-C)/2<0
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che si puo scrivere come
(A—BC) + P(A- BC)+ PBB'P+C'C <0

Cio significa che A — BC' & Hurwitz e che la norma infinita di F(s) & minore di uno
(Bounded Real Lemma, Teorema 4.5). Viceversa se F(s) € Hoo € ||[F(8)]loo < 1 allora
esiste P > 0 che soddisfa tale disugliaglianza e quindi G(s) € H ed & strettamente
passivo.



Capitolo 4

Norme

Questo capitolo & dedicato alla definizione di alcune norme o misure dei sistemi di-
namici. In particolare saranno introdotte le norme L1, Lo e Lo e la misura di
entropia.

4.1 Norma £,

Per un sistema BIBO stabile e SISO, con funzione di trasferimento G(s), la norma in
L, & ben definita nel dominio del tempo come la norma L della risposta all’inpulso
g(t) e cioe:

IG(s) = / " lo0)ldt

Per sistemi MIMO la generalizzazione si ottiene considerando la norma infinita della
risposta all’inpulso ¢(t), e quindi

G = [ oot = [ max 3 oo
J

Come dimostrato in Sezione 2.1.3, questa norma rappresenta la norma indotta picco-
picco del sistema, cioe

IG(s)h = sup 1l
Pl

Contrariamente alle norme che saranno introdotte piu avanti, la norma £; non & facil-
mente calcolabile, se non attraverso intergrazione numerica o altre approssimazioni.
Inoltre, non risultano evidenti eventuali interpretazioni sistemistiche in termini di
risposta in frequenza.

4.2 Norma L,

Una funzione di trasferimento G(s) = C(sI — A)~!B + D appartiene a L5 se e solo se
¢ strettamente propria (D = 0) e non ha poli sull’asse immaginario. In questo caso
la norma Ly del sistema & semplicemente definita come:

oo 1/2
1G(s)]l2 = [1 | wieeierct)

27 J_ oo

45
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Inoltre, se G(s) ¢ analitica nel semipiano destro chiuso (non ha ivi poli), allora G(s) €
Hs> e la norma in Hs coincide con quella in Lo.

Possiamo chiederci quale sia la interpretazione della norma in termini di risposta del
sistema (strettamente proprio)

#(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(t)

Il teorema seguente fornisce una caratterizzazione nel tempo della norma Hs, in
termini di risposta impulsiva e di risposta ad un rumore bianco.

Teorema 4.1 Si consideri un sistema asintoticamente stabile e strettamente proprio
con realizzazione (A, B,C).

(i) Si assuma lo stato iniziale sia nullo al tempo zero e si definisca y*(t) la risposta
del sistema all’impulso al canale i-esimo, cioé u(t) = e;0(t), dove e; ¢ il vettore
della colonna i-esima della matrice identita. Risulta

LzEAmWN%ZG@ﬁ

(ii) Si assuma lo stato iniziale nullo al tempo zero e sia lingresso u(t) un rumore
bianco con intensita unitaria e si indichi con E il valore atteso. Risulta:

1
— ] 2 = i T
Jo = lim Eflly®)]*] = lim ~E

T
A M@>%4:wa@w§

(#1i) La norma Ha del sistema ¢ data da
|G(s)||3 = tr [B'PB] = tr [CSC']
dove P e S sono le soluzioni definite positive delle equazioni di Lyapunov

AP+ PA+CC=0, AS+SA' +BB' =0

Prova. La dimostrazione ¢ facile e si basa sull’applicazione del Teorema di Parseval e
delle formule

o0 o0
P= / eAtCCettdt, S = / A BB At at
0 0
| |

E’ importante osservare che il teorema precedente fornisce anche un procedimento di
calcolo della norma Hs in termini di soluzione di un’equazione di Lyapunov. Infatti,
sotto l'ipotesi di stabilita di A, ’equazione di Lyapunov ammette una e una sola
soluzione, che risulta essere semidefinita positiva. Nel caso si voglia adoperare questo
procedimento per calcolare la norma Lo di una certa funzione G(s), si osservi che
essa coincide con la norma della parte stabile G5(s) di G(s). Infatti, G(s) € L2 si pud
sempre scomporre ' nel modo seguente:

G(s) = Gal(s) + Gs(s)

1Se (A, B,C, D) & una realizzazione di G(s) € L2, risulta D = 0 e inoltre la matrice A non ha
autovalori con parte reale nulla. Allora A ha ns autovalori con parte reale negativa e n, autovalori
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dove G,4(s) ¢ analitica nel semipiano destro chiuso e G,(s) ¢ analitica nel semipiano
sinistro chiuso. Essendo queste due funzioni ortogonali (nel prodotto scalare definito
nel Capitolo 2), risulta < G4(s), Gs(s) >= 0, da cui il risultato (Teorema di Pitagora):

IG()II3 = 1Ga(s)3 + 1G5 (s)]3

D’altra parte e facile riconoscere, in base alla definizione, che il sistema aggiunto
associato a G4 (s) ¢ stabile, cioe G4(—s)" € Ha ed ha la stessa norma Hy di G4(s). In
conclusione

IG ()13 = [Gal=5)I3 + IGs(s)]I3

Esempio 4.1 Si voglia calcolare la norma in Lo della funzione di trasferimento

G(S) = [ 52115—6 sil ]

Si noti che G(s) € Lo e quindi tale norma esiste. Inoltre

G(s)=Ga(s) +Gs(s) = [ 325 O]+ [ 5 ]
Si noti ancora che
—0.6 0.6
PR— X PR—
s—2 s+2
L.8868(3.2472 —5)  1.8868G(s + 3.2472)
(1-5)(3-2y9) (s+1)(s+3)

e quindi
IG(s)II3 = IG1(s)II5 + [|G2(s)13
dove ( )
0.6 1.88686(s + 1.802
G —
o 1 e P SR

Per quanto riguarda G1(s) Uequazione di Lyapunov ¢ ||G1(s)||3 = p con —4p+0.36 =
0. Quindi ||G1(s)||3 = 0.09, mentre per Go(s) risulta

Gl(s) =

Gy(s)=C(sI — A)~'B

con

o[ e 2]

C = [34 18869 |

con parte reale nulla, con ns +mng = n. Si prenda allora una base Ts, ns dimensionale, formata dagli
autovettori, generalizzati o no, associati agli autovalori di A con parte reale negativa e una base Ty,
ne dimensionale, formata dagli autovettori, generalizzati o no, associati agli autovalori con parte
reale positiva. Naturalmente la matrice T—! = [T Ty] & n-dimensionale, invertibile, e risulta

TAT*:["[‘)S :}, TB:{BS}, cr'=[ ¢ Ca ]

e quindi
G(s) = Cs(sI — As) " Bs + Ca(sI — Ay) 1B,
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L’unica soluzione di AP+ PA+C'C =0 ¢

[ 40716 1.9267

P= 1.9267 0.9268

¢ ||G2(s) 3 = B'PB = 0.9268. Quindi ||G(s)|| = 1.0168.

Si noti che la norma Hy di Ga(s) puo essere calcolata senza risolvere una equazione
di Lyapunov per un sistema del secondo ordine. Infatti, tale norma coincide con la
norma Lo di (ad esempio)

_ 1.88686(s +1.802)  2.2652  —0.3783

G = =
2(5) (s+1)(s—3) 5—3 * s+1
e quindi
2.2652 —0.3783
2= 5+ ||———13 = 0.8552 + 0.0716 = 0.92
|G2(s)]l2 = || P Il + || sl I3 = 0.8552 4+ 0.0716 = 0.9268

4.3 Norma L

Come sappiamo, la norma in £, di una funzione di trasferimento G(s) & ben definita
se (e solo se) G(s) non ha poli sull’asse immaginario, e corrisponde alla massima norma
della matrice G(jw) al variare di w. Nel caso di sistemi SISO & facile visualizzare il
modulo di G(jw) al variare di w (diagramma di Bode del modulo) e evidenziare il
valore massimo. Il picco del modulo & proprio la norma in L.,. Nel caso MIMO
bisogna invece visualizzare il massimo valore singolare (norma) di G(jw) in funzione
di w e valutarne il massimo, cioe, per un sistema con funzione di trasferimento G(s) €
Eocn
I1G($)lee = sup G

che nel caso in cui G(s) € Hoo si puod anche scrivere come

1G(s)llc = sup [G(s)]|

Re(s)>0

A differenza della norma in Lo, non esiste un metodo diretto di calcolo della norma
in L. Esistono alcuni test efficaci per stabilire se questa norma & minore di un certo
numero positivo v, cioé ||G(s)||cc < 7. D’altra parte questa relazione & equivalente a

I, (jw) =1 -7 2G(—jw)G(jw) >0, Vw (4.1)

e lanorma infinita di G(s) ¢ esattamente il valore inferiore di y per cui questa relazione
vale.

Si noti che gli zeri del sistema con funzione di trasferimento I',(s), definita nell’e-
quazione (4.1) sono gli autovalori della matrice dinamica H del sistema retroazionato
in figura 4.1. Tale matrice risulta essere

i _ [ A+BR*I-DD)"'D'C B(y*I — D'D)~'B/
~| —C’'I-~72DD)"'C —A' —C'D(y*I-D'D)"'B

Naturalmente perche il sistema retroazionato sia ben posto occorre che DD’ non
abbia autovalori in 72, in modo tale che le due quantitd v2I — DD’ e v2I — D'D
siano invertibili. Si noti che la matrice H ¢ hamiltoniana. Tale matrice ci permette
di discernere se la norma infinita del sistema & minore di v oppure no. Vale infatti il
risultato seguente.
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\ 4

Figura 4.1: 1l sistema hamiltoniano per I'analisi H o

Teorema 4.2 ||G(s)]|lc < v se e solo se ||D| < v e H non ha autovalori sull’asse
mmaginario.

Prova. Se la norma ¢ inferiore a « allora ovviamente ||D|| = ||G(o0)|| < 7. Supponi-
amo ora per assurdo che Hx = jwzx, con x # 0 per un certo w. Allora, siano 1 e
x5 le componenti di z e si definisca z = (y2I — D’'D)~}(D'Cxy + B'zs). 1l vettore z
risulta non nullo. Infatti, se cosi non fosse risulterebbe Ax; = jwz; e quindi z1 = 0,
B'zy =0e A'zg = —jwxs, col che Passurdo. 11 vettore z # 0 & tale che (la verifica &
lasciata al lettore):

G(—jw) G(jw)z =z

e quindi la norma infinita non & minore di ~.
Viceversa, si assuma che || D|| = [|G(c0)|| < 7 e che H non abbia autovalori in jw. Se
per assurdo fosse

G(—jw) Gjw)z = 7%=

per un certo z # 0 si avrebbe Hx = jwx con
r1 = (jwl — A)"'Bz, 9= (—jwl — A)'C'G(jw)z
]

L’interpretazione sistemistica della norma infinita piu espressiva e quella seguente,
dove si dimostra che tale norma non ¢ altro che il valore pessimo del guadagno
ingresso/uscita in L.

Teorema 4.3 Sia G(s) € Lo. Allora
G(5) e = sup LGNz
wer

Prova Si osservi che si pud sempre assumere G(s) € Hoo. Quindi G(s)u € Lo se
u € RLo. Ora si noti che

sup (4.2)
o Nl recy>o 55513
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dove p € un vettore costante di dimensioni opportune. La risposta del sistema con
funzione di trasferimento G(s) alimentato daqll'ingresso u = pe! & data da (se A non
coincide con un polo di G(s)) y = G(\)uer, ammesso che un opportuno stato iniziale
sia stato scelto. Allora,

Gs)-H— =am)

s— A s—A

5~ f(s)

dove f € Hs ¢ la trasformata di Laplace della risposta libera, mentre la parte sinistra
dell’equazione corrisponde alla ripsosta forzata. Dal momento che G(\) £
segue che

K2 K2 2 K2
= A)—— > A)—— 4.
G B =160 LB+ @32 6w L @)
Dalle equazioni (4.2), (4.3) si ha
G(s)-L5 |13
p IGEHIE IG5
v S e Sy
A 2
+ w160
reny>o 4]
n#0
> sup [GO|?
Re(X)>0
2 1G(5)loo (4.4)

Per ricavare queste espressioni, abbiamo utilizzato i due fatti seguenti:

1) Se K & una costante, allora || )\||2 = KNK||S )\||2 = || K|? ||S )\||2
G(\)
2) sup,, .o IS = ||G()))?

D’altra parte, se e; denota la i-esima colonna della matrice identita, e definendo
U= [ uey - uey, ]

si ha

|GGl _ J2o trace [u™ (jw) G~ (jw) G (jw)u(jw)] dw

sup ———5—= = - -
o Nl S J 7o trace [u™ (jw)u(jw)] dw

= sup f Zz lezu ( )GN(]W)G(]W)U(jw)eldw
uglﬁgz f Zz 16U ( )u(jw)eidw
Yi= 1f IG(jw)u(jw)e; | dw

o i o luw)e|Pde

2z 1f G Gw)IP[lu(iw)ei]|* dw

<
B Sy [0 lu(iw)es|2dw
- 1G(s) ll2 S L2 u(jw)e: || 2dw
T Xt o luGeePdw
< |G 45)
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Dalle equazioni (4.4),(4.5), segue la tesi. |

Il risultato seguente sul valore superiore della norma infinita & conosciuto in letteratura
come lemma della limitatezza reale (bounded real lemma).

Teorema 4.4 Sia G(s) = C(sI — A)"'B + D e supponiamo che A sia di Hurwitz.
Allora ||G(s)||eo < 7y se e solo se ||D|| < v ed esiste una soluzione semidefinita positiva
P dell’equazione di Riccati

A'P+ PA+ (PB+C'D)(Y*I - D'D)""(D'C+ B'P)+C'C=0

tale che .
A=A+ B(*I-D'D)"YD'C+ B'P)

¢ di Hurwitz.

Prova. La prova e pressoche immediata a partire dai Teoremi 3.5 e 4.2. Infatti se
|ID|| < v ed esiste una soluzione P reale e simmetrica dell’equazione di Riccati tale
che A & Hurwitz, la matrice hamiltoniana H risulta avere n autovalori con parte
reale negativa (quelli di A) e n con parte reale positiva (i simmetrici rispetto all’asse
immaginario). In vista del Teorema 4.2 la norma infinita ¢ minore di . Viceversa,
se la norma infinita ¢ minore di v allora || D|| < 7 e la matrice hamiltoniana H non
ha autovalori a parte reale nulla (Teorema 4.2). La stabilitd di A implica poi la
stabilizzabilita della coppia

A+ B(y*I-D'D)"'D'C, B(y*I-D'D)'B

e quindi, grazie al Teorema 3.5 esiste la soluzione P con le proprieta ricercate.
]

Se la norma € minore di 7 & possibile costruire il fattore spettrale canonico di I'y(s)
attraverso la soluzione dell’equazione di Riccati. Infatti, ponendo X (s) = —(v2I —
D'D)~Y2(sI — A)~'B + (4*I — D'D)~'/2, ¢’ semplice verificare che

VI — G~ (5)G(s) = X~ (s) X (s)

Quindi v2I — G(—jw)'G(jw) > 0, Yw e X (s) & il fattore spettrale canonico di v*I —
G~ (s)G(s) = X~(s)X (s). Infatti X(s) € Hop in quanto A & Hurwitz e X (s)~' € Hoo
in quanto la matrice dinamica di X (s)~! & A.

Il teorema sulla limitatezza reale ammette una descrizione in termini di diseguaglianza
matriciale lineare. Infatti vale il seguente risultato.

Teorema 4.5 Sia G(s) = C(sI—A)"'B+D e supponiamo che A sia Hurwitz. Allora
IG(s)||oo < 7y se e solo se ||D|| <« ed esiste una soluzione definita positiva P della
disequazione matriciale

AP+PA+C'C PB+C'D

pc+BP —p2r+pp |0 (46)

Prova. Supponiamo esista P > 0 che soddisfa (4.6), che & equivalente, grazie al lemma
di Schur, alla coppia di disequazioni

¥I > DD
0 > A'P+PA+(PB+C'D)(y’I-D'D) " (PB+C'DY +C'C
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Dalla prima segue la prima conclusione, cioe | D|| < 7. Dalla seconda si ha che A ¢
di Hurwitz (Lemma di Lyapunov). Inoltre, sempre dalla seconda segue che

A'P+PA+(PB+C'D)(y*I - D'D) " (PB+C'D) +C'C =0

o-[5]. o-[2]

e la matrice E ¢ tale che E'E > 0. Poniamo ora

dove

A = A4+ BWI-DD)y"YB'P+DC)
B B(y*I — D'D)~Y/?

R |: (VQI—D'D)_UQD'C_' :|

¢ E

e consideriamo ora ’equazione di Riccati nell’incognita X:
AX +XA-XBBX+C'C=0

La stabilitd di A implica la stabilizzabilita di (A, B). Inoltre, essendo E'E > 0 si
ha che la coppia (A, C) ¢ osservabile. Grazie al Teorema 3.5 esiste la soluzione X
stabilizzante, cioe tale che

A-BB'X=A+B(»I-DD)"YB'(P-X)+D'C)
¢ Hurwitz. Si ponga ora W = P — X. Sottraendo termine a termine gli elementi
dell’equazione di P e quella di X si ha:
AW + WA+ (WB+C'D) (¥*I—D'D)" (WB+C'D) +C'C =0
Quindi W & semidefinita positiva e stabilizzante. Grazie al Teorema 4.4, la norma di
G(s) & minore di .

Viceversa, si supponga che G(s) abbia norma minore di . Quindi ||D| < «. Si
definisca la nuova funzione di trasferimento

Gls) = [ \/%}(SJA)UH { 107]

Denotando con F(s) = (s — A)~!B, si ha
G~ (5)G(s) = G~ (s)G(s) + F~(s)F(s)

e quindi -
IG(s)II5 < G ()13 + €l F ()15

Sia € tale che ) )
7 = 1G5
[1F(s)[1%

Quindi, per un tale valore di € la norma infinita di G(s) & minore di 7. Ponendo:

o-[ & o-[2]

0<e<
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e grazie al Teorema 4.4, esiste P > 0 che soddisfa
A'P+ PA+ (PB+C'D)(*I-D'D)”" (PB+C'D) +C'C =0
Quindi, essendo C’C' > 0 si ha che P > 0 e P risolve I'equazione
A'P+PA+(PB+C'D)(+*T-D'D) " (PB+C'D) +C'C+el <0=0

La conclusione si ha in base al lemma di Schur notando che |D|| < ye P > 0 ¢
soluzione della equazione precedente (che diventa disequazione togliendo ).

4.4 Norma di Hankel

La norma di Hankel ha una notevole importanza per i problemi di approssimazione e di
riduzione dell’ordine di una sistema dinamico. Consideriamo una funzione G(s) € L
e Poperatore I'¢ che opera da Hy a Hs nel modo seguente:

TaF(s) = [G(s)F(s)ls

dove con [ abbiamo indicato la proiezione stabile e strettamente propria. In sostan-
za essendo F(s) € Ha e G(s) € L il risultato del prodotto G(s)F(s) appartiene a
L5 e quindi si puod scrivere come la somma di una parte stabile (in Hz) e una parte
antistabile (in H3). L’operatore I' non fa altro che selezionare la parte stabile di
tale prodotto. Questo operatore ¢ chiamato oparatore di Hankel associato a G(s). Si
noti ? che, poiche G(s) = G(o0) + [G(8)]st + [G(5)]a, dove con dove con [], abbiamo
indicato la proiezione antistabile, si ha

TaF(s) = [G(s)F(s)lat = [G(o0) + [G(s)|st F'(s) + [G(s)|aF (s)]st
([G(s)]stF(s)]
= T, F(s)
cosicché l'operatore I' coincide con 'operatore di Hankel associato alla sola parte
stabile e strettamente propria di G(s).

L’operatore aggiunto di Hankel associato a G(s) € L ¢ indicato con il simbolo I'f;.
Esso prende un elemento H(s) € Hs e restituisce un elemento di Hz . Risulta 3

IGH(s) = [G™(s)H(s)]a

Vogliamo dare ora una caratterizzazione ingresso uscita dell’operatore di Hankel as-
sociato ad un sistema che ha G(s) come funzione di trasferimento. Per quanto det-
to, e sufficiente considerare un sistema in forma minima, asintoticamente stabile e
strettamente proprio, e quindi

t=Ax+ Bu, y=Cx

2Si ricordi la nota a pie pagina della sezione 4.2.
3Infatti, ricordando che F(s) € Hy e H(s) € Hz si ha

< F(s),T5H(s) > = < TgF(s), H(s) >
= <[G(s)F(s)]st, H(s) >=< G(s)F(s), H(s) >
= < F(s),G™(s)H(s) >=< F(s),[G™ (s)H(8)]a >
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con A Hurwitz, (A, C) osservabile e (A, B) raggiungibile. La funzione

0 t<0
9() :{ CeA'B t>0

ha come trasformata di Laplace esattamnte G(s). L’operatore
I'y : RLy(—00 0] — RL2[0 00)
definito da

0 t<O0
Fg : u(t) = Fgu(t) = y(t) = CleAt fo e—A‘rBu(T)dT t>0

¢ un operatore che puo essere legittimamente considerato la controparte nel tempo
dell’operatore di Hankel I'. Infatti, la trasformata di Laplace di y & pari alla parte
stabile del prodotto di G(s) con la trasformata di Laplace dell’ingresso u. Caratter-
izzazione ulteriormente I'; come segue. Supponiamo che lo stato iniziale del sistema
sia nullo in at ¢ = —oco. Quindi applichiamo al sistema un ingresso u(-) che & diverso
da zero solo per tempi non positivi, quindi

0
z(0) = / e AT Budr

Inoltre, consideriamo la risposta libera dell’uscita y per tempi non negativi, dovuta
allo stato iniziale sopra definito. Risulta che l'operatore I'y trasforma l'ingresso u
(t < 0) nell’'uscita y (¢t > 0), attraverso z(0). Quindi, I'; pud essere visto come una
composizione di due operatori ¥, : RLy(—oc0 0] — R™ and ¥, : R" — RL»[0 o0),
definiti da

0
U, :u(t) — Cou(t) i=o = / e AT Budr

0 t<0
U, :x— Uox:=y(t) = { Celty £ 0

Infatti si ha che
r,=9v,v,

A questo punto appare evidente che la norma di Hankel di G(s) pud essere definita
come la norma dell’operatore I'y ed ¢ caratterizzata dal punto di vista ingresso uscita
come il rapporto pessimo tra la norma in £5(0,00) dell’'uscita e quella in o(—0c0,0)
dell’ingresso, cioe

I 'y
IG(s)lzr = Tall = Tyl = sup  F——
u€Ls(—o00, 0) [~ u'u

L’ operatore di osservabilita ¥, e iniettivo in quanto, grazie all’osservabilita, 1'unico
elemento mappato in zero € ’elemento zero. Invece 1’ operatore di raggiungibilita
U, & surgettivo. Se infatti prendiamo un vettore x € R"™, grazie alla raggiungibilita
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possiamo ricavare 4 una funzione di ingresso u(-) € La(oco 0] che raggiunge tale vettore.

Essa ¢ infatti la funzione

0 t>0
u(t) = Ble=Ats=1p t<0

dove S risolve I’equazione di Lyapunov.
SA"+ AS+ BB =0

E’ poi facile determinare gli opratori aggiunti di ¥, e ¥,. Risulta ¥} : R" —
RLy(—o0 0] and ¥ : RL5[0 co) — R™ are defined by

Ble Aty +<0

\I!*.:arn—HIJf.m::u(t)::{O £>0

U y(t) — Uly(t) == = / A7 C'ydo

o
0

Quindi, essendo I'y = W, ¥, si ha che I'; = WU : L]0 0o) — La(—0c0 0] & dato da

. X L [ Bt I eATCydr <0
Ly cyt) = Thy(t) == ult) == { 0 £>0

L’operatore I'; rappresenta la controparte nel dominio del tempo dell’operatore I'¢;.

Gli operatori ¥, U} e ¥ W, mappano lo spazio R" in se stesso e quindi possono essere
rappresentati da matrici n-dimensionali. Infatti, si ha

0
!
=, Uiz, = / e A TBB'e A Tdray

— 00

dove P e la soluzione dell’equazione di Laypunov
0=AS+SA"+ BB’ (4.7)
L’equazione ¥, ¥*xzy = Sxy vale per ogni xg, e quindi
VU =9 (4.8)

Viceversa, per quanto riguarda ¥3W¥, si ha, per ogni zg,

o0
zp =0,z = / eATC'Ce T dray = Pxg
o

4La funzione u(-) & ben definita grazie alla raggiungibilita che rende strettamente definita positiva
la soluzione dell’equazione di Lyapunov. Inoltre essa appartiene a La(oco 0] grazie alla stabilita
asintotica. Inoltre si ricordi che

&S] 0
s:/ eAf’BB’eA’f’daz/ e A"BBe A7 do
0 —oo
e quindi

0
Vru() = / e ATBBe A TS ladr = »

[ee]
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dove P & l'unica soluzione dell’equazione di Lyapunov
0=PA+A'P+CC (4.9)
e quindi
U, =P (4.10)

L’operatore autoaggiunto I';,I'¢ ammette autovalori reali e nonnegativi. Inoltre am-
mette almeno un autovalore nullo, in quanto basta prendere come autovettore la
funzione F(s) = ¥(s)H(s) dove ¥(s) ¢ minimo comune multiplo di tutti i polinomi
al denominatore di G(s) e H(s) ¢ una matrice opportuna di Hs. L’autovalore pilt
grande di I';;T'¢ coincide con la norma ||T'¢||? e si pud calcolare facilmente attraverso
le equazioni di Lyapunov. Infatti vale il risultato seguente.

Teorema 4.6 L’operatore I't.I'q e la matrice SP hanno gli stessi autovalori non
nulli.

Prova Gli autovalori di I';;I'¢ sono quelli di
[l =V viw, v,
Sia dunque A un autovalore di I';I'y, quindi
U U, Uy = Au (4.11)
Premoltiplicando per W, e definendo zg := W¥,.u, si ottiene
SPxo = A\xg (4.12)

Si noti che zg # 0, altrimenti ¥,.u = 0 e, dall’equazione (4.11) si avrebbe Au = 0 e,
essendo A # 0, si avrebbe u = 0, che ¢ una conbtraddizione.

Viceversa, se A # 0 & un autovalore di SP, allora esiste zo # 0 tale che val-
ga 'equazione (4.12). Premoltiplicando questa espressione per UrP, e definendo
u(t) := WX P,xo, si ha 'equazione (4.11). Si noti infine che u # 0. ISe non fosse cosi,
dalle equazioni (4.12), (4.8) seguirebbe la contraddizione Azg = 0. Quindi w €& un
autovettore di I';I'; associato a A. [ ]

Grazie al risultato precedente, possiamo calcolare la norma di Hankel come la norma
IT¢|| di T'g e calcolarla come la radice quadrata del massimo autovalore di SP, dove
S e P risolvono le due equazioni di Lyapunov.

Osservazione 4.1 (Calcolo della norma di Hankel) Sia data G(s) € Loo.
1) Si caleoli G5(s) = [G(s)]s € La.

2) Si determini una realizzazione minima di G4(s), e quindi sia G4(s) = C(sI —

A)'B.
3) Si risolvano le due equazioni di Lyapunov (4.7), (4.9).
4) Si calcoli il massimo autovalore \%; of SP.

5) Si ha ||G(s)|lzr = At
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4.5 Entropia

Consideriamo una funzione di trasferimento reale G(s) € Ha cioé strettamente propria
e stabile, e sia vy un numero positivo tale che ||G(s)||c < 7. Definiamo la y-entropia
del sistema con funzione di trasferimento G(s) nel modo seguente:

@ =L [ [1- CERIC

Si noti che tale quantitd & ben definita grazie al fatto che ||G(s)|s < v ®. Si noti
ancora che, essendo il determinante di una matrice il prodotto dei suoi autovalori, si
puo anche scrivere:

L(G) = 7;? O; Z:ln {1 - %af (G(jw))} dw

dove o;(+) denota il valore singolare i-esimo.

Teorema 4.7 Si consideri un sistema asintoticamente stabile e strettamente proprio
con funzione di trasferimento G(s) € Hoo € una realizzazione minima (A, B,C'). Si

supponga inoltre che ||G(8)|lco < 7. Sia inoltre § = m Allora:

IG ()13 < 1,(G) < =Blog(1 = BHIG(s)]3
I,(G) = trace[B'PB]

dove P ¢ la soluzione (definita positiva) dell’equazione di Riccati
A'P+PA+~2PBB'P+C'C=0

tale che A +~"2BB’'P ¢ asintoticamente stabile.

511 concetto di entropia nella statistica e nella teoria dell’informazione richiederebbe probabilmente
un corso a sé. Nel caso di sistemi SISO & possibile caratterizzare I’entropia in senso probabilistico,
facendo riferimento alla funzione di trasferimento di un sistema retroazionato

G(s)

Gal®) = TxA (550

dove G(s) & stabile con norma infinita minore di v e A(jw) &, per ogni w, una variabile casuale
distribuita uniformemente nel cerchio di raggio v~! e tale che A(jw1) e A(jwz) sono indipendenti
se w1 # wa. Si pud allora dimostrare che la v-entropia & il valore atteso della norma Ha di G¢(s),

cloe: G(S) ”2)
1—A(s)G(s) 2

dove Ea indica il valore atteso rispetto a A. Infatti, si ponga A(jw) = pe?? e G(jw) = Nel?, e si
noti che la funzione di distribuzione di A(jw) & v2/m. Quindi

Ea(ll

- 27
G(jw v2\2 v 1
Al ) = , — a0 dp
= A(jw)G(jw) T Jo o L1+ — 2Xpcos(0 + ¢)
41
= 29222 — P _dp= —12In(1 - A2y2
Y /O el n( 79)
Quindi
G(s) 2 -2 - C N2 —2
E — = n(l1-|G d
sl —aam =5 | =166
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Prova. La norma in Hy si scrive anche nel modo seguente:
1 [™ & ,
GG =57 [ Yot (Glw) o
L
i=1
Dunque, definendo la funzione
22
f(2?) = —~*In <1 - >
(v?) :
si ha
1 [ &
L) =5 [ 306l do
0 =1
Si noti che f(2?) > 2%, Vo e quindi la prima conclusione & che:
IG()]13 < 1,(G)

Sia ora r; = szw)) e si noti che 7; > 8 > 1. La funzione zlog(1 — x~1) & negativa

e monotona crescente per x > 1. Quindi

1
log [1 — 7’11] > glog {1 — ﬁ]

e quindi

= —Blog(1 — 67Y)||G(s)|I3

Per dimostrare che I'entropia si puo calcolare attraverso l’equazione di Riccati del
bounded real lemma, si noti che essendo ||G(s)||s < 7, in base al Teorema 4.4 esiste
P>0,W=~I e L=—~y"'B'P tale che

A'P+PA+~2PBB'P+C'C=0
Ponendo allora Y (s) = I — v 2B'P(sI — A)~!B, risulta
I —~72G~(s)G(s) = Y™ (5)Y (s)

e quindi 6

2 oo

LG = -1 In det [Y (—jw)'Y (jw)] dw

—5 .

6Nei passaggi sequenti si utilizza la formula integrale di Cauchy che dice che se la curva chiusa §
contiene il punto z allora

1 (s)

2mj sS—Z

ds = f(2)
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,YQ e o] 22
_ Zlgx;o—?/ I fdet [¥ ()| oo

= lim —%zIn |det [V (2)]|
= lim —*zIn |det [I —y ?B'P(zI — A)"'B]|

Z— 00

= lim —%zln
Z— 00

det [1 —y 22 'B'PB -2 ?B'PAY 2z *AFB
k=0
= lim —*zIn |1 -~ %2 "trace [B'PB] + O(z?)|

= lim —*z [-y 2 'trace [B'PB] + O(z?)]
= trace[B'PB]

La prova e quindi conclusa.

4.6 Confronti

La norma £ e la norma L., sono, come abbiamo visto, norme indotte. Precisamente,
la norma £4 € la norma indotta in £, mentre la norma L., ¢ la norma indotta in L.
Essendo norme indotte, esse godono della proprieta di disuguaglianza nel prodotto,
cioe se G1(s) e Ga(s) rappresentano due sistemi dinamici e il prodotto G (s)G2(s) ha
senso, si ha

1G1(5)G2(8) |z < IG1(s)]2l|G2(s)[la

dove = rappresenta 1 oppure co. Questa proprieta del resto non vale per la norma
L5 e per Uentropia (che non € una norma in senso stretto). Si pud invece facilmente
verificare dalla definizione che, fissato G1(s) € L e Ga(s) € Lo, si ha G1(s)Ga(s) €
Lo e risulta:

1G1(5)G2(s)ll2 < [[G1(5)llool|Ga(s) 2

Per quanto riguarda la norma di Hankel, dalla definizione T'¢G(s) = [G(s)G(s)]st si
ha che
1G(s)|lr < [|G(8)llso

Calcolata in s = jw, se z & un numero reale positivo e la funzione & tale che lim, oo 2f(2) = 8 < 00

si ha -
1 .
_7/ de = f(2)
2 Jw— =z
— 00
Infine, se vale la condizione pitt debole lim;— o0 27| f(2)| = 0 allora

L / SO s = 1)

T ljw — 2|

Utilizzando la simbologia O(z~2) ad indicare infinitesimi con potenze z=2, 273, ..., si ha det[I +
eV] = 1 + etrace[V] + O(e?), e Indet[I + €V] = etrace[V] + O(e?), dove V & una matrice quadrata.
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Capitolo 5

Stabilita robusta

In questo capitolo affrontiamo il problema della stabilitad robusta di un sistema lin-
eare descritto mediante una matrice della dinamica appartenente ad una certa classe
di incertezza. Si toccherano solo due tipi di incertezza, segnatamente l'incertez-
za non strutturata in norma e l'incertezza politopica. Nel primo caso la caratter-
izzazione delle perturbazioni che conservano la stabilita porta alla definizione del
cosidetto raggio di stabilita. Prima si affronta il problema della stabilita dei sistemi
retroazionati.

5.1 Stabilita dei sistemi retroazionati

Consideriamo ancora il sistema in Figura 5.1. La dinamica (stabile) delle parti non
raggiungibili e/o non osservabili non influenzano le funzioni di trasferimento. Senza
perdere di generalitd possiamo allora fare riferimento a realizzazioni minime di G(s)
e C(s). Quindi,

G(s):=C(sI —A)"'B+ D

z(t) = Axz(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(t) + Du(t)
d u

——»0O—» G(s)

C(s) @—O¢——

Figura 5.1: Connessione in retroazione
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e
C(s):=Cp(sI — A.)"'B, + D,
con
.(t) = Arz.(t) + Bru,(t)
yr(t) = Cra,(t) + Dyuy(t)
Queste equazioni hanno senso solo se la matrice Ag; := (I — D,.D) (o, equivalente-
mente, la matrice Ajs := (I — DD,.)) & nonsingolare. Ponendo z := [z' z]] € R™,
@:=[u ul], v:=[d v'], una realizzazione del sistema ad anello chiuso & data da:
2= Az+ Bv
u=Cz+ Dv
con
[ A+ BA,'D,C BAG'C,
A=

B.ALC A, + B.A; DC,

) BA;'  BAy'D, ]
B :=

| B/AL D BAL
[ ay'D.Cc AYC
C .=

| ALC ALDC, |
[ ant AyD,
D =

[ A D Ay
Sia T(s) := C(sI — A)~!B + D la matrice di trasferimento da v a 4.

Teorema 5.1 Il sistema retroazionato di Figura Fig. 5.1 é asintoticamente stabile
se e solo se T(s) € Hoo-

Prova. Se A ¢ di Hurwitz, allora ovviamente T'(s) € Hoo. Per provare la conclusione
opposta, dimostreremo, attraverso il PBH test di raggiungibilita ed osservabilita, che
il sistema (A, B,C, D) & in forma minima. Infatti, si considerino le due matrici

Po(N) = { MC_,A}, Pg(A):=[ M —-A —-B]

Il sistema ad anello chiuso ¢ in forma minima se e solo se le due matrici hanno rango
massimo per ogni A. Si noti ora che le due matrici (triangolari a blocchi) seguenti

I 0 B 0
.o |01 0 B,
°* 7 00 I ~A'D, A

| 0 0 —AL DAy I

I 0 0 0
. 0o I 0 0
T 0 —C, —AuD,Ap I

-C 0 I —~A19DAS;



5.1. STABILITA DEI SISTEMI RETROAZIONATI 63

sono invertibili. Risulta dunque che Po(A) e Pp(A) hanno lo stesso rango di T, Po ()
e Pg(A\)T,. Inoltre:

AM—A 0
0 M — A,
TOPC(A) = 0 C
C 0
Py(NT, = Al —A 0 0 -B

0 M-A, —-B. 0

Grazie alla minimalita di (A, B,C, D) e (A,, By, Cy, D;) si ha dunque che il sistema
di cui T'(s) ¢ funzione di trasferimento ¢ in forma minima. Quindi 7'(s) € Ho implica
che A ¢ di Hurwitz. ]

Esempio 5.1 Sia G(s) = —-1/(s—1) e C(s) = (s —1)/(s + 1). La matrice dinamica
di una particolare realizzazione &

A=l

che ha autovalori Ay = —2 and Ay = 1. Quindi il sistema ad anello chiuso non e
asintoticamente stabile. Infatti,

T(s) = { (s+1)/(s+2) (s=1)/(s+2)
—(s+1)/(s=1)(s+2) (s+1)/(s+2)

non appartiene a Hoo. [

Il risultato espresso nel teorema precedente puo essere specializzato al caso in cui una
delle due funzioni di trasferimento G(s) o C(s) ¢ stabile. Nel seguito gli elementi di
T(s) sono denotati con il simbolo Tj;(s), i1 =1,2, j = 1,2.

Teorema 5.2 Sia G(s) stabile. Allora il sistema retroazionato é stabile asintotica-
mente se e solo se T12(s) € Hoo.-

Prova. Si noti che
I+ Tio(s)G(s) = I+ [I — C(s)G(s)] 7 1C(s)G(s) = [I — C(s)G(s)] 7! = T11(s)
I+ G(s)Ti2(s) = I+ G(s)C(s)[I — G(s)C(s)] 7' = [I — G(s)C(5)] 7! = Taa(s)
TQQ(S)G(S) = Tgl(S)
Quindi T12(s) € Hoo € G(8) € Hoo implica che T'(s) € Hoo. 1l viceversa & ovvio. =

Un ulteriore specializzazione del risultato si ha quando entrambe le funzioni G(s) e
C'(s) sono stabili.

Teorema 5.3 Assumiamo che G(s) € Hoo € C(s) € Hoo. Il sistema retroazionato é
asintoticamente stabile se e solo se

det[I —G(s)C(s)] #0, Re(s)>0

Prova. Notiamo che la matrice A ¢ la matrice dinamica del sistema che ha come
funzione di trasferimento

G(s) = (I - G(s)C(s))™!
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I sistema che ha come funzione di trasferimento G(s)~! = I — G(s)C(s) ha come zeri
invarianti gli autovalori di A. Se A & Hurwitz si ha allora che tali zeri invarianti hanno
parte reale negativa, cosi come gli zeri di trasmissione (che sono un sottoinsieme).
Quindi la tesi. Viceversa, se vale la relazione det[G(s)™!] # 0, Re(s) > 0, gli zeri
di trasmissione di G(s)~! hanno parte reale negativa. Poiché entrambi i sistemi sono
in forma minima e stabili asintoticamente, ne consegue che ogni zero invariante del
sistema con funzione di trasferimento G(s)~! che non sia di trasmissione debba essere
nel semipiano sinistro. Quindi gli autovalori del sistema con funzione di trasferimento
G(s) (autovalori di A) sono nel semipiano sinistro. Il sistema retroazionato risulta
dunque asintoticamente stabile.

Per concludere la sezione, consideriamo un risultato ormai classico nella letteratura
dei sistemi di controllo che & conosciuto con il nome di Teorema del piccolo guadagno
(small gain theorem).

Teorema 5.4 Sia G(s) € Hoo. Allora

i) Il sistema retroazionato di Figura 5.1 € asintoticamente stabile for ogni e C(s)
in Hoo con [|[C(s)]co < @ se |G(5)]|oo < o™t

ii) Se ||G(8)|l > ™!, allora esiste C(s) in Hoo con ||C(s)]|eo < v che destabilizza
il sistema retroazionato.

Prova. Se ||G(38)|lw < 7%, risulta 5[G(s) C(s)] < 1, VRe(s) > 0. Allora tutti gli
autovalori di G(s)C(s) hanno modulo minore di uno nel semipiano destro chiuso e
quindi det[I — G(s)C(s)] # 0, VRe(s) > 0. In vista del teorema precedente (Teorema
5.3) si conclude che il sistema ad anello chiuso ¢ asintoticamente stabile.

Viceversa, si supponga che [|G(s)||oc = a7 (1 +¢€) := p~',e > 0 e si consideri il caso
in cui il numero di ingressi del sistema con funzione di trasferimento G(s) sia non
superiore al suo numero di uscite. Scriviamo una scomposizione ai valori singolari
di G(jw), ciot G(jw) = U(jw)E(jw)V ™ (jw) con B(jw) = [S(jw)’ 0], dove S(jw) &
quadrata. Si ponga C(jw) := pV (jw)TU™ (jw), dove T = [I 0]. Segue che

0

[ 4]

= det[I — pS(jw)]

detlt = Glw)Ce)] = det |1 o) | 542 0 o~ (ie)]

Dal momento che ||G(s)||oo = p~!, esiste una frequenza & tale che lim,_ 5 &[G (jw)]

= p~L. Allora, ricordando che S(jw) = diag{c;[G(jw)]}, segue che un elemento non
nullo di pS(jw) tende a uno e quindi lim,, 5 det[] — G(jw)C(jw)] = 0. Grazie al
teorema precedente (Teorema 5.3) cid significa che il sistema retroazioanto non &
asintoticamente stabile. Il caso in cui il numero di ingressi ¢ superiore al numero di
uscita e simile e la dimostrazione relativa e lasciata al lettore. ]

Il teorema sulla doppia fattorizzazione coprima che e stato introdotoo nella Sezione 3
ci permette di formulare un altro risultato relativo alla stabilita del sistema retroazion-
ato di Figura 5.1. Tale sistema retroazionato si puo rappresentare anche nel modo
descritto in Figura 5.2, dove G(s) = Ng(s)Mg(s)™t, con Mg(s) e Ng(s) coprime a
destra e C(s) = Ne(s)Mc(s)™! con Mc(s) e No(s) coprime a destra. Con riferimento
a tale figura sia z := [2] 25|, @:= [u/ u!] and ¥ := [d' V']’.
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—>O0———» M(s)" |—> N(s)

M (s)"

A

Nc(s)

Figura 5.2: Connessione in retroazione

Teorema 5.5 [l sistema in figura 5.2 é asintoticamente stabile se e solo se la funzione
di trasferimento H(s) dall’ingresso U all’uscita z ¢ in Heo.

Prova. Siano Xg(s) € Heo € Yg(s) € Heo soluzioni dell’equazione di Bezout X¢(s)Mg(s)+
Ya(s)Na(s) = I e Xco(s) € Hoo € Yo(s) € Heo soluzioni dell’equazione di Bezout
Xco(s)Mc(s) + Yo(s)Ne(s) = I. Per la dimostrazione del teorema basta osservare

che le funzioni H(s) e T'(s) (quest’ultima, si ricordi, & la funzione di trasferimento da

U a @) sono legate dalle relazioni:

T(s) = {NC?(S) N%(S):|H(S)+I

mo = [38 40 Jro- [y "]

Quindi T'(s) € Heo ¢ equivalente a H(s) € Hoo.

Teorema 5.6 Il sistema di Figura 5.2 ¢ asintoticamente stabile se e solo se P~1(s) €
RH.,, dove

Mg(s) Nec(s) ]

P(s) :=

9= | oty Nty

Prova. Si osservi che P(s) e bipropria e quindi invertibile, se il sistema retroazionato

¢ ben posto. Infatti, se G(o0) = D e C(o0) = D, si ha det[P(o0)] = det[I — DD,].
Infine H(s) € Hy se e solo se P71(s) € Hyo. Infatti

o[y 4]ralf 3]

5.2 Raggio Complesso

La norma in H., si presta bene alla caratterizzazione del cosidetto raggio complesso
di stabilita di una matrice incerta A;, descritta da:

Ain = A+ LAN
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dove A & una matrice conosciuta, supposta essere di Hurwitz, A & una matrice (anche
complessa) limitata in norma, cioe

1A <

mentre L e N sono matrici conosciute che descrivono la forma dell’incertezza. La
classe di incertezza alla quale A;, appartiene e di solito chiamata classe di incertezza
norm bounded.

Il raggio complesso di stabilita e definito come
Teomp(A, L, N) = {inf || A||, A complesso: A+ LAN ha un autovalore in s = jw}
che si puo anche scrivere nel modo seguente:
Teomp(A, L, N) = igf{inf IA]l, A complesso: det(I — AG(jw)) =0}
dove
G(s) = N(sI — A)"'L

Per ricavare il risultato sul raggio complesso si noti che la matrice A;, & la matrice
dinamica del sistema con funzione di trasferimento G(s) con la perturbazione A, cio¢
retroazionato

z(t) = Az(t)+ Lw(t)
z2(t) = Nux(t)
w(t) = Az(¢)

Il Teorema 5.4, dimostrato nel Capitolo ??, ci dice che il sistema retroazionato (e
quindi A;,) & asintoticamente stabile se

IG($)lloe <™

Viceversa, se |G (8)|lo > a~! esiste un elemento A con norma non superiore ad « che
rende A;, non Hurwitz. Infatti, sia @ la frequenza associata al massimo della norma
di N(jwI — A)~L e sia x # 0 tale che

L'(—jol — A)"'N'N(jwl — A)"'Le = X’z
con A > a1, Allora, ponendo y = (jwI — A)~'Lz si ha

Lz = (joI — A)y, L'(—jol — A)"'N'Ny = Xz
da cui
(joI —A—LAN)y =0
con ) .
_ / . nN—1nar/ _

A= L(—jel - )N, A =5 <a
In conclusione abbiamo dimostrato che A;, & stabile per ogni A complesso di norma
non superiore ad « se e solo se la norma di N(sI — A)~!L & minore di a«~!. Quindi

1
7’com,p(147 L7 N) = W
o0
¢ il cosidetto raggio complesso di stabilita, cioe il valore inferiore della norma di A
capace di destabilizzare A;,.
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5.3 Raggio reale
Il raggio reale di stabilita per la matrice perturbata
Aiqn = A+ LAN

definito come il valore superiore della norma di A reale per cui si ha stabilita. Il calcolo
di tale raggio, indicato con il simbolo 7.4, € pitt complicato di quello complesso visto
in precedenza. La definizione formale di tale raggio e la seguente:

Treate(A, L, N) = {inf ||A]|, A reale: A+ LAN ha un autovalore in s = jw}
Ricordando ancora la definizione di G(s) si ha:
Treale(A, L, N) = inf{inf ||A||, A reale: det(I — AG(jw)) =0}

Il risultato sul raggio reale € conseguenza di un risultato analogo sulla norma fi,eqie
di una matrice complessa M, definita come:

treate(M) = {inf [|Al|, A reale: det(I — AM)=0}"*
Si puo dimostrare che

w00 = int o (|00 T )

dove Re indica la parte reale, I'm la parte immaginaria e oy il secondo (piu grande)
valor singolare. In conclusione

. B . Re(G(jw)) —~vIm(G(jw))
Tre%zl(A’ L’ N) o Sgp ’YGIPOf:l] 72 ( |: Viljm(G(]w)) Re(G(]W)) :|>

Si noti che il caso complesso include il caso reale, e quindi risultera rycqre > Tcomp- In-
fatti, il raggio di stabilita complesso fornisce un valore piti conservativo della distanza
dall’instabilita se la perturabazione ¢ reale.

Esempio 5.2 Si consideri il sistema
#(t) = (A+ LAN)z(t)
con

-1 2 1
A:[_2 _3}, L:[O], A=[8 6], N=I

Come prima cosa vogliamo trovare il valore superiore della norma di una perturbazione
reale A tale che A+ LAN & Hurwitz (raggio reale di stabilita) e confrontarlo con il
raggio complesso di stabilita. A tale scopo si noti che

—140 246, ]

A+LAN:[ S0

det]\[ — A — LAN] = \? + (4 — 6))\ + 7 — 36, + 202
Quindi si ha stabilita per
51 < 4, 52 > 1551 —3.5
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Il cerchio di raggio massimo per cui si conserva la stabilita si trova intersecando le
due rette:

5y > 1.56, — 3.5, 6y =—2/30;

e quindi
01 =21/13, §y=-14/13

col che il raggio reale di stabilita e:

vV 63
rreale A L N (52 + 62 ——— =1.9415

che ovviamente coincide con quello che si puo calcolare con la formula risolutiva
introdotta in precedenza. Il raggio complesso di stabilita ¢ invece 1/||G(s)]/s, dove
G(s)=N(sI — A)7'L. Si ha

| s+3 1
G(5)|: -2 :|82+48—|—7
Quindi
~ 13 — §2
G~ (s)G(s) = (s2+ 45+ 7)(s2 —4s+7)
Allora
\ﬁ—ks
G0 = |3 oo = 0519

Il raggio complesso di stabilita € dunque

1
com A7L7N = ——— =1.9269 < 1.9415
reomp( ) = 11232

Il concetto di raggio complesso di stabilita & anche legato a quello di stabilita quadrat-
ica di un sistema incerto. In particolare, diremo che l'insieme delle matrici A;,,
ottenuto scegliendo in modo arbitrario la matrice A (complessa) con |A| < «, &
quadraticamente stabile se esiste una (unica) matrice hermitiana P che soddisfa

AT P+ PA;, <0, VA, AL«
A tale proposito si ha il risultato seguente.

Teorema 5.7 L’insieme definito dalla matrice incerta A;, € quadraticamente stabile
se e solo se

[N(sT = A) 'Ll < ™t

Prova. La stabilita quadratica dell’insieme definito da A;, € una proprieta piu forte
della stabilita di ogni elemento dell’insieme. Se dunque A;, ¢ di Hurwitz per ogni
A di norma minore di «, dal risultato precedente sul raggio complesso segue che la
norma di N(sI — A)~'L & minore di a1

Viceversa, se questa norma & minore di o1, sappiamo che esiste P > 0 tale che

A'P+ PA+o*PLL'P+ N'N <0
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Quindi
0 > AP+ PA+*PLL'P+N'N
> A'P+ PA+o?PLL'P+ Na2A~AN
= A}, P+ PAy +a ?[(PLa® — N'AY)(L'Pa® — AN)+]
> AL P+ PA;,

conclude la prova.

5.4 Stabilita politopica

In questa sezione, consideriamo il sistema nella forma
N
i=Y 0iA; =A(o)z, o€y (5.1)
i=1
dove Ay € il simplesso

N
Ay = {AGRN Py =1, Aizo} (5.2)
=1

Lo scopo ¢ quello di ricavare le condizioni che assicurino la stabilita dell’equilibrio
x = 0 per ogni o € Ay, quindi assicurare la stabilita robusta nell’insieme di incertezza
descritto dal politopo i cui vertici sono dati dalle matrici A;. Si noti che questo
modello puo approssimare, per N sufficientemente grande, l'incertezza definita su
qualsiasi insieme convesso.

Per prima cosa si osservi che, dovendo il sistema essere stabile per ogni possibile
valore del vettore o nel simplesso, deve essere stabile anche per la scelta di tale vettore
corrispondente ai vertici del politopo. Quindi una semplice condizione necessaria per
la stabilitd robusta ¢ che le matrici A; siano tutte Hurwitz.

Supponiamo ora che esista una matrice P > 0 che risolve simultaneamente le dise-
quazioni lineari matriciali (LMI)

AP+ PA; <0, Vi (5.3)
Abbiamo dunque il risultato seguente.

Teorema 5.8 Il sistema (5.1) é quadraticamente stabile se e solo se esiste P > 0 che
soddisfa le LMI (5.3).

Prova. La prova ¢ immediata. Infatti, se esiste P > 0 che soddisfa le disequazioni,
allora P soddisfa
N N
(Y 0idi) P+ P(>_0iAi) = A(o)' P+ PA(0) <0
i=1 i=1

per ogni o nel simplesso. Viceversa se il sistema € quadraticamente stabile, vale per
definizione la diseguaglianza precedente per ogni o € Ay e quindi vale anche ai vertici.
[
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Nel caso dunque di stabilita quadratica, la funzione di Lyapunov e
v(z) =2'Px (5.4)

dove P risolve le disequazioni (5.3). Tale funzione di Lyapunov non dipende dai para-
metri incerti e quindi assicura risultati conservativi, cioe € ben possibile che il sistema
sia robustamente stabile e che non esista alcuna funzione di Lyapunov quadratica
comune.

Supponiamo ora di avere un insieme di matrici definite positive {P;,---, Py} € con-
sideriamo la funzione

N
v(z) := x’(z oiP)x =1’ P(o)x (5.5)

associata al sistema (5.1), la quale ¢ una naturale generalizzazione della usuale fun-
zione di Lyapunov per un sistema con incertezza politopica. Tale funzione, a differenza
della funzione quadratica (5.4), dipende dai parametri incerti o ed & quindi conosciuta
in letteratura con il nome di parameter dependent Lyapunov function.

Teorema 5.9 Supponiamo che esista un insieme di matrici definite positive {Py,---, PN},
e due matrici V e G di dimensioni compatibili in modo tale che siano soddisfatte le
disequazioni

AlG+G'A, P +AV -G

PyVA-G vy | <%V (5.6)

per ogni i = 1,--- N. Il sistema (5.1) é (asintoticamente) robustamente stabile
(stabile per ogni o € Ay ).

Prova. Prendiamo o € Ay, e moltiplichiamo ogni disequazione (5.6) per lo scalare
non negativo o; e poi sommiamo tutte le disequazioni ottenute. Abbiamo:

A(e)G+ G'A(o) Po)+ A(0)'V -G <0 (5.7)
P(o)+V'A(0) - G A ’
Moltiplicando tale disequazione [I A(c)’] a sinistra e per la trasposta a destra si ha:

A(o)'P(o) + P(0)A(c) <0 (5.8)

Il teorema e quindi dimostrato. [ ]

Si noti che le disequazioni (5.6) implicano

A;G + G/Ay <0
dove pero la matrice G non ¢ assunta essere positiva definita ne simmetrica. Quindi la
condizione sufficiente di stabilita robusta espressa nel Teorema 5.9 ¢ meno conservativa
di quella indotta dalla stabilita quadratica (Teorema 5.8).
5.5 Stabilizzazione robusta

In questa sezione consideriamo la retroazione di stato

u(t) = Kax(t)
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per il sistema

dove A;, e By, sono matrici incerte. Lo scopo & quello di ottenere un sistema ad
nello chiuso, caratterizzato dalla matrice A;, + B;, K, che sia asintoticamente stabile
per ogni scelta dela coppia (A, B) all’interno dell’insieme di incertezza che si con-
sidera (problema della stabilizzazione robusta). Consideriamo dapprima l'insieme di
incertezza norm-bounded cioe

Azn:A—f—LANl, Bln:B—FLANQ, HA” SO{

con A complesso. E’ facile riconoscere che la stabilitd di A+ BK + LA(N; + NoK)
si puo ricondurre a quella del sistema con funzione di trasferimento

Gr(s) = (Ny + NoK)(sI — A— BK)™ 'L

retroazionato con l'incertezza A. Quindi ricordando il Teorema del piccolo guadagno
una condizione sufficiente si ottiene ricavando K tale che |G (s)|lco < a~!. Del resto
cio vale se esiste S > 0 che risolve la disequazione

(A+ BK)S + S(A+ BK) +a*(Ny + NoK)' (N + NoK) + L'L < 0
Ponendo K.S = W e sfruttando il Lemma di Schur si ha dunque

AS+BW +W'B' + SA"+ L'L SNj{+ W'N;} <0 (5.9)
N1S + NoW —a7?] ’
Grazie al Teorema 5.7 si ha facilmente il seguente risultato.

Teorema 5.10 Se esiste S > 0 e W che soddisfano la LMI (5.9), allora w = Kx
con K = WS~ stabilizza robustamente il sistema incerto. Il sistema incerto ¢
quadraticamente stabilizzabile se e solo se esiste S >0 e W che soddisfano (5.9).

Il secondo caso riguarda il sistema

N N
T = E O’ZAZI—F E O'iB,L'U
i=1 i=1

N
dove o0, >0 e Z o; = 1. Grazie al Teorema 5.8 abbiamo il seguente risultato.
i=1

Teorema 5.11 I sistema ¢ quadraticamente stabilizzabile se e solo se esistono S > 0

e W che soddisfano
A;S+BW+SA,+W’'B, <0, Vi
Il tal caso la legge di controllo stabilizzante ¢ u = Kx con K = WS™1.

In conclusione si noti che il Teorema 5.9 non puo essere direttamente esteso in modo
tale da fornire una condizione sufficiente di stabilizzabilita robusta.
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