Verificadella Correttezza
del Programmi [terativi

Inter pretazione delleterne di Hoare: correttezza parziale

Si dice che il programma p p@arzialmente corretto rispetto alla precondizione Q e alla
postcondizione R, cioé che laterna di Hoare

{ Q}
P
{ R}
e valida, se e solo se vale la seguente implicazione
OvOMem .1 [[Q]lm O mODom(C[[pll) O I TRI(CllpTIm)

Intuitivamente, considerata una generica assegnazione di valori alle variabili del programma e
altri eventuali simboli che compaiono come variabili libere nelle asserzidivi J Mem ), se
I'interpretazione dell’asserzione Q é veramefl [[Q]]M) e se il comando p & definito e termina
se eseguito a partire dalla memavig m O Dom(C|[[p]]) ), allora nella nuova memoria che risulta
dalla transizione operata da pv'(= C[[p]]M ) deve essere vera l'interpretazione dell’asserzione
R (I [[R]]M'). E opportuno osservare che si assume una particolare interpretdzionelle
asserzioni (in genere quella naturale).

Nei casi piu semplici1 puo essere pensata come la memoria nel senso del corrispondente mode
operazionale SMC e la condizioner 0 Dom(C [[p]] ) corrisponde ad assumere che tutte le
variabili del programma p appartengano a Dojn¢ che nel modello SMC sia definita una
computazione compiuta con la seguente forma:

<\, M, [p]> 5 <A, M, A>

in base alla quales = C[[p]]m per definizione. Piu in generalepotra assegnare dei valori anche
a variabili che compaiono nelle asserzioni ma non nel programma.

Inter pretazione delleterne di Hoare: correttezza totale

Si dice che il programma p tetalmente corretto rispetto alla precondizione Q e alla
postcondizione R, cioé che la terna

{ Q}

P
{ R hot
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e valida, se e solo se vale la seguente implicazione
OmOMem .1 [[Q]IMm O MODom(C[[p]]) O I [[RI(Cl[plIMm)

Intuitivamente, considerata una generica assegnazione di valori alle variabili del programma e
altri eventuali simboli che compaiono come variabili libere nelle asserzioivi J Mem ), se
I'interpretazione dell’asserzione Q ¢ vera pe(l [[Q]]M ), allora il comando p & definito e
termina a partire da (M O Dom(C [[p]]) ) e inoltre nella memoria che risulta dalla transizione
operatada p Nt £C[[p]]™M ) € vera l'interpretazione dell’asserzione R [[R]]M ).

La condizione M O Dom(C[[p]] ) corrisponde, nel modello SMC, all’esistenza di una
computazione con la seguente forma:

*

<\, M, [p]> 4 <A, M, A>

in base alla qualev’ = C[[p]]M. Ma questa volta una simile computazione non & presunta, me
“garantita” nell’ipotesi che Q sia verain(una condizione, quindi, piu forte).

Regole delle dimostrazioni di correttezza: correttezza parziale

Le regole che si applicano per dimostrare la correttezza parziale di un programma rispetto ¢
relative specifiche (precondizione e postcondizione) corrispondono al calcolo della precondizio
piu debole nel caso di comandi elementari, cioe “skip” e assegnazione, mentre le dimostrazi
relative ai programmi strutturati sono ricondotte alle rispettive componenti. Inoltre, si possor
utilizzare regole di rafforzamento della precondizione o indebolimento della postcondizione.

Regola per il comando “skip” — la seguente terna é valida:

{ Q 1}
skip
{ Q 1}

Regola per il comando di assegnazione — la seguente terna e valida:

{ & 1}

(con & siintende la sostituzione di tutte le occorrenze di x in Q con e, seguita da eventuale
semplificazione consistente con l'interpretazione delle asserzioni).
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Regola per la composizione sequenziale di comandi — la terna:

{ Q 1}
Pq;
P>

{ R 1}

e valida se, introducendo un’opportuna asserzione S, e possibile dimostrare la validita di entrar
le terne:

{ Q 1} { S 1}
p1 p2

{ S } { R }

(per esempio, se,pé l'assegnazione x :=e converra sceglieRS).

Regola per il comando di scelta — la terna:

{ Q 1}
if b then p;
else p,
endif
{ R 1}
e valida se e possibile dimostrare la validita di entrambe le terne:
{ QUb } { QU-b}
p1 p2
{ R 1} { R 1}

Regola per il comando iterativo — Introdotta un’opportuna asserzione Inv, laterna:

{ Inv }
while b do

p
endwhile

{ InvO=-b }

( Inv e linvariante del comando iterativo) e valida se €& possibile dimostrare la validita dell
seguente terna:

{ InvOb }

Y
{ Inv }
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Regola di rafforzamento della precondizione — la terna:

{ Q }
Y
{ R }

e valida se, introducendo un’opportuna asserzione Q', € possibile dimostrare la verita della
seguente implicazione e la validita della seguente terna:

Q

QU Q

~
O ©
—

(Q e unrafforzamento di Q).

Regola di indebolimento della postcondizione — la terna:

{ Q }
Y
{ R }

e valida se, introducendo un’opportuna asserzione R', e possibile dimostrare la verita della
seguente implicazione e la validita della seguente terna:

{ Q 1}
R OR P
{ R 1}

(R e unindebolimento di R"). In questo caso e nel precedente, I'implicazione viene dimostrata
nell'interpretazionel per una generica memona

Regole delle dimostrazioni di correttezza: correttezzatotale

Le regole che si applicano per dimostrare la correttezza totale di un programma rispetto alle rela
specifiche sono sostanzialmente analoghe al caso della correttezza parziale, ad eccezione del
del comando iterativo. Contestualmente, si deve infatti dimostrare anche la terminazione.

Regola per la correttezza totale del comando iterativo — _
— Introdotta un’opportuna asserzione Inv e un’opportuna espressione term cl
nell'interpretazionel abbia valori interi, la terna:

{ Inv }
while b do

p
endwhile

{ InvO=b }iy
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( Inv e linvariante del comando iterativo, term [I'espressione che definisce la funzione ¢
terminazione) e valida se é possibile dimostrare la verita della seguente implicazione e la valic
della seguente terna:

{ InvOb O (term=t) }

Inv O (term=0) p
{ Inv 0O (term<t)  }io

Si presti attenzione al fatto che il simbatonon deve comparire nel programma (intuitivamente,
un simbolo nuovo).

Esempio 1
{ x=0 }
i:=0; y:=0; z:=1,
while i<x do
=i+l y=y+z, z:=z2+2
endwhile
{ y=x2}

Invariante del comando iterativo: Ine (i<x) O (y=#) 0 (z=2i+1)
Funzione di terminazione: termr X —i

La dimostrazione che il programmaparzialmente corretto si riconduce a tre dimostrazioni piu
semplici.

1) Innanzitutto si deve verificare che l'invariante vale fin dall'inizio e cio corrisponde alla
dimostrazione di correttezza cosi impostata:

{ x=0 }

i
y:
Z:

0;
=0;
=1
{ (isx)O(y=2)0(z=2i+1) }

2) Quindi si deve verificare che l'invariante si conserva, ovvero (la precondizione, oltre
all'invariante, assume che la condizione del while sia verificata):

{ (isx)O(y=#)O(z=2i+1)0 (i<x) }

i=i+1;
y=y+z
z2:=2+2

{ (isx)O(y=#¥)O(z=2i+1) }
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3) Infine si deve verificare che al termine dell'iterazione, cioe quando vale l'invariante ma non
piu verificata la condizione del while, si puo concludere che vale I'asserzione finale:

(isx)O(y=©)O(z=2i+1)0 =(i<x) O (y=»x)

Se i comandi sono semplicemente composizioni sequenziali di assegnazioni, allora e fac
calcolare a ritroso la precondizione piu debole (sulla base della postcondizione) e quindi verifici
che le assunzioni sono sufficienti a implicare la precondizione calcolata. Neligalsoalcolo
avviene nel seguente modo, dal basso verso I'alto, sostituendo (nelle asserzioni) di volta in volt
simbolo della variabile che compare al membro sinistro dell’assegnazione con I'espressione
membro destro ed eventualmente semplificando I'espressione ottenuta.

{ (0<x)0(0=0)0(1=0+1) }

i:=0; 1
{ (isx)O(0=F#)O(1=2i+1) }

y:=0; 7
{ (isx)O(y=#¥)0(1=2i+1) }

z=1 1

{ (isx)O(y=©)0(z=2i+1) }
E immediato verificare che
(x=0) O (0sx)0(0=0)J(1=0+1)
poiché (0=0) e (1=0+1) sono identita sempre verificate.

Nel caso %), sempre calcolando le precondizioni piu deboli dal basso verso I'alto analogamente
quanto appena fatto:

{ (i+1<x)0(y+z=(+1F)0(z+2=2(i+1)+1) }
=i+ 1 )

{ (isx)O(y+z=P)O(z+2=2i+1) }

y=y+z T
{ (isx)O(y=©)0(z+2=2i+1) }
z:=z2+2 1

{ (isx)O(y=©¥)O(z=2i+1) }
L'ultima precondizione calcolata (quella piu in alto) puo essere semplificata come segue:
(i<x)O(y+z=°P+2i+1)0(z=2i+1)
Ora i< x € implicato dalla condizione del while (guardia), =z = 2i+1 €& contenut:
nellinvariante, come del resto y 2, equindi y+z =%+ (2i + 1) & una conseguenza
immediata dell'invariante. Se ne deduce che
(isx)O(y=©)O(z=2i+1)0 (i<x) O (i<x)O(y+z=F+2i+1)0(z=2i+1)

che e quanto si voleva dimostrare.
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L’implicazione @) € una diretta conseguenza del fatto che xi per lI'invariante e inoltre % x
perché non vale pill la guardia, cioé i=x e quindi ¥ =sempre per l'invariante.

La dimostrazione chimoltre il programma termina comporta due ulteriori verifiche.

4) La funzione di terminazione ha valori interi (ovvio nell’intesa interpretazione delle variabili de
programma) ed e limitata inferiormente da zero se vale l'invariante:

(isx)O(y=R)O(z=2i+1) O (x—-iz0)

5) La funzione di terminazione decresce strettamente in conseguenza dell’esecuzione di un pe
iterativo:

{ (isx)O(y=R)0(z=2i+1)0 (i<x) O (x—i=1) }

i=i+1;
y=y+z
Z2:=2+2

{ x—-i <1}

Per quanto riguarda il punta)( basta osservare che< X in base all'invariante. Il calcolo della
precondizione piu debole relativa al passo iterativo e all’asserzione xt ie¥mmediato:

{ x=(@+1) <t }

=i+ 1 1
{ x—=i <1}

y=y+z T
{ x—=i <1}

z:=z2+2 1

{ x—=i <1}

Ora e ovvio che
(x—i =1) O (x-1—-1<71)

che completa la dimostrazione.

Esempio 2
{ (x=b>0)0 (y=e=0) }
z:=1,
while y>0 do
if odd(y) then
z:=z2*Xx;, y=y-1
else
X:=X*x; y:=ydiv2
endif
endwhile
{ z=p° }
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Invariante del comando iterativo: Ing (y=0) 0 (zIX = If)
Funzione di terminazione: terrg y

1) Invariante all'inizio del ciclo:

{ (x=b>0)0 (y=e=0) }
z.=1;
{ (y2z0)0 (z¥ = ©¥) }

La verifica € immediata:

{ (y20) O (¥ =) }
z=1 1
{ (y20)0 (z¥ = ¥) }

e inoltre:
(x=b)O(y=e) O (¥ =1)

2) Conservazione dell'invariante (semplificando la precondizione in quanto la guardia del whil
rafforza una delle condizioni espresse dall'invariante):

{ (y>0) D0 (zD = 1F) }

if odd(y) then
z=z*X;, y=y-1
else
X:=X*X; y:=ydiv?2
endif

{ (yz0)0O (z¥' = ) }
che si riduce a due dimostrazioni. La prima:
{ (y>0)O(z¥ = ) O odd(y) }
z:=z2*Xx;, y=y-1
{ (yz0)DO (zO¥w' = ) }
e presto verificata in quanto
{ (y-120) 0 (@)DB¥ 1 = 1) }
Z:=Z%*X; )
{ (y-120) 0 (zBx1=1) }
y=y-1 T
{ (y20)0 (z' = #) }
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e inoltre
(y>0)DO (zxY = B) O (y-120) 0 (zx 1 = 1)

La seconda:
{ (y>0)0(zY =) O - odd(y) }
X:=x*x; y:=ydiv2
{ (yz0)O (z¥w' = ) }
e anche verificata poiché

2 /20

(GO0 EX =1 )
XI=X*X; 1

(o) o= 1) )
y:=ydiv?2 )

{ (yz0)0(zD¥' = ) }

e una volta che si sia osservato che

-odd(y) O [3[F3

segue
(y>0)0(z0¥ = B)O-odd(y) 0 (420) 0 (2% = 1)

3) Asserzione finale:
(y20)0(zY =) O (y<0) O (z=K)

Immediato perché dalla premessa y =0 e quintiF k.

4) La funzione di terminazione ha valori naturali in quanto la proprieta Oy € compresa
nell'invariante.

5) La funzione di terminazione decresce strettamente in conseguenza dell’esecuzione di un pe
iterativo:

{ (y>0)D(zB¢ =) O (y =1) }

if odd(y) then
z=z*Xx;, y=y-1
else
X:=X*X; y:=ydiv2
endif

{y<t}
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dove occorre ancora distinguere i due rami del comando di scelta. Il primo:

{ y-1<1}
Z2:=72%X, )
{y-1<1}
y=y-1 1
{y<t}
Il secondo:
{ pO<t )
X =X*X; )
{ bO<t )
y:=ydiv?2 1
{y<t}

Enrambe le dimostrazioni hanno successo perché

(y=1) 0O (y-1c<1)

e inoltre
(y>0)O(y=1) O ([}0O<1)
Esempio 3
{n>01}
p =2
while n=p do
p:=2*p
endwhile;
J=2n-p+1

{ Ok>0. ((Fl<sn<ZX)O(@J=2n=-k+1)) }

Invariante del comando iterativo: Ine Ok>0 . ((p = 8) O (n= 2¢1))
Funzione di terminazione: terrg 2n-—p

1) Invariante all'inizio del ciclo:

{ Ok>0.((2=B)0(n=z2¢1)) }
p:=2 T
{ Ok>0. ((p=9)0O(nz27)) 3}

La condizione 2 =% impone la sceltal(l) k = 1 e di conseguenza la precondizione calcolata
risulta equivalente a m1, che segue a sua volta dall'asserzione iniziale.
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2) Conservazione dell'invariante:
{ Oh>0.((2p =) O (n= 2"1)) }
p:=2*p T
{ Oh>0. ((p=P) O0(n=2"1)) }
(essendo irrilevante il nome della variabile vincolata dal quantificatore esistenziale, si e sceltc
simboloh per comodita in modo da distinguerlo dal simbdolthe compare nell'invariante come

precondizione del passo iterativo). Ora si deve dimostrare che invariante e guardia del wt
implicano la precondizione appena calcolata, cioe:

(Ck>0.((p=%)0(n=221)))0(n2p) 0 (([h>0.((2p=2)0(n22"1y))
Come si vede, basta scegliere h = k+1 per avere t(pE2(2p=2) e inoltre:
(p=Z)O(n2p) O (n=2k=21)

3) Asserzione finale. Questa volta occorre introdurre un’opportuna asserzione che sia valida ¢
fine del comando iterativo; la si pud calcolare come precondizione piu debole dell’ultim
comando di assegnazione

{ Ok>0. ((Fl<sn<X)O(2n-p+1=2nkx1)) }
J=2n-p+1 T
{ Ok>0. ((Bl<sn<X) O =2n=-k+1)) }
La precondizione calcolata si puo semplificare cosi:
Ok>0 . ((Fl<sn<X)O(p = ¥)
Come si vede facilmente, risulta quindi dimostrata I'implicazione:
(Ck>0.((p=%)0(n221))0(n<p)0 ([k>0.((Xtsn<Z)O(p=2%)))
4) La funzione di terminazione ha valori naturali in quanto=2k = p in base all'invariante.
5) La funzione di terminazione decresce strettamente ad ogni passo iterativo:
{ 2n-2p <1 }
p=2*p T
{ 2n—-p <71 }
Per verificare, infine, I'implicazione
(k>0.((p=8)0(n=2%1))O(2n—p=t) 0 (2n-2p <T1)

basta osservare chek>0.(p=% 0O p=20 2p>p .
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Esempio 4
{ x=20 }

k:=0;, i:=0; y:=0; z:=0;

while i<x do { Iny }
z=z+i i=i+1 z=z+1;
while k<z do { Iny }

y=y+k; ki=k+1; y:=y+Kk

endwhile

endwhile

{y=x*}

Invarianti dei comandi iterativi:

Inv, = (y=R)0O(z=F)O(k=2z20)0 (0<i<x)
Inv, = (y=KR)0O(z=F) 0 (0<k<z)O (0<i<x)
Funzioni di terminazione: term= x—i; termy = z-K

1) Invariante all’inizio del ciclo esterno ( 1qy:

{ (0=0)0(0=0)0(0=0)0(0<0<x) }

k:=0; 1
{ (0=Kk?)O(0=0)0(k=0)0(0<0<x) }

i:=0; 1
{ (0=k?)0(0=i)0(k=0)0O(0<is<x) }

y:=0; 7
{ (y=k?) O (0=F)O(k=0=20) 0 (0<i<x) }

z:=0 1

{ (y=k?) DO (z=P) O (k=2z20) 0O (0<i<sx) }
La precondizione calcolata vale ovviamente se0x

2) Conservazione dellinvariante 1pv

{ (y=k?)O(z=P)O(k=2z20)0(0<i<x) O (i<x) }
z:=z+i;, =i+l z:=z+1;
while k<z do { Iny }
y=y+k k:i=k+1;, y:=y+Kk
endwhile

{ (y=k2)O(z=R)O(k=220)0(0<i<x) }
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A sua volta questa verifica si riduce a tre dimostrazioni (correttezza parziale) relativ
all'invariante del ciclo interno, mentre le asserzioni impostate ragionando sul ciclo esterr
svolgono ora il ruolo di precondizione e postcondizione,, Ideve valere all'inizio:

{ (y=k2) O (z+2i+1 =f+2i+1) 0 (0<k<z+2i+1) 0 (0<i+l<x) }

Z=z+Ii; 1
{ (y=k2) O (z+i+1=(+1¥) O (0sk<z+i+1) O (0<i+l<x) }

i=i+1; i)
{ (y=k®) O (z+i=P) O (0sks<z+) O (0<i<x) }

Z:=z+I 1

{ (y=k?) O (z=F) 0 (0sk<z)O(0<isx)}

Verifica che la precondizione calcolata discende dalle assunzioni (invariante e guardia del cit
esterno):

(y=k¥)O(z=8) O (y=Ik)O(z+2i+1 = P+2i+1)
(k=z=20) O (0sk<z+2i+1)
(O0<i<x) O (0=<i+l<x)
Inv, deve conservarsi:

{ (y+2k+1=K+2k+1) O (z=P) O (0<k+l<z) O (0<i<x) }

y=y+Kk f
{ (y+k+1=(k+1F) O (z=P) O (0<k+l<z) O (0<i<x) }

k:=k+1; 1
{ (ytk=k?) O (z=P) 0 (0<k<z) O (0<i<x)}

y=y+Kk 1

{ (y=k?) O (z=#) 0 (0<k<z)O(0<isx)}
Verifica che la precondizione calcolata discende da invariante e guardia del ciclo interno:
(z=P) O (0<i<x) O (z=P)DO(0<is<x)
(y=k2) O (y+2k+1l=K+2k+1)
(O<k<z) O (0<gk+l=<z)

Al termine del ciclo interno deve essere ripristinato l'invariante del ciclo esterno (verifice
immediata):

(y=k3O(z=¥)O0O<k<z)O0<i<x) O (k=2)
O (y=k)O@EZ=1¥)O0O<k=2z)00<i<x)
3) Asserzione finale:

(y=kO(z=¥)O(k=2z2000<i<x) O (i=X)
O (y=K=Z=iH0@l=x) O (y =¥
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4-5 Quanto alla terminazione. .

Le funzioni di terminazione hanno valori naturali in quant® xi e k< z in base ai rispettivi
invarianti.

Il comando iterativo interno termina (corrispondente funzione decrescente in senso stretto
ogni passo iterativo):

{ z—-k-1 <1}

y=y+k f
{ z—-k-1 <1}

k:=k+1; 1
{ z—-k <1}

y=y+Kk )
{ z-k <1}

e inoltre:
(z-k=1t) 0 (z-k-1<1)

Il comando iterativo esterno termina:
{ (y=k?)O(z=P)O(k=2z20)0(0<i<sx) O (i<x)O (x=i=1) }
Zz:=z+1i, 1:=i+1, z:=z+]
while k<z do { Iny }
y=y+k k:i=k+1, y=y+Kk
endwhile
{ x=-i<1}

in quanto la condizione x —i <« e un invariante del comando iterativo interno (verifica
banale) e inoltre:

{ x=-i—-1<1 }

Z:=z+1 7
{ x=-i—-1<1 }

=i+ 7
{ x=i<1}

Z:=z+i 7

{ x=i<1}
dove si vede immediatamente che:

(x—=i=1) 0 (x—-i—=-1<1)
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