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LEntropia algebrica

L Definizione

G gruppo abeliano, ¢ € End(G), 0 # F C G finito, n > 0.

o La n-esima ¢-traiettoria di F &
To(¢.F)=F + ¢(F) + ...+ ¢" (F).
e L'entropia algebrica di ¢ rispetto a F &

H(o, F) = lim ‘281 Ta(@F)I.

n—oo n

o (Peters) L'entropia algebricadi ¢p: G — G &
h(¢) = sup{H(¢, F) : F C G finito, non vuoto}.
o (Weiss) L'entropia algebricadi ¢ : G — G &

ent(¢) = sup{H(¢, F) : F < G finito}.



Entropia algebrica per gruppi abeliani

LEntropia algebrica

I—Esempi

o To(¢,F)=F+¢(F)+...+¢" 1(F).
o H(d, F) = limp_yo 2@

o (Peters) h(¢) = sup{H(¢, F) : F C G finito, non vuoto}.
o (Weiss) ent(¢) = sup{H(¢, F) : F < G finito}.

ent(¢) = ent(¢ [+g)) = h(® l¢c))

Per ogni gruppo abeliano G,
e ent(idg) =0;
e h(idg) =0.
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LEntropia algebrica

|—Esempi

o To(¢,F)=F+¢(F)+ ...+ ¢" 1(F).

o H(¢, F) = lim, ., 28T

o (Peters) h(¢) = sup{H(¢, F) : F C G finito, non vuoto}.
o (Weiss) ent(¢) = sup{H(¢, F) : F < G finito}.

ent(¢) = ent(¢ [¢6)) = h(9 ¢(c))

Sia K un gruppo abeliano. Lo shift di Bernoulli destro
Bk : KN — KM & definito da Bk(xo, X1, X2, - . .) = (0, X0, X1, - - .).
(1) h(Bz(py) = ent(Bz(p)) = log p per ogni primo p.

(2) ent(Bz) =0 e h(fz) = occ.

Monotonia: H sottogruppo ¢-invariante di G, ¢:G/H— G/H
indotto da ¢; allora h(¢) > max{h(¢ [n), h(®)}.
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|—Propriet?a di base

Monotonia: H sottogruppo ¢-invariante di G, ¢:G/H— G/H
indotto da ¢; allora h(¢) > max{h(¢ 1), h(9)}.
Invarianza per coniugio: Se ¢ = 1€, v H — H

endomorfismo, £ : G — H isomorfismo G L4 G,
gil N if
allora h(¢) = h(v)).
Legge logaritmica: h(¢*) = k - h(¢) per ogni k > 0.
Continuita: Se G ¢ limite diretto di sottogruppi ¢-invarianti
{Gi : i eI}, allora h(¢) = sup;c; h(¢ [g,)-
Additivita per prodotti diretti: Se G = G; x G, e ¢; € End(G;),
i=1,2, allora h(¢p1 x ¢2) = h(¢1) + h(p2).
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L Addition Theorem

Teorema (Addition Theorem)

Siano G un gruppo abeliano, ¢ € End(G), H un sottogruppo
¢-invariante di G e ¢ - G/H — G/H I'endomorfismo indotto da ¢.

Z

lH

¢

|

Allora
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L Addition Theorem - Riduzioni

Riduzioni:
@ G gruppo abeliano senza torsione;
G numerabile;
G divisibile:
G di rango finito;

°
°
°
@ ¢ iniettivo.

Rimane quindi il caso di un automorfismo
¢:Q"— Q"

per n > 0.



Entropia algebrica per gruppi abeliani
LEntropia algebrica
L Addition Theorem - Algebraic Yuzvinski Formula
g

Teorema (Algebraic Yuzvinski Formula)

Per n > 0, un automorfismo ¢ di Q" € descritto da una matrice
A € GL,(Q). Allora

h(6) = logs + 3 log A,

[Ai|[>1

dove i \j sono gli autovalori di A e s é il minimo comune multiplo
dei denominatori dei coefficienti del polinomio caratteristico
(monico) di A.

Segue dalla Yuzvinski Formula per I'entropia topologica di
automorfismi di Q" e dal “Teorema Ponte” di Peters:

Teorema

Per un automorfismo ¢ di un gruppo abeliano numerabile G,

h(¢) = heop().
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LEntropia algebrica
L Unicita

Unicita: L'entropia algebrica degli endomorfismi dei gruppi
abeliani & I'unica collezione

h = {hg : End(G) — R>o U {oo} : G gruppo abeliano}

che soddisfa:

@ Invarianza per coniugio;

o Continuita per limiti diretti;

@ Addition Theorem:;

® hy ) (Bz(p)) = log p per ogni primo p;
o Algebraic Yuzvinski Formula.
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Ly sottogruppo di Pinsker

Definizione e motivazione

Siano G un gruppo abeliano e ¢ € End(G).

Definizione

Il sottogruppo di Pinsker di G é il massimo sottogruppo
¢-invariante P(G, ¢) di G tale che h(¢ [p(c,¢4)) = 0.

Motivazione:

@ Per una trasformazione che preserva la misura ¢ di uno spazio
di misura (X, B, i), la o-algebra di Pinsker B(¢) di ¢ € la
massima o-sottoalgebra di B tale che ¢ ristretto a
(X,B(¢), it [) ha entropia zero. [Pinsker]

@ Se ¢ : K — K & un omeomorfismo di uno spazio compatto di
Hausdorff K, allora ¢ ammette un fattore massimo con
entropia topologica zero; tale fattore e detto fattore
topologico di Pinsker. [Blanchard e Lacroix]
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Ly sottogruppo di Pinsker

Proprieta

Siano G un gruppo abeliano e ¢ € End(G).

Definizione

I sottogruppo di Pinsker di G € il massimo sottogruppo
¢-invariante P(G, ¢) di G tale che h(¢ [p(c,¢4)) = 0.

e h(¢) =0 se e solo se P(G,¢) = G;
e h(¢) >> 0 se e solose P(G,¢)=0.

e P(G/P(G,¢),$) =0 (i.e., h(¢) > 0).

(h(¢) >> 0se h(¢ [H) > 0 per ogni 0 # H < G ¢-invariante.)
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Ly sottogruppo di Pinsker

Prima caratterizzazione: Punti quasi-periodici

Siano G un gruppo abeliano e ¢ € End(G).

Definizione

Il sottogruppo di Pinsker di G € il massimo sottogruppo
¢-invariante P(G, ¢) di G tale che h(¢ [p(c,¢)) = 0.

x € G & quasi-periodico se esistono n > m in N, ¢"(x) = ¢™(x).

@Qi(G,9) ={x€ G:(3In>minN) (¢" — ¢™)(x) = 0}.

Se G & un gruppo abeliano di torsione, allora P(G, ¢) = Q1(G, ¢).
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Ly sottogruppo di Pinsker

Prima caratterizzazione: Punti quasi-periodici

Q(G,0) C ... C Qn(G,0) C ... CA(G,0) = U,cn Qn(G. )

dove:

Q(G, ) =0,

QuG.#) = {x € G:(3n>minN) (6" — o™)(x) = 0},

e per ogni n >0

Qni1(G,¢) ={x € G: (In>min N) (¢" — ¢7)(x) € Qn(G, ¢)}.
(Qn+1(G, 0)/Qn(G,¢) = Qi(G/Qn(G, 9), ¢,))

@ ogni Qn(G, ¢) & un sottogruppo ¢-invariante di G;
e 9Q(G, ) & un sottogruppo ¢-invariante di G;
° 9Q(G/Q(G,¢),¢) =
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Ly sottogruppo di Pinsker

Prima caratterizzazione: Punti quasi-periodici

QO(G>¢) c...C QH(G7¢) c...C Q(Gv¢) = UnEN Qn(GaQS)

Teorema

Per ogni gruppo abeliano G e ¢ € End(G),
P(G,¢) =Q(G,9).
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Ly sottogruppo di Pinsker

Seconda caratterizzazione: Crescita polinomiale delle traiettorie

Siano G un gruppo abeliano, ¢ € End(G) e 0 # F C G finito.
Allora | T,(¢, F)| < |F|" per ogni n > 0.

Per dimostrare h(idg) = 0, abbiamo usato V n > 1e F C G finito,
| Ta(ide, F)| = | F + ... 4 F| < Pe(n), dove Pg(x) = (x + 1)IFL.

n

@ ¢ € Expr se esiste un numero reale b > 1 tale che
| Ta(o, F)| > b" per ogni n > 0;

@ ¢ € PolF se esiste Pe(x) € Z[x] tale che | T,(¢, F)| < Pr(n)
per ogni n > 0;

@ ¢ € Pol se ¢ € Polg per ogni F C G finito, non vuoto.

Definizione

Sia Pol(G, ¢) il massimo sottogruppo ¢-invariante H di G tale che
¢ [ne Pol.
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Ly sottogruppo di Pinsker

Seconda caratterizzazione: Crescita polinomiale delle traiettorie

Siano G un gruppo abeliano, ¢ € End(G) e ) # F C G finito.

Teorema

Per ogni gruppo abeliano G e ¢ € End(G),

P(G,¢) = Pol(G, ¢) = Q(G, ¢).

In particolare, h(¢) = 0 se e solo se ¢ € Pol, cioe

H(®, F) = 0 per ogni F se e solo se ¢ € Polg per ogni F.

Teorema
Per ogni gruppo abeliano G, ¢ € End(G) e ) # F C G finito,

>0 seesolose¢e Expg,

H(¢, F){

=0 se e solose ¢ € Polg.
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Ly sottogruppo di Pinsker

L La teoria di torsione di Pinsker

Siano
o Th={(G,9): h(¢) =0} ={(G,¢) : P(G,¢) = G}
o Frn=1{(G,9): h(¢) > 0} ={(G,9): P(G,¢) =0}

AF = {(G, ¢) : G gruppo abeliano, ¢ € End(G)} = Mody.

P : AF — AF & un radicale ereditario,
e quindi t, = (Th, Fn) € una teoria di torsione ereditaria in AF.
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SianoAK gruppo compatto abeliano, ¢ : K — K continuo,
G=Ke¢p=n1,
N < K chiuso y-invariante, H = N+ < G ¢-invariante (N = HL).

K/N<—K~<—N H—— G —= G/H
1ZJT 14 TWN ¢THl J{(f) l(ﬁ
K/N<—K~<—N H—— G —= G/H

£(G.y)=P(K.o"
(per N=E(G,9) e H=P(K,¢))

Teorema

Siano K un gruppo abeliano compatto metrizzabile e ) : K — K
un automorfismo continuo di K. Allora

Y K/E(G, ) — K/E(G,) é il fattore topologico di Pinsker di
(K, 9).




