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We study the sequence of polynomials Cn(x, y) defined through the recurrence 
Co(x, y ) = l ,  C.(x, y ) = x ( y +  1) C . _ t ( x + 2 ,  y+ 2 ) - x y C .  l(x, y), which turns 
out to be an extension of Euler numbers.  We give a combinatorial interpretation of 
these numbers  in terms of down-up permutat ions with respect to the numbers  of 
even and odd upper records and a continued fraction expansion for their ordinary 
generating function. © 1994 Academic Press, Inc. 

1. INTRODUCTION 

Dans [Du-Ra],  Dumont et Randrianarivoni ont trouv6 une extension 
polynomiale des nombres de Genocchi et de Genocchi m6dians. Dans cet 
article, on se propose d'6tudier une extension analogue pour les nombres 
d'Euler. 

Soit (C.(x, Y))~>o la suite de polyn6mes d6finie par la r6currence 
suivante: 

Co(x, y) = 1, 
C.(x, y ) = x ( y +  1) C._l(X + 2, y + 2 ) - x y C n _ l ( X ,  y), 

Les premieres valeurs de ces polyn6mes sont: 

(1) 
(n>~ 1). 

Cl(X, y )  = x,  

C2(x, y) = x 2 + 2xy + 2x, 

C3(x, y) = x 3 + 10x2y + 4xy 2 + 10x 2 + 20xy + 16x. 

Posons C(x, y; t) =Z.~>o C.(x, y) t n. La relation de r6currence (1) 
implique alors que 

(1 + xyt) C(x, y; t) = 1 + x (y  + 1) tC(x + 2, y + 2; t). 

86 
0097-3165/94 $6.00 
Copyright © 1994 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
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D'ofi 

1 x (y  + 1) t 
C(x, y; t) - -  -~ C(x + 2, y + 2; t), 

l + xyt l + xyt  

et par it6ration on obtient le r6sultat suivant. 

PROPOSITION 1. On a 

C~(x, y) t n -  - -  
n>~O 

1 x (y  + 1) t 
+ 

1 + xyt  (1 + xyt)(1 + (x + 2)(y + 2) t) 

2 2 " ( x / 2 ) . ( ( y  + 1)/2). t" 
= ~ n [ 1 +  ( x + 2 k ) ( y + 2 k )  t]" n>~O l ~ k = O  

+ ... 

off (X)o = 1 et ( x ) n = x ( x +  1 ) - - - ( x + n - -  1) pour n>>. 1. 

L'objet principal de cet article est de d6montrer les trois th6or6mes 
suivants. 

THEOR~ME 2. On a la fraction continue formelle: 

1 Z Cn(x ,  y )  t - 
l x t  

n~o 1 - 
2 ( y +  1)t 

1 -  
3(x + 2) t 

1 
4 ( y + 3 )  t 

1 
. . . .  

Nous disons qu'une permutation o- de [n]  := {1, 2, ..., n} est alternante, 
si 

a ( 1 ) > a ( 2 ) ,  a ( 2 ) < a ( 3 ) ,  a ( 3 ) > a ( 4 ) ,  .... (3) 

Un 616ment x ~  [n]  est dit record de o- si pour un certain i e  [n] ,  on a 

x = a(i) = max{o-(1), a(2) ..... o-(i) ). 

On note respectivement recp(a) et reel(a) le nombre de records pairs et le 
nombre de records impairs de o-. Soit (5 n (resp. An) l'ensemble des permuta- 
tions (resp. permutations alternantes) de [n].  Posonsfo(x,  y ) =  1 et 

f~(x, y) = ~ x~°P(~)y ~°i(~), n ~> 1. (4) 
(r ~ An 



88 RANDRIANARIVONY ET ZENG 

THI~OR~ME 3. On a 

d) 

1 
Z A.(x,  y ) t  2"= 

l x t  2 
n>~O 1 --  

2(y + 1) t 2 
1 -  3(x + 2) t 2 

1 -  
4 ( y +  3) t 2 

1 . . . .  

(ii) 

y l  
2 f 2 n + a (  x '  Y )  tZn+l  = 

l(x + 1) t 2 
2(y + 2) t 2 

1 -  3(x + 3) t 2 
1 

1 4 ( y + 4 )  t 2 
. . . .  

Le r6sultat suivant est une cons6quence imm6diate des th6or6mes 2 et 3. 

TI-~ORI~ME 4. Pour tout n >~ 1, les polyn6mes Cn(x , y)  ont l'interprdtation 
combinatoire suivante: 

C.(x,  y ) = f z . ( X ,  y ) =  ~ xreCp(°')y reel(a), 
E A2n 

Y C . - I ( x + I , y + I ) = f z . - I ( x , Y )  = ~ x~°P(~)y ~°i(~). 
~ A 2 n - 1  

Rappelons que les nombres d'Euler E.  sont classiquement d6finis par: 

X n 
E.  -~. = sec x + tg x. 

n>~O 

I1 est bien connu [An, Fo-Sc] que E . = f . ( 1 ,  1), on d6duit donc du 
th6or6me 4 le 

COROLLAIRE 5. O n  a: 

E~n = Cn(1, 1), 

x=y=O" 
E2n+l = Cn(2 , 2 ) = ~ x  C.+I(X, y)  
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Pour  avoir la derni6re 6galit6, il suffit de d6river par rapport f ix  les deux 
membres de (1) puis on remplace x et y par 0. 

Par cons6quent, dans la proposition 1, si l'on remplace t par t 2 et x, y 
par 1 puis par 2, on trouve successivement les identit6s: 

1 2! t 2 
E2ntZn= 1 + 12t 2+ (1 + 12t2)(l + 32t 2) 

n~>O 

4! t 4 

+ (1 + 12t2)(1 +32t2)(1 + 52t 2) + "'" 

t 3! t 3 
E2n+lg2n+l  

.~>o 1 +22t  2 t- i l  + 22t2)(1 +42t  2) 

5! t 5 

+ (1 + 22t2)(1 + 42t2)(1 + 62t 2) F- ..- 

Remarque. Ces deux formules sont diff6rentes de celles obtenues par 
l'application directe de la transformation de Laplace g sec x et tg x, voir 
EZe]. 

En combinant ces deux identit6s, nous obtenons le d6veloppement en 
s6rie de fractions rationnelles de la s6rie g6n6ratrice ordinaire des nombres 
d'Euler. 

COROLLAIRE 6. On a 

n! t n 
Z Eo t"= Z ( l + ( n _ 2 k + l ) 2 t 2 ) "  

n>~O n~>O I-[O ~< k~ In + 1/2] 

ozi Ix ]  ddsigne le plus grand entier <.x. 

Le th6or6me 3 implique 6galement le 

COROLLAIRE 7. On a 

A . +  y) = yA . ( x  + 1, y + 1). 

On remarque que lorsque x = y, ce r6sultat a 6t6 6tabli par Carlitz et 
Scoville [Ca-Sc] par la m6thode classique. En effet, ils ont trouv6 les 
fonctions g6n6ratrices exponentielles suivantes: 

f2.(x, x) tz" 
n~O 

t2n + 1 

f2n+ l(X, X) - -  
n~o (2n + 1)! 

= (sec tff, 

f2 - x  (secu) x+ldu.  
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Enfin, dans le th6or6me 3(i), si l 'on prend x-- -y  on retrouve alors un 
r6sultat classique de Stieltjes [Sti]  et Flajolet IF1] l'a d6j~t d6montr6 
combinatoirement en supposant que x est un entier. 

Au paragraphe 2 nous allons donner deux d6monstrations diff6rentes du 
th6or+me 2. La premiere est analogue ~t celle utilis6e dans [Du-Ra] ,  la 
deuxi6me utilise un r6sultat de Wall [Wa] .  Au paragraphe 3 nous appli- 
quons la th6orie combinatoire des fractions continues de Flajolet [FI]  et 
la bijection de Frangon-Viennot [Fr-Vi]  pour d6montrer le th6or6me 3. 
Nous terminons cet article avec quelques r6sultats et remarques suppl6men- 
taires au paragraphe 4. 

2. DEUX DEMONSTRATIONS DU TI~ORI~ME 2 

1 ere preuve: Pour  i~> 1, soit 

= ~i(x + i -  1) si i est impair, 

ci ~i(y + i--  1) si i est pair. 

Consid&ons le tableau de Stieltjes [Sti]  des S,,k(X, y) d6fini par la 
r6currence suivante: 

So, o(X, y) = 1, S.,k(X, y) = 0 si k ¢ [0, n],  

S.,k(X, y)=Sn_~,k(X, y ) +  %--k+lS.,k--l(X, y). 

Pour  toute fonction f (x ,  y), on pose Af(x,  y ) = f ( x +  2, y + 2 ) - f ( x ,  y). 

LEMME 1. On a l'identitd: 

z~Sn, k(X , y ) =  ( n - k +  1 ) ( n - k +  2) Sn+ l , k_ l (X  , y) .  (5) 

Ddmonstration. On proc~de par r6currence sur la somme n + k = m. I1 
est clair que le lemme est vrai pour m = 1. Supposons que (5) est vrai pour 
m -  1. Par  d6finition, on a: 

ASn, k(X, Y) 

= AS n _ 1,k( x,  Y)  -~- A(Cn_k+ 1( x, Y) Sn, k-- 1( x, Y)) 

=AS,_l ,k(X , y)-t-Cn_k+l(X + 2, y +  2) AS,,k_a(X, y) 

+ S.,k_I(X, y) AC._k + I(X, y) 

= As ,_  1,k(X, Y) + (n -- k + 1 )((z + 2 + n - k) Asn, k_ l(X, y) 

+ 2s.,k_ l(x, y)). 
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off z = x ou y suivant que m est pair ou impair. D'autre part, par hypoth~se 
de r6currence, 

Ash_ 1,k(x, y) = (n - k )(n - k + 1) sn, k_ l(x, y), 

As.,k_l(x, y ) = ( n - k  + 2 ) ( n - k  + 3)S.+l,k_2(x, y). 

En reportant ces expressions dans l'identit6 plus haut, on retrouve, apr6s 
simplification, la relation (5) pour n + k = m. | 

En appliquant ce lemme, on a: 

x(y+l)s~_~,n_l (x+2,  y+2)--XySn 1,n_l(X, y) 

=x(y-b 1)[Sn_l,._l(X, y)+2S . . . .  2(X, y)]--XySn-l.n-~(X, y) 

=X[Sn-a.n_l(X, y) + 2(y + 1)S . . . .  2(X, y)]  

=XSn,n_~(X, y)=S.,.(X, y). 

Ainsi s. , . (x,y) v6rifie la r6currence (1). Par cons6quent s . , . (x ,y )= 
C.(x, y). 

Posons f~(x, y; t)=~k~>o S;+k,k(X, y) t ~, alors fo(x, y; t)=~n~>o C.(x, y) t ~. 
D'autre part, on afo(x, y; t ) =  1 +clf l (x ,  y; t) et 

ft.(x, y; t )=f t ,  l(x, y; t)+ci+ 1 tfi+l(x, y; t), 

d'ofl 

1 fi(x, y; t) 1 
fo(x, y; t ) =  

tfl(x, y; t)' f~_l(Y, y; t) tft-+l(X, y; t)" 
1 --¢1 fo(x, y; t) 1 - c i +  1 f i ( x ,  y; t) 

et par it6ration, on obtient le th6or+me 2. 

2 i6me preuve: On a besoin du lemme suivant dO ~t Wall [-Wa]: 

LEMME 2. On a 

l + t  
(gl - 1) t  

1 
( g 2 -  1) glt 

1 
(g3 - 1) g2t 

1 
. . . .  

= 1 +  
gl t 

( g l -  1) g2t 
1 - 

( g 2 -  1) g3t 
1 

1 (g3 - 1) g4 t 
. . . .  
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Posons  

C(x, y; t)= 
xy (g~-  1 ) t  

1 - 
xy(g2-1)  gl t  

1 
1 x y ( g 3 -  1) g2t 

. . . .  

(6) 

Soit g; = gi(x + 2, y + 2). En subst i tuant  (6) dans (2) et en remplagant  
xyt par  t, on a: 

l + t  

( g 1 - 1 )  t 
1 -  

( g 2 - -  l )  gl t  
1 -  

1 ( g 3 -  1) g2  t 

1 . . . .  

(1 + ~) t 
2 (1 + ~)(1 + ~)(g'~ - 1) t 

1 -  2 2 t (1 + ~)(1 + ; ) (g2 - 1) gl t  
1 -  (1 2 1 2 , + ~)( + ; ) ( g 3 - -  1) g'2t 

1- -  
. . . .  

= 1 +  

En appl iquant  le l e m m a  de Wall, on t rouve successivement: 

1 
gl  = 1 + - ,  

Y 

g2 = 1 +  1 +  g ~ - l = l + _ ,  
g l - - 1  x 

g3 = 1 +  1 +  - - - - - v g i = l + - ,  
y 

et plus g6n6ralement,  pour  n t> 1, on a 

2 n -  1 2n 
g2n--1 = I q - - - ,  g2n = 1 + - - .  y x 

En po r t an t  ces valeurs dans  (6), on a le th6or6me 2. 

3. ]~NUMt~RATIONS DES NOMBRES DE RECORDS PAIRS ET ,IMPAIRS 

On appelle chemin de n pas une suite 7 =  (y(0), ?(1), ..., 7(n)) d 'entiers 
positifs telle que ? ( 0 ) = y ( n ) = 0  et pour  tout  k E { 1  ..... n}, on a 
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I ~ ( k ) - v ( k -  1)l ~< 1, autrement dit les pas ( 7 ( k -  1), 7(k)) sont, soit des 
montOes de + 1, soit des paliers, soit des descentes de - 1 .  On appelle 
7 ( k -  1) le niveau et k la position du pas ( 7 ( k -  1), ~(k)), qui est donc le 
k i~me pas du chemin 7. 

A un palier situ6 au niveau k on associe la lettre bk, ~i une descente du 
niveau k +  1 vers le niveau k est associ6e la lettre ck+~ et it une mont6e du 
niveau k vers le niveau k + 1 est associ6e la lettre ak. La valuation d'un 
chemin 7, not6e w(y), est le produit des lettres commutatives associ6es ~ ses 
pas. On note F(n) l'ensemble des chemins de n pas. 

PROPOSITION 8 (Flajolet [Ft]) .  La s~rie gknOratrice ordinaire des valua- 
tions des chemins de n pas admet le d~veloppement en fraction continue 
suivant: 

n>~l ~eI'(n) 1 - b o t  a°cat2 
1 -b~ t  

alc2t 2 

• o ° 

akCk + l t 2 
1 - -bkt  . . . .  

On appelle chemin marquk de n pas tout couple (7, s), off ~ est un chemin 
de n pas et s = (sl, s2 .... , Sn) une suite d'entiers. 

TH~ORI~ME 9 (Frangon et Viennot [Fr-Vi]).  Soit FI, (resp. II',) 
l'ensemble des chemins marquks (7, s) de n pastels  que 0 <~ Sk <. 7(k - 1 ) si le 
k i~me pas de ~ est une montke, O<.Sk<~(k--  1) (resp. 0--.<sk ~.<7(k- 1) - 1) 
si Ie k i~me pas de ? est une descente et 0 <~ Sk <. 27(k -- 1 ) + 1 (resp. 0 <. sk <. 
2 7 ( k - 1 ) )  si le U ~me pas de 7 est un palier. 

(i) II existe une bijection q~ de l'ensemble I-I, sur l'ensemble des 
permutations (~ , + 1. 

(ii) II existe une bijection q; de l'ensemble I1', sur l'ensemble des 
permutations cr~ (~, + 1 telles que a(n + 1 ) = n + 1. 

On identifie chaque permutation a~(~n au mot a(1 )a (2 ) . . . a (n ) .  
Rappelons qu'une valeur x = a(i) est un pic (resp. un creux, une double 
montOe, une double descente) de a, si a ( i - 1 ) < a ( i ) > a ( i + l )  (resp. 
a ( i - 1 ) > a ( i ) < a ( i +  l), a ( i - 1 ) < a ( i ) < • ( i +  l), c r ( i - 1 ) > a ( i ) > a ( i +  l)), 
off a(0) = a(n + 1 )=0 .  

PROPOSITION 10 ([Fr-Vi, Vi2]). S o i t  (7, s1s2""  "Sn) un c h e m i n  marqu~ et 
a e if),+ ~ sa permutation correspondante par la bijection q~ ou q~'. Alors 

582a/68/i-7 
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(i) les creux (resp. pics, doubles montdes et doubles descentes) de ~r 
correspondent aux montdes (resp. descentes, paliers) de (~, s). 

(ii) Un entier k e  [n] est un record de a si le k ~"~ pas de ~ est une 
descente ou un palier et Sk = O. 

Comme une permutation alternante de [2n+  1] n'a pas de double 
montte ni de double descente, le chemin correspondant n'a donc pas de 
palier, i.e., c'est un chemin de Dyck. 

Notons que dans un chemin de Dyck 7 = (7(0), ~(1), ..., 7(n)), le niveau 
7 ( k - 1 )  et la position k du pas ( y (k -1 ) ,  ;~(k)) sont toujours de paritts 
opposts. On en dtduit  donc la 

PROPOSITION 11. Soit (]), SlS2"''S2n) un chemin marqud et o-EA2n+I sa 
permutation correspondante par la bijection q) ou q)'. L'entier k e [-2n] est un 
record pair (resp. impair) de rr si le k i~me pas de 7 est une descente de niveau 
impair (resp. pair) et Sk = O. 

On est maintenant en measure de dtmontrer le th tor tme 3. Soit 
(7, s l s 2 . " s , )  un chemin marqut,  on associe /t chaque pas marqu~ 
( (~(k-  1), 7(k)), sk) la valuation 1 si ( ~ ( k -  1), ~(k)) est une montte ou une 
descente et Sk> 0; X (resp. y) si (7 (k -1 ) ,  7(k)) est une descente de niveau 
impair (resp. pair) et Sk = 0, et 0 si ( y ( k -  1), y(k))  est un palier. On dtfinit 
la valuation du chemin marqu6 (y, sas2 . . . s , )  par le produit des valuations 
de tous ses pas marquts ( (7 (k -  1), ~,(k)), Sk), 1 <<.k<<.n. 

On constate que la somme des valuations ci-dessus des chemins marquts 
de H ,  est 6gale/t celle des chemins de n pas avec les paramttres suivants: 

a k _ l = k ,  bk_ l=O , C 2 k _ l = X + 2 k - - 1  et C2k=y+2k ,  (k~>l); 

et que celle des chemins marquts de/ - /"  est 6gale/t celle des chemins de n 
pas avec les param~tres: 

a k _ l = k ,  bk=O, C 2 k _ l = x + 2 k - - 2 e t c 2 k = y + 2 k - - 1 ,  (k>~ 1). 

Par ailleurs, comme 2n + 1 est toujours un record impair de tre A2n+l et 
que les permutations tre (52n peuvent ~tre considtrtes comme des permuta- 
tions de t52n + 1 avec a(2n + 1)=  2n + 1, compte tenu des propositions 10 et 
11, les valuations des chemins marquts de /-/2n et /F/2n correspondent 
respectivement aux polyn6mes 

xreCpayrec io  " -  1 e t  ~ X r e ~ y  ~ci~. 
tr ~A2n+l  o" ~ A2n 
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Par application de la proposition 8, on obtient d'apr6s (4) que 

1 
E Y-lfzn+I(X' Y)t2"= l(x + 1) t 2 

n~>0 1 - -  
2(y + 2) t 2 

1 -  3(x + 3) t 2 
1 4(y + 4) t 2 

1 
. . . .  

et 

1 
E An( X' Y)t2n= lxt 2 

n>~O 1 
2(y + 1) t 2 

1-- 3(x + 2) t 2 
1 

4(y + 3) t 2 
1 . . . .  

Ceci ach~ve la d6monstration du th6or6me 3. | 

4. QUELQUES REMARQUES P O U R  CONCLURE 

(I) On se propose d'abord de trouver une formule explicite pour 
C,(x, y). 

PROPOSITION 12. On a 

J )n--k 
C.(x, y)= ~ E (--1 

j = O  k=O 

× ((x + y)/2 + 2k)(x/2)j ((y + 1)/2)j (x + 2k)" (y + 2k)". 
k! ( j -  k)! (((x + y)/2) + k)j+l 

DOmonstration. Pour tout j t> O, posons 

22it j J O~k(j) 
- E  • 

I ~ = o [ l + ( x + 2 1 ) ( y + 2 l ) t ]  =o l+(x+2k ) ( y+2k ) t  

On voit facilement que 

( -  l) k ((x + y)/2 + 2k) 
a~(j) - 

k! ( j -  k)! ((x + y)/2 + k)j+ 1' 
O ~ k ~  
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Or, d'apr6s la Proposition 1, le polyn6me Cn(x, y) est le coefficient de t n 
dans le d6veloppement de 

22J(x/2)j((Y + 1)/2)jt j _ ~ + a_k(j)(x/__2)J ((y+ 1)/2)i 

j~o [ I J - o  [1 + (X + 21)(y + 2l) t] ~ g~--o 1 + (X + 2k)(y + 2k) t - j = 0  = 

D'ofl le r6sultat. I 

(II) I1 est facile de voir que le degr6 de Cn(x, y) est 6gal ~ n. Soit 
Mn(x, y) la somme des mon6mes de plus haut degr6 dans Cn(X, y). 
Rappelons que, si o'~ ffin, tr(i) est un pic de cycle de a si i<a(i)>a2(i). 
Notons p(a) (resp. i(a)) le nombre de pics de cycle pairs (resp. impairs) de 
tret  Inv(2n) l'ensemble des involutions sans point fixe de [2n]. 

P R O P O S I T I O N  13. On a, pour tout n >~ 1, 

M,(x, y) = ~ xP(~)y i(~) (a ~ Inv(2n)). 

DOmonstration. A chaque permutation a ~ A2n on associe l'involution o-' 
de Inv(2n) d6finie par 

a '(~r(2i- 1) )=  a(2i), ~r'(a(2i)) = cr(2i-  1), ( i t  In]). 

Si o- a n records, le nombre de ses records pairs (resp. impairs) est 6gal au 
nombre de pies de cycle pairs (resp. impairs) de a'. De plus l'applieation 
a ~ o-' est une bijeetion de l'ensemble des permutations alternantes de [2n] 
ayant n records sur l'ensemble Inv(2n). On en d6duit alors le r6sultat. | 

Pour tout polyn6me p(x, y) en les variables x, y on d6finit l'op6rateur ~ :  

~(p(x, y)) = la somme des mon6mes de degr6 plus haut de p(x, y). 

On a done 

M,(x, y) = ~(C,(x ,  y)). (7) 

On remarque d'autre part que 

[(x + 2)Z(y + 2) m - xty m ] = 2(lx l- lyre + rnx lym- 1) 

off l, m sont deux entiers positifs. D'ofi et par la lin6arit6 de ~ ,  

~ [ Cn(X + 2, y + 2)-Cn(x,  Y)]=2(~---~ + ~ )  Mn(x, Y). 
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De m~me on a 

~[xC,_ l (X  + 2, y + 2 ) ]  =xMn_l(x ,  y). 

On d6duit donc de (1) la relation de r6currence pour M,(x, y) suivante, 
due / t  Dumont  [Du] .  

COROLLAIRE 14. Les polynOmes M,(x, y) satisfont la relation de 
r~currence: 

I Ml(x, y) = x, 

[m , ( x ,  y )=2xy(~- -~++)M,_~(x ,  y ) - ~ x m n _ l ( X  , y ) .  ( 8 )  

Du th6or6me 2 on d6duit imm6diatement d'aprbs (7) un autre r6sultat de 
Dumont  [Du] .  

COROLLAIRE 15. La sdrie gdndratrice ordinaire des polyndmes M,(x, y) 
admet Ie ddveloppement en fraction continue formelle suivant: 

X 
Z M.(x, y)t"= lxt 

n>~O I 
2yt 

1 
3xt 

1 
1 - 4yt 

. . . .  

(III) Les permutations alternantes consid6r~es plus haut sont parfois 
appel6es permutations "down-up." On peut aussi envisager des extensions 
analogues pour les permutations "up-down," i.e., les permutations o-e 15, 
satisfaisant 

o-(1) < cr(2), a(2) > a(3), a(3) < a(4), -... 

Soit B, l'ensemble des permutations "up-down" sur [n]. On pose 

E 2 . + l ( X ) =  Z x . . . .  . 
a~ B2n+l 

Carlitz et Scoville [Ca-Sc] ont d6ja montr6 par la m6thode classique que 

t2n -b 1 
Y 

,i>0 (2n+ 1)! 
- (sec t) x (sec u)-X du. 
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Pa r  la m~me m6thode  et en utilisant une astuce due ~t Strehl [S t r ] ,  on 
obt ient  

gZn (X/2)n 
Z E2.+a(x)(-~n)v.=x Z (~n_--ii!! (l-cos2t)", (9) 

n ~ > l  x , '" n ~ > l  

off (2n - 1)!t = 1 - 3 . - - ( 2 n -  1). 
D ' au t r e  part ,  si l 'on pose 

FI(X) = 1, (10) 
Fn+, (x )=(x+l )ZFn(x+l ) -x2Fn(x ) ,  n>~l, 

alors Carl i tz  [ C a ]  a d6ja d6montr6  que 

t 2n 1 (x). n! 
Z ( -- 1)" t'-TgT~t (et/2 -- e- t /2)  2"- (11) E (--l)nFn(x) (2~)!=Xn>>. , 

n>~l tz, u): 

On  d6duit  donc  de (9) et (11) que 

Ezn + a(X) = 2 2n - lxZF.(x/2), n/> 1. (12) 

Remarque. Viennot  [ V i l ]  a d6ja obtenu  cette derni6re identit6 d 'une 
fa~on combina to i re  en s ' appuyan t  sur un r6sultat de Strehl [Str]. 

C o m m e  E,(x)= x, les identit6s (10) et (12) impl iquent  que 

E l (x )  = x, 
(13) 

E2n+l(X)-~x2E2n_l(X+2)-x2E2n_l(X), (n>>. 1), 

D'ofl et en appl iquant  le l emme 2 on obtient  la p ropos i t ion  suivante. 

PROPOSITION 16. On a 

xt 
E E2n+l(X) t2n+l- -  2xt 2 

n~O 1 
2(x + 2) t 2 

i 
4(x + 2) t 2 

1 -  
1-  4(x + 4) t 2 

. . . .  

(IV) On  peut  aussi consid6rer le probl6me analogue pou r  toutes  les 
pe rmuta t ions  de [n] .  Posons  gn(x, y) = ~  x X - "  reop . . . .  y i~. 

PROPOSITION 17. Les polynOmes gn(x, Y) ont l'expression 
suivante: 

g2n(X, y) = x(y  + 1) . . -  (x + 2n -- 2 ) (y  + 2n - 1), 

g2n + i( X, Y) = y(x + 1 )''" (y + 2n -- 2)(x + 2n -- 1)(y + 2n). 

explicite 
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Ddmonstration. I1 suffit en effect de montrer que g.+l(x,y)= 
(y+n) g.(y, x). Pour ce faire, on va exhiber une bijection entre [n + 1] x 
15. et 15.+ 1. I~tant donn6 (k, o-)e [n + 1] x 15., on construit la permutation 
o-' de 15.+1 de la fagon suivante: 

tl 
(i) + 1 si l<<.i<<.k-1, 

a'(i)= si i = k ,  

[ a ( i -  1 )+  1 si k+l<~i<<.n+l. 

I1 est facile de voir que si k =  1, alors recp(o- ')=reci(a) et reci(cr')= 
recp(a) + 1; sinon recp(a ')  = reci(a) et reci(a') = recp(a). Ceci explique la 
relation de rrcurrence g,+l(X, y ) =  (y+n) gn(Y, X). | 

[An] 

[Ca] 

[Ca-Sc] 

[Du] 

[Du-Ra] 

IF1] 

[Fo-Sc] 

[Fr-Vi] 

[Sti] 

[Str] 

EVil] 

[Vi2] 

[Wa] 

[Ze] 
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